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Streszczenie

W artykule przedstawiono problemy zwi�zane z dok�adno�ci�
wyznaczenia helikoidalnej linii odniesienia w pomiarach odchy�ek
kszta�tu powierzchni obrotowych metod� bezodniesieniow�.
Przedstawiono program symulacyjny, który pozwala wyznaczy� charakter 
i warto�ci b��dów metody.  

S�owa kluczowe:   odchy�ka kszta�tu, powierzchnia obrotowa, helikoida, 
pomiar walcowo�ci

Simulation research on accuracy of heli�
cal reference line used in form deviations 
measurements by radial method

Abstract

Some issues connected with the computational accuracy of helical 
reference line applied in certain Form Measuring Machines for revolving 
surfaces examination are considered. Examples of results obtained with a 
developed dedicated software and synthesis of simulation research are 
also given. 

Keywords: form deviation, rotational surface, helix, cylindricity meas-
urement

1. Wst�p

Szybko�� pomiarów to obok dok�adno�ci najwa�niejsze 
kryterium przy ocenie atrakcyjno�ci metody pomiarowej. W 
technice pomiarów wspó�rz�dno�ciowych stosuje si� z powo-
dzeniem szybkie metody skaningowe, równie� dziedzina 
pomiarów bezodniesieniowych jest polem do poszukiwania 
ulepsze�, czego przyk�adem jest niniejszy artyku�. Przedstawiono 
w nim rozwa�ania na temat dok�adno�ci pomiarów odchy�ki
walcowo�ci przy zastosowaniu helikoidy odniesienia. 

Powierzchnie obrotowe przedmiotów mo�na sprawdzi� metod�
bezodniesieniow� w sposób klasyczny, mierz�c pewn� liczb�
przekrojów poprzecznych i zak�adaj�c, �e zmierzone przekroje s�
reprezentatywne dla pozosta�ych, niezmierzonych (rys.1.a). 

Rys. 1.  Sposoby zbierania punktów pomiarowych 
Fig. 1.  Methods of collecting measurement points 
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Mo�na równie� wyobrazi� sobie wyznaczanie kszta�tu po-
wierzchni obrotowych na podstawie pomiaru przekrojów wzd�u�-
nych, je�li informacja o ich prostoliniowo�ci jest dla odbiorcy 
wyników pomiaru bardziej istotna (rys.1.b). W obydwu przypad-
kach, aby uzyska� miarodajne wyniki,  nale�y przeprowadzi� wie-
lokrotne pomiary, co jest czasoch�onne. Naturalnym pomys�em 
jest po��czenie przy pomiarze ruchu obrotowego sto�u z ruchem 
prostoliniowym karetki czujnika, co powoduje zeskanowanie po-
wierzchni przedmiotu po linii �rubowej (rys.1.c).  Dalsz� analiz�
zgromadzonych danych mo�na przeprowadzi� na kilka sposobów, 
dopasowuj�c do zbioru punktów powierzchni� odniesienia (wa-
lec, sto�ek) � najmniejsz� opisan�, najwi�ksz� wpisan�, po-
wierzchni� �redni� lub powierzchnie najmniejszej strefy. Siatk�
odchy�ek kszta�tu stanowi� odchylenia poszczególnych punktów 
od wyznaczonej powierzchni odniesienia.  

2. Podstawy matematyczne 

W przypadku pomiarów lini� �rubow� brak jest (oprócz [1]) 
publikacji opisuj�cych matematyczne podej�cie do problemu, me-
toda analizowana w niniejszym artykule pochodzi w�a�nie z [1]  
i ze wzgl�du na podobie�stwa porównywana b�dzie do znanej 
metody okr�gu �redniokwadratowego.

Rys.2. przedstawia mierzony profil i okr�g �redni w uk�adzie
kartezja�skim i biegunowym. Promie� okr�gu �redniego dany jest 
wzorem (1):

� �22 cossinsincos)( ����� baRbaR o �����      (1) 

O2 � �rodek obrotu 
O1 � �rodek okr�gu
odniesienia
a, b � wspó�rz�dne �rodka
okr�gu odniesienia 
� � k�t bie��cy obrotu 
P, V � najwi�ksze wzniesienie 
i wg��bienie wzgl�dem okr�gu
�redniego
Rp(�) � promie� wodz�cy 
punktowej ko�cówki 
pomiarowej 
R0 � promie� okr�gu �redniego

Rys. 2.  Profil badanego przedmiotu i okr�g �redni
Fig. 2.  Profile of  a workpiece under measurement and least squares circle 

a) b) c) 



Ze wzgl�du na nieliniowy charakter zale�no�ci (1) znalezienie 
okr�gu �redniego poprzez wyznaczenie parametrów a, b i R0 by-
�oby trudne. Zak�adaj�c, �e e<<R0  cz�on pierwiastkowy uprasz-
cza si� do R0, a wzór (1) przyjmuje posta�:

��� sincos)( 0 baRR ���   (2) 
Równanie linii �rubowej w uk�a-
dzie wspó�rz�dnych R, ����Z jest 
zbli�one do wzoru (1) lecz 
dodatkowo uwzgl�dnia zale�-
no�� wspó�rz�dnych a i b punk-
tów le��cych na osi przedmiotu 
od wysoko�ci pomiaru Z, a gdy 
elementem odniesienia jest sto-
�ek równie� zmian� promienia 
mierzonego przedmiotu. Bior�c
pod uwag� liniowy zwi�zek
pomi�dzy wysoko�ci� Z i k�tem 
� mo�na równanie linii �rubowej
przedstawi� nast�puj�co:

Rys. 3.  Schemat pomiaru metod� linii helikoidalnej
Fig. 3.  Measurement by helical line     
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Parametr R0 w wyra�eniu (3) to promie� elementu (mm), A i C to 
sta�e okre�laj�ce wspó�rz�dne a i b na poziomie z = 0 (mm), B i D 
okre�laj� stopie� pochylenia przedmiotu, za� E jego sto�kowo��.
Po uproszczeniu, analogicznym do zastosowanego w równaniu 
okr�gu, wzór  (3) przyjmuje posta�:

�������� EDCBARRs ������ sinsincoscos)( 0  (4) 

która jest, jak wida�, liniow� kombinacj� poszukiwanych 
wspó�czynników oraz funkcji sinus i kosinus k�ta �. Mo�na
zatem obliczy� wspó�czynniki tego równania stosuj�c regresj�
liniow�.
 Wprowadzone uproszczenie jest przyczyn� b��dów oblicze�. W 
celu ich wyznaczenia, a tak�e zbadania dok�adno�ci oblicze�
zwi�zanych z sam� regresj� (rozdz. 3), opracowano program 
symulacyjny o nazwie �Helix_Sym�. Pozwala on generowa�
sygna� mierzony, zmieniaj�c w szerokim zakresie parametry 
równania helikoidy, liczb� punktów pomiarowych, liczb�
zwojów, k�t startu (rys. 4).  

Rys. 4.  Przyk�ad ekranu programu symulacyjnego �Helix_Sym� 
Fig. 4.  An example screen shot of simulation program �Helix_Sym� 

Program tworzy wykresy mierzonego sygna�u i wyznaczonych 
odchy�ek kszta�tu, oblicza transformat� Fouriera wybranego 
wycinka danych, oblicza parametry walca b�d� sto�ka
odniesienia, pozwala eksportowa� wyniki do wygodnego formatu. 
Program umo�liwia równie� badanie wp�ywu poszczególnych 
parametrów w zadanym zakresie przy ustalonych warto�ciach
pozosta�ych, co pozwala na automatyczne tworzenie 
charakterystyk b��dów. Dost�pne s� równie� dodatkowe 
zoptymalizowane algorytmy oblicze� opisane szerzej w [1], 
istnieje te� mo�liwo�� dodawania zaburze� do przebiegu 
mierzonego, jednak dwa ostatnie zagadnienia le�� poza zakresem 
artyku�u.

Zwi�kszenie szybko�ci pomiaru uzyska� mo�na (oprócz 
zastosowania metody szybkiego skanowania) zmniejszaj�c czas 
potrzebny na pozycjonowanie przedmiotu mierzonego. W 
zwi�zku z tym g�ównym celem bada� symulacyjnych by�o
ustalenie, jak po�o�enie elementu o danej �rednicy wp�ywa na 
b��d pomiaru (rozdz. 4). W symulacjach przesuni�cie elementu 
wzgl�dem osi obrotu uzyskuje si� modyfikuj�c wspó�czynniki A i 
C [mm],  jego pochylenie zmieniaj�c B i D [mm/rad], a 
sto�kowo�� - wprowadzaj�c ró�n� od zera warto�� E [mm/rad]. 
Rozmiar przekroju wyra�ony jest przez jego promie� �redni R0
[mm].  

3. Dok�adno�� obliczeniowa 

W pierwszym etapie bada� symulacyjnych wyznaczono 
dok�adno�� obliczeniow� helikoidalnej linii odniesienia opisanej 
równaniem (4). Dzi�ki temu, �e promie� chwilowy mierzonej 
powierzchni wyra�ono za pomoc� tego samego wzoru co model 
regresji,  mo�na skupi� si� na niedok�adno�ci samych oblicze�, a 
nie na wp�ywie uproszczenia. Wzór (4) jest funkcj� typu  

55443322110 xxxxxy ������ ������         (5) 

Zatem wektor wspó�czynników �0... �5 obliczy� mo�na za 
pomoc� wzoru macierzowego: 
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Wektor Y to zbiór punktów pomiarowych Rs(�). Wektor � to ob-
liczane wspó�czynniki R0, A, B, C, D, E. Zmiennym x1..x5 macie-
rzy X odpowiadaj� funkcje cos�, �cos�, sin�, �sin�, �.  W na-
wiasy uj�to numery punktów pomiarowych. Wida�, �e sk�adniki
macierzy X zale�� jedynie od chwilowego k�ta pomiaru, co przy 
znanym odst�pie próbkowania pozwala na ustalenie tych elemen-
tów jeszcze przed pomiarem. Wiadomo, �e przy obliczeniach 
komputerowych dzia�ania dokonywane s� na liczbach zmien-
noprzecinkowych o sko�czonej precyzji, w zwi�zku z tym liczby 
te obarczone s� pewnym (pomijalnym zazwyczaj) b��dem. Jednak 
b��dy te w trakcie wielokrotnych dzia�a� mog� wykazywa� ten-
dencj� do kumulowania si�. Badania symulacyjne dowiod�y, �e
przy stosowaniu oblicze� macierzowych (6) wzgl�dem modelu 
(4) z precyzj� liczb 64 bitów propagacja b��dów jest znikoma. 
Nawet przy skrajnie niekorzystnych warunkach pomiaru przed-
miotu (np. dla parametrów R0 = 3, A= -0,3, B =-0,03, 256 próbek 
na obrót) b��dy maj� posta� szumu o amplitudzie kilkana�cie rz�-
dów mniejszej od amplitudy sygna�u. Stwierdzono, �e przedsta-
wiony algorytm jest numerycznie stabilny. 



4. Wp�yw uproszcze� algorytmu na b��dy 

Zarówno przy wyznaczaniu spirali odniesienia jak i okr�gów
odniesienia wyst�puj� b��dy wynikaj�ce z omawianych wcze�niej
uproszcze� w równaniu elementu odniesienia (równaniu regresji). 
W zwi�zku z tym interesuj�ce jest porównanie dok�adno�ci po-
miaru odchy�ki kszta�tu tej samej powierzchni dwiema metodami: 
lini� �rubow� i powszechnie stosowan� metod� przekrojów po-
przecznych, w której wyznacza si� okr�gi odniesienia dla ka�dego
z przekrojów.  

Przyjmijmy, �e badany jest element idealnie walcowy o �redni-
cy 10 mm (R0 = 5 mm), którego o� jest równoleg�a do osi obrotu, 
ale przesuni�ta o pewn� warto��. Dla celów pogl�dowych za�o-
�ymy bardzo du�� warto�� przemieszczenia; niech  A = -0,5  mm, 
B = 0 mm. Sygna� pomiarowy, zebrany za pomoc� czujnika w 
dowolnym przekroju poprzecznym jest taki sam i ma przebieg (po 
odj�ciu sk�adowej sta�ej) przedstawiony na rys. 5. Widmo tego 
sygna�u ma tylko dwa widoczne pr��ki (rys. 6). Odchy�ki kszta�tu
wzgl�dem walca �redniego s� w ka�dym przekroju jednakowe i 
maj� posta� drugiej harmonicznej (rys. 7 i 8). Obserwowane od-
chy�ki kszta�tu s� miar� b��du metody, który zgodnie z prac� [2] 
opisany jest wzorem: 

)2/(2 Re�� (8)
W  symulowanym przyk�adzie � wynosi 25 �m (rys. 7).�

Przypadek spirali odniesienia jest trudniejszy. Wyniki pomiaru 
zale�� od liczby zwojów. Przyjmijmy na wst�pie, �e mierzony 
jest tylko jeden zwój. Sygna� pomiarowy ma w tym przypadku 
posta� identyczn� jak w przypadku pomiaru pojedynczego prze-
kroju poprzecznego (rys. 5). Wyznaczone odchy�ki kszta�tu maj�
przebieg przedstawiony na rys. 9, który znacznie ró�ni si� od 
przebiegu na rys. 7. Odchy�ka kszta�tu, oznaczona symbolem ��
wynosi 15 �m. Widmo odchy�ek pokazane na rys. 10 zawiera 
wiele harmonicznych i mocno ró�ni si� od widma uzyskanego 
metod� przekrojów poprzecznych. Ponadto, wyniki odchy�ki wal-
cowo�ci wyznaczone metod� helikoidaln� zale�� od k�ta startu 
pomiaru �0. Ilustruj� to rys. 11 i 12, przedstawiaj�ce wyniki po-
miaru przedmiotu ustawionego tak samo jak poprzednio, jednak 
pocz�tkowy punkt pomiaru zosta� przesuni�ty o k�t 144 o  (�0
=144 o). Poci�gn��o to za sob� zmian� kszta�tu wykresu i warto�ci
odchy�ki ���która wzros�a do 28 �m.     
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Rys. 5.  R0=5, a=A=-0,5; Symulowany sygna� okr�gu / jednego zwoju 
Fig. 5.  R0=5, a=A=-0,5; Circle / one coil simulated signal 
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Rys. 6.  Widmo symulowanego sygna�u okr�gu / zwoju 
Fig. 6.  Spectrum of simulated circle / coil signal 
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Rys. 7.  Odchy�ki profilu od okr�gu odniesienia 
Fig. 7.  Profile deviations from reference circle 
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Rys. 8. Widmo odchy�ek profilu od okr�gu odniesienia 
Fig. 8  Spectrum of  profile deviations from reference circle 
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Rys. 9.  Odchy�ki profilu od spirali odniesienia 
Fig. 9.  Profile deviations from reference helix 
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Rys. 10.  Widmo odchyle� profilu od spirali odniesienia 
Fig. 10.  Spectrum of profile deviations from reference helix 
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Rys. 11.  R0=5, a=A=-0,5; Odchy�ki od spirali odniesienia (analiza od 144o)
Fig. 11.  R0=5, a=A=-0,5; Deviations from reference helix (analysis starts at 144o)
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Rys. 12.  Spektrum odchyle� od spirali �redniej (analiza od 144o)
Fig. 12.  Spectrum of reference helix deviations (analysis starts at 144o)

Przyk�ad z jednym zwojem jest interesuj�cy ze wzgl�dów po-
znawczych, jednak w praktyce w metodzie �rubowej stosuje si�
wi�ksz� liczb� zwojów. Na rysunku 13 pokazano odchy�ki kszta�-
tu tego samego elementu i przy tym samym co poprzednio usta-
wieniu, wyznaczone przy pomiarze dwoma zwojami. Przebieg 
wykazuje wi�ksz� okresowo�� z wyra�niejszym udzia�em drugiej 
harmonicznej, b��d � wynosi 27 �m, zatem wyniki s� bardziej 
zbli�one do otrzymanych metod� przekrojów poprzecznych. 

-20
-15
-10
-5
0
5
10
15

0 5 10

k�t[rad]

[�
m

]

Rys. 13.  R=5; A=-0,5; Odchy�ki od spirali odniesienia dla 2 zwojów 
Fig. 13.  R=5; A=-0,5; Deviations from reference helix for 2 coils 

W celu syntetycznego porównania wyników otrzymanych obie-
ma metodami, z uwzgl�dnieniem oprócz przesuni�cia osi tak�e jej 
pochylenia, wprowadzono dalej wspó�czynnik �/�, w którym: 
� � b��d wynikaj�cy z metody spirali odniesienia, 
� � najwi�kszy z  b��dów � w metodzie przekrojów poprzecz-
nych (je�li o� jest pochylona, to b��dy w poszczególnych przekro-
jach s� ró�ne).
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Rys. 14.  R=5; A=-0,5; spirala odniesienia dla walca 
Fig. 14.  R=5; A=-0,5; reference helix for cylinder 
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Rys. 15.  R=5; A=0; B=-0,03; spirala odniesienia dla walca 
Fig. 15.  R=5; A=0; B=-0,03; reference helix for cylinder 

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
liczba zwojów n

�/
�

Rys. 16.  R=5; A=-0,3; B=-0,03; spirala odniesienia dla sto�ka
Fig. 16.  R=5; A=-0,3; B=-0,03; reference helix for cone 

Kolejne rysunki prezentuj� warto�ci wspó�czynnika �/� dla ca�-
kowitej liczby zwojów (od 1 do 10) przy trzech warto�ciach k�ta
pocz�tkowego �0. Dla wi�kszej czytelno�ci punkty odpowiadaj�-
ce tej samej warto�ci �0 po��czono liniami przerywanymi. Rysu-
nek 14 dotyczy elementu o osi równoleg�ej do osi obrotu. Wska�-
nik �/� nie przekracza 1,2. Wywo�any zmian� k�ta �0 rozrzut
tego wska�nika maleje ze wzrostem liczby zwojów, a �rednia war-
to�� wska�nika d��y do 1. Rysunek 15 obrazuje efekt pochylenia 
osi elementu. Wp�yw k�ta pocz�tkowego jest tu wyra�niejszy. 
Rysunek 16 daje obraz ma�ych b��dów i ma�ego ich rozrzutu. Od-
chy�ki by�y liczone jednak wzgl�dem sto�ka odniesienia 
(uwzgl�dniono czynnik E w równaniu 4), zatem algorytm �red-
niokwadratowy, maj�c wi�ksz� swobod� doboru parametrów, 
wykaza� sto�kowo�� powierzchni walcowej.

5. Wnioski ko�cowe

Obliczenia odchy�ek kszta�tu powierzchni obrotowych na pod-
stawie pomiaru wspó�rz�dnych punktów roz�o�onych wzd�u� he-
likody, przy wykorzystaniu modelu regresji liniowej, charaktery-
zuje matematyczna jednoznaczno�� wyników. Przeprowadzone 
symulacje wykaza�y, �e algorytm oblicze� zgodnie ze wzorem 
macierzowym (6) dla modelu opisanego równaniem (4) jest nu-
merycznie stabilny. B��dy oblicze� wywo�ane sko�czon� precyzj�
liczb s� kilkana�cie rz�dów mniejsze od amplitudy sygna�u mie-
rzonego.

Metoda helikoidy, podobnie jak metoda przekrojów poprzecz-
nych, daje wyniki zale�ne od po�o�enia mierzonego elementu 
wzgl�dem osi obrotu. Program symulacyjny pozwoli� ustali�, �e
b��dy pomiaru wywo�ane niedoskona�ym pozycjonowaniem s�
dla obu metod zbli�one. Przy liczbie zwojów dwa i wi�kszej
wska�nik �/� zawiera si� w przedziale od 0,7 do 1,2.

Przedstawione w artykule przyk�ady dotycz� pomiarów 
elementu o niewielkiej �rednicy bardzo niedok�adnie ustawionego 
wzgl�dem osi obrotu. W rzeczywistych badaniach elementy s�
znacznie dok�adniej pozycjonowane, co redukuje b��d �. Wyko-
rzystuj�c wska�nik �/� oraz wzór (8) mo�na szybko oszacowa�
maksymaln� warto�� b��du, a wi�c sk�adnik niepewno�ci wywo-
�any nieosiowym ustawieniem mierzonego elementu. Na przyk�ad
dla elementu o �rednicy 10 mm przy e = 0,1 mm b��d � jest 
mniejszy od 1,2 �m, a dla e = 0,01 mm nie przekracza 12 nano-
metrów.
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