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W artykule W artykule przedstawiono, ze pétgrupa charakterystycz-

na sumy prostej i iloczynu prostego automatow "G™ i . A°

asynchronicznych silnie spojnych i ustalone analogi ich rozszerzen
sq izomorficzne. Wzigwszy pod uwage iz potgrupa charaktery-
styczna okresla zdolno$¢ do przetwarzania informacji, to sume
prosta iloczyn prosty mozna uwazac¢ za realizacje — odpowiednio
sekwencyjnych i réwnolegtych obliczen. Uzyskane rezultaty ozna-
czajg iz owa zdolno$¢ nie zalezy od realizacji sekwencyjnej lub
rownolegfej (taka sama liczba klas abstrakcji odpowiednich pétgrup
charakterystycznych).

Stowa kluczowe automat, potgrupa charakterystyczna, izomorfizm

Wstep

Rozwdj teorii automatdow byt stymulowany przez dwie uzupet-
niajace sie tendencje:

a) konstruowanie modeli blizej zwigzanych ze wspdtczesnym
sprzetem i oprogramowaniem,

b) znajdowanie poprawnych narzedzi matematycznych (jezyka
matematycznego), w ktérym mozna wyrazi¢ procesy oblicze-
niowe o duzej r6znorodnosci.

Od wielu lat jeste$my $wiadkami intensywnego rozwoju teorii
automatéw, szczegoinie algebraicznej teorii automatow rozwijane;
na gruncie teorii potgrup. Definicja relacji rownowazno$ci Myhilla na
zbiorze standw automatu oraz pétgrup charakterystycznych automa-
tu pozwolity wydoby¢ zer mozliwosci obliczeniowe.

W ogdlnym przypadku potgrupa charakterystyczna posiada

Nn" elementéw dlatego interesujace jest pokazanie klasy automa-
tow, ktére posiadajg wielomianowa zalezno$¢ liczby elementow
potgrupy charakterystycznej od liczby stanéw [1,2 ].

W pracy bedg rozwazane automat asynchroniczne determini-

styczne skoriczone silnie spojne DFASC,  (deterministic finite
asynchronous strongly conected) oraz ich poszerzenia zwigzane z

izomorfizmami EXT DFSC,

1.Rozwazania wprowadzajace
Relacie R < X xY nazywamy funkcja, gdy dia kazdego

ac X istnieje dokladnie jeden element b €Y taki, ze
a R b. zbior X jest nazywany zbiorem okreslonosci, a zbiér Y

zbiorem wartosci funkgji. Funkcja f  jest 1+1 (réznowarto-
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$ciowa, jednoznaczna), gdy @, # a, implikuje,
ze f(a,)# f(a,). Funkcjajest na”, gdy
Y :{ b:b=f(a), ae Xj.

Grupoidem nazywamy pare uporzadkowang (S,o) gdzie:
S — niepusty zbiér, (0) — operacja binarna na zbiorze standw S .
Operacjq binarng na zbiorze S nazywamy przeksztatcenie niepu-
stego podzbioru zbioru (S X S) w zbior S . Binarng operacje (o)
na zhiorze S nazywamy faczng (asocjatywng), jesli
ao(boc)=(acboc)dawszystich a,b,ceS.

Pétgrupa, nazywamy taki grupoid (S,o), w ktérym operacja
(o) jest asocjatywna. Niech X bedzie dowolnym zbiorem niepu-

stym. Zbior X bedziemy nazywali alfabetem, a jego elementy
literami. Stowem X w alfabecie % nazywamy dowolny ciag liter
alfabetu napisanych obok siebie, a diugoscig stowa (oznaczong

przez ‘X‘ ) nazywamy liczbe tych liter o .
Skoficzonym automatem zdeterminowanym bez wyj$¢ nazy-
wamy uporzadkowana tréjke (S 2, M ) , gdzie:
S - skoniczony, niepusty zbior stanow
2. - skoriczony, niepusty zbior wej$é
M :S xZ — S :jest funkcjq przejsc.
Symbolem X" oznaczaé bedziemy przeliczalny nieskoriczony zbior
ciagow o skorczonej dtugosci, utworzony z elementéw zbioru X .

Zbior X" razem z operacjg konkatenacji (operacja potaczenia
dwaoch stdw, polegajacq na napisaniu ich obok siebie w celu otrzy-
mania nowego stowa), tworzy potgrupe wolng zwang potgrupg

wejéciowa. Symbolem X oznacza¢ bedziemy monoid wejsciowy,
czyli X =37 U A gdzie A, jest ciagiem pustym.

Funkcje M rozszerzamy do obszaru okreélonosci S x X*
w podany ponizej sposob. niech: M (S, X) bedzie zdefiniowane,
wtedy: M (S, XO') =M (M (S, X,), 0') dla kazdego S€ S,
XeX' o eX Nazbiorze " zdefiniujemy relacje:
XRy wtedy i tylko wtedy, gdy V.M (S, X) =M (S, y).
R jest relacja rownowaznosci (relacja Myhilla). Klase rownowaz-
nosci zawierajaca element X € X" oznacza¢ bedziemy X , a zbior
wszystkich klas rownowaznosci oznacza¢ bedziemy I . Zbior |
tacznie z operacjg (o) gdzie)_( 09 = E/ tworzy pétgrupe (odpo-
wiednio monoid), zwang pdtgrupg charakterystyczng (odpowiednio



monoidem charakterystycznym). Pétgrupe charakterystyczng auto-
matu A oznaczac¢ bedziemy |(A).

Sktadnikiem autonomicznym automatu A= (S,%, M) na-
zywamy automat A, = (S,{X}, M,) gdze xeX" i M

jest ograniczeniem M .do S x {X}

X

Dla kazdego X € X" definiujemy przeksztatcenie f, zbioru

f(s)=M(s,

Przeksztatcenie fX jest implikowane przez X . Zbiér przeksztat-

S w siebie, gdzie : X), dla kazdego S€S.

cen zbioru S w siebie mplikowanych przez wszystkie elementy z
>, bedziemy oznacza¢ symbolem J. J ze wzgledu na operacje

superpozycji, jest zbiorem generatorow pewnej potgrupy F .
Potgrupa F jest antyizomorficzna z | poniewaz:

qo:T—)F, (0()_(): f,, gdzie xe |, )_(=|_przy czym:

(i) exoy)=plxy)=f, = 1f,(f)=0ly) o(x)
(b@k zacho_wania operaciji)
(ii) gp(x)=go(y):> fo=1f, =V, M(s,x)=M(s,y)

= XRy = x =y
azatem @ jest 1+1
. _ -1 _
(i) lx)= 1, = p0lx)=
azatem @ jestna
Automat A= (S 2, M ) jest silnie spojny wtedy i tylko wtedy,

jesli dla kazdej pary (Sl,sz) stanéw automatu A istnieje element

o (f,)=>x=9f,

X z polgrupy wejsciowej taki, ze: M (Sl, X) =S,

Automat Az(S,Z, M) bedziemy nazywa¢ asynchronicz-
nym wtedy i tylko wtedy gdy, dla kazdego S€S I oceX
zachodzi M (s, o) = M (s, 00).

Automat A= (S 2, M)Jest zupetny, jesli jego funkgja przej-
§cia jest zupetna.

Automat A=(S,Z, I\/I) jest w petni okreslony, jesli jego
funkcja przejs¢ jest w petni okreslona.

Automat A® bedziemy nazywac¢ zbior dowolnej liczby automa-
tow A® ={A, A, ..., A, |

Nech A =(*S,Z,%M), A, =(*S,%,%M) . beda
automatami deterministycznymi. Funkcja f :A — A, jest
rozumiana jako funkcja przeksztalcajaca S w S . Funk-
cie f : AL — A, nazywamy homomorfizmem (zachowuje opera-
cie), jezeli: f(/ﬁ M (S, O')) =" M(f (S), O').dla kazdego
seSioceX.

Jezeli f:A — A, jest 1+1 i ,na’ oraz zachowuje
operacje, to f nazywamy izomorfizmem.
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Niech g >2 i = (SO,Z, M 0) bedzie automatem oraz

nech, Al=(SL,Z,M?) ., ATI=( S 5,MTY)
bedg obrazami izomorficznymi zwigzanymi z izomorfizmami stano-
wymi glelz(A’ > A),.., g¥ elz(AT? > AT,
Rozszerzeniem ( automatu A° zwigzanym z izomorfizmami
9°.9"... 9"
t t .
ext, (A):(ex (Mg 3, ol )M) gdzie:

stanowymi - nazywamy trojke uporzadkowang

g = (s°,81,.,5%) ;
extq(A)M q _ (M q,O'M q,l’m, M q,q—l)
g':S—>S'": i=01..q-1,

S:{SO,Sl, ,nl} S' = {SO,Sl, ,Sr; 1} natomiast

= g‘(sj) j=0.1,...,

Ustalonym analogiem rozszerzen ext, A= (S,Z, M) automatu

= (S 2, M ) zwigzanego z izomorfizmami

9%, 9...,9%" jest trojka uporzadkowana

(extq (A)) ' (EXt s z, MM *) gdzie:

extq (A)S % 1 19-1 S i. a ext, (A)I\/I x . exty S* x Z—)eth(A)S *
=Ui09 :

jest funkcja przejs¢ zdefiniowang dla dowolnych S € S , jak na-
stepuje (A (s,0)=M%(s,5).

Suma prosta automatéw

A =(*s,22M) A, =(*s,2,%M)..,

A, = (Ag S, ="M )jest trojka uporzadkowana;
AUAUL,.., uAg AUAUL,.., uAg
A U AU, UA, = S, 3, M)

gdzieAlquu ..... UA ’“’Ags

idla kazdego AV Yh g 5 e Y zachodz

lloczyn prosty automatow

A=(*8,5AM), & =(45,5, M), A =(*$5. M)
jest tréjkg uporzadkowang;

A x A2><,...,><Ag = A‘XAZX""XA"S,Z,AIXAZX""XA‘J M )

LS

)<a>)=

(AlM (Als,a),AzM (AZS,O'),..,Ag M (Ag S,O'))

Dla wszystkich przedstawionych rozwazan X = {O'O , 0'1}, wpro-
wadzamy X, =0,0, | X =0,0,, dla ktérych
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f, = fcl(fao) , B = f%(fa1 ) Dla dowolnego X € X

definiujemy przeksztatcenie f,:S——>S
s F,(8)=M(s,X), gdzie: dla X=Xo

mamy Vs T, (8) = T, (8) = 1,(1,.(8,0)).

2. Izomorfizm poétgrupy charakterystycznej sumy prostej
i iloczynu prostego “G” i “A¢” automatéw asynchronicznych
silnie spojnych i ustalonych analogéw ich rozszerzen
zwigzanych z izomorfizmami DFASC2.

Twierdzenie 1

Niech A =(*$,3,"M),
bedga .G
card(*s)> 2,

X= {0'0 , al}wtedy

I=(A UA,...0A )

okreslone jak

nastepuje: V¥V

A =(45,5"M ..., A =("8,5 M)
kiasy DASC,
card(AZS),...,card(AGS)>2 oraz

charakterystyczna

automatami  z takimi, ze

pétgrupa

sumy prostej automatéw

ALA, ..., Ag jest izomorficzna z potgrupa charakterystycz-
na | ‘ A x A, x Ag ) loczynu prostego automa-
tow A, A, ..., Ay gdzie: X, = 040y, X, = 0,0,

Dowod.1

Wiadomo z [1,2] jak rowniez z rozwazan wprowadzajacych niniej-
szej pracy ze na zbiorze " zdefiniujemy relacje:
M(s,x)=

M(s,y)

Relacja R jest relacjg rownowaznosci (relacja Myhilla). Klase

XRy wtedy i tylko wtedy, gdy V

seS
réwnowazno$ci zawierajaca element X € X" oznaczaé bedzie-
my X, a zbior wszystkich klas rownowaznosci oznacza¢ bedzie-
myT . Zbior | facznie z operacja (o) , gdzie X oy = XYy two-

rzy potgrupe (odpowiednio monoid), zwang pétgrupa charaktery-

styczng (odpowiednio monoidem charakterystycznym). Pétgrupe

charakterystyczng automatu A oznacza¢ bedziemy |(A) .
W pracy [5 ,6] wykazano réwnolicznos¢ rozwazanych pot-

grup charakterystycznych(taka dla sumy prostej i iloczynu prostego
automatéw)
Teraz dowodzimy wtasno$¢ izomorfizméw
Niech::
A UA L., UA — 1A x A)x,..x
olx)=x def .1

Z rozwazan wprowadzajacych i pracy [1] wynika, ze
olx)= 1, def .2

A)

niech
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A

ws Ty = M(S,X), gdzie X jest dowolnym reprezentantem

def.3

Aby wykaza¢ ze ¢ jest izomorfizmem potgrupy charaktery-

Klasy X

stycznej, nalezy:

i olx, oxz)_qp(xlxz):

( ) (xz)zachowana operacja

X Xy = X0 Xy =

(i) p(xi)=gpx:) = z def2 Wt 2

X
f, =
=SEA1UA2_..A9 S M (Sl Xg)

1

2
2 def3V ik in M (s, xl)
<X =X :>)_(1 =)_(2
azatem ¢ jest ,1+1”

(iii) go(i)z X jest oczywiscie ,na”.

W pracach [5,6] wykazano réwnoliczno$¢ (taki sam zbior
przeksztatcen) odpowiednich pétgrup charakterystycznych dla sumy

prostej i iloczynu prostego G iautomatow DFASC,

Twierdzenie 2.
Niech

eth (A1 X A2><,...,><Ag ): (A1><A2>< ..... Ay S,Z,Alex,..., AQ1M )
bedq ~ rozszerzeniami zwigzanymi z izomorfizmami
go,gl,...,gq‘1 AC
AUA,.. A = ((Alquu ..... gy (omon, UAQJM) i
iloczynu

AXAZX,...,AQ :((AIXAQX,...,XAQ)S,Z’(AiXAQx ..... xAg)M) Al

sumy prostej

A =(*s,25M) . A =(*S,5%M)..,

A =(%s,25M) 2
card(*S)>2 card(*S)>2 ,...,card(AQ S)> 2oraz
22{00101}?

tomatow

klasy DFSC.  takimi, ze

wtedy pétgrupa charakterystyczna

[ ((extq (Al U Azu,...,uAg ))*) ustalonego analogu rozsze-

rzenia sumy prostej automatéw A;, A, ..., A, jest izomorficzna

z potgrupg charakterystyczng ustalonego analogu rozszerzenia

iloczynu prostego automatow | ((extq (A1 X A%, Ag ))*)
automatow A, A, ..., A

[



Dowod. 2
W pracach [7,8]i wykazano réwnolicznos¢ odpowiednich pétgrup

charakterystycznych ustalonych analogbéw rozszerzenia dla sumy
prostej i iloczynu prostego A automatow asynchronicznych silnie

spojnych EXT DFASC, . Niech

o 1(ext (A U AL A
S 1(ext, (A x Ayx,... <A )

Niech (x)= X def.1
Z rozwazan wprowadzajagych [1] wynika ze
olx ==, def 2
(exty(A) £+ _ pgp*
V. f, =M"(s,x) (def.3)

gdzie X jest dowolnym reprezentantem z klasy X, a

(extq (A)) f*

« Przeksztatceniem ustalonego analogu rozszerzenia

stanowego automatu A zwigzanego z izomorfizmami stanowymi
0 1 -1

9,9 ,.,9"".

Aby wykaza¢ ze ¢ jest izomorfizmem potgrup charakterystycz-

nych, nalezy udowodnic¢ ze:

(i) (0(21 ° iz)= q)(XlXZ): XXy =X, 0 X, = (p(g)o (P(g)
(zachowana operacja)

(i) olx)=olx,) =2

Xy X2

P (AgUA, Ut UA )f _et (AR UL A )f

Xy

X2:>

7 def 3 lhvmm A Tg ol onon )i -

X X2

=
v M*(s, x,)

M(s,x,) =

S

= extg (M UAr UL UAg }S

=X =X = X_l = X_z
azatem @ jest ,1+1”
(i) o(x)= X jest oczywiscie ,na’.
W pracach [7,8] wykazano roéwnolicznos¢ (taki sam zbior

przeksztatcen) odpowiednich potgrup charakterystycznych dla sumy
prostej i iloczynu prostego automatow  z klasy. EXT DFASC,

Podsumowanie

Z chwilg gdy nastapit zdecydowany rozwoj struktur mikrosyste-
méw cyfrowych (2001r.), ktére wcigz ulegajq modyfikacja, nastepuje
proces eliminacji w niektdrych zastosowaniach technicznych trady-
cyjnych sterownikéw PLC. Struktury mikrosysteméw cyfrowych sg
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wielokrotnie tafisze, mniejsze gabarytowo, zuzywajg mniej energii,
zwiekszajg wydajnos¢ pracy poprzez zintegrowanie sktadowych
systemu. Wykorzystujg narzedzia programistyczne PsoC Expres
mikrosystemu cyfrowego mozemy realizowa¢ program w oparciu o
sporzadzony wczesniej graf automatu. Wykorzystujac teorie auto-
matéw mozemy oszacowaé ztozono$ci programéw i czasu wizuali-
zacji stanéw automatow.
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Isomorphism of the characteristic semi- group of the direct
sum and direct product of the asynchronous automatons
of the strongly connected and determined analogs
of their extensions

In this article it is presented that the characteristic semi — group

of the direct sum and direct product "'G"and " A®" of the asyn-
chronous automatons of the strongly connected and determined
analogs of their extensions are isomorphism. Taking into account
that the characteristic semi — group determines the ability to process
the information then the direct sum and direct product can be consi-
der as realization — the sequence and parallel calculation accordin-
gly. The obtained results mean that this ability doesn’t depend on
the sequence and parallel realization (the same number of abstract
class of the suitable characteristic semi- groups)

Keywords: automaton, semi-group, isomorphism
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