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Streszczenie. W pracy zawarto analizy numeryczne belek zelbetowych modelowanych z wyko-
rzystaniem hipotetycznego modelu jednorodnego materiatu zastepczego. Wyznaczono parametry
statyczno-odksztalceniowo-wytrzymatosciowe materiatu zastepczego dla rozwazanych belek Zelbe-
towych. Przeprowadzono analize numeryczng w zakresie obcigzen statycznych oraz dynamicznych.
Wyniki analizy numerycznej pod obcigzeniem statycznym poréwnano z wynikami doswiadczalnymi
Buckhousea oraz innymi wynikami numerycznymi. Wyniki analizy numerycznej pod obcigzeniem
dynamicznym poréwnano z wynikami do$wiadczalnymi Emricha, Hertera i Puffera oraz wynikami
innych analiz teoretycznych. W analizach dynamicznych uwzgledniono staty wspotczynnik dynamiczny
wytrzymalosci hipotetycznego materiatu zastepczego.
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1. Wstep

Modelowanie mechanizmu zachowania belek obciazonych statycznie i dyna-
micznie ma istotny wplyw na procesy projektowania oraz oceny bezpieczenstwa
konstrukeji. W przypadku wykorzystania metod numerycznych wyrézni¢ mozemy
metody rozwigzania dla wydzielonych elementéw konstrukcyjnych belkowych,
pretowych lub plaskich ptytowych i tarczowych uzyskiwane metoda réznic skon-
czonych (MRS) lub metoda elementéw skonczonych (MES). Przyktady rozwigzan
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MRS zadan dynamiki zelbetowych belek i uktadéw pretowych zawieraja m.in. prace
Baka i Stolarskiego [2, 3]. Przedstawiono w nich pelng procedure modelowania,
zaczynajac od opisu dynamicznego zachowania materiatéw konstrukcyjnych: betonu
(Stolarski [13, 14]) i stali zbrojeniowej (Bak i Stolarski [1]), poprzez opis wspotpracy
materiatéw konstrukcyjnych w elementach zelbetowych, opis ukladu réwnan ruchu,
do opracowania metody rozwigzania, zbudowania wlasnych procedur i programéw
numerycznych oraz opracowania przykltadéw rozwigzan elementéw konstrukcyjnych
wraz z poréwnaniami do wynikéw dynamicznych badan doswiadczalnych belek
zelbetowych Emricha, Hertera i Puffera [6]. Sposéb zachowania modelu numerycz-
nego ukladu konstrukcyjnego zalezy $cisle od zastosowanego modelu materiatowego,
ktéry stanowi integralng cze¢s¢ procedury modelowania mechanizmu zachowania
elementéw konstrukeyjnych.

W zwigzku z trudno$ciami modelowania wlasciwosci skomplikowanych ukta-
déw konstrukcyjnych budynkéw o konstrukeji zelbetowej oraz ich elementow
sktadowych, m.in. belek konstrukcyjnych, stosowane jest podejscie polegajace na
homogenizacji zelbetu. Podejscie bazujace na homogenizacji konstrukeji zelbetowej
zaprezentowano m.in. w pracy Combescure’a, Dumonteta i Voldoirea [5]. Autorzy
opracowania zastosowali podzial elementu Zelbetowego na wysokosci przekroju
poprzecznego na warstwy o réznych wlasciwosciach wytrzymatosciowych. W stre-
fach wystepowania zbrojenia zamiast pretow stalowych zastosowano zwigkszone
parametry wytrzymalosciowe betonu, tworzac material warstwowy. Zauwazy¢
nalezy jednak, ze przy takim podejsciu model materialu zastepczego jest nadal
niejednorodny ze wzgledu na zréznicowang wytrzymato$¢ warstw. Inne podejscie
homogenizacyjne zastosowano w pracy Kellihera i Suttona-Swabiego [8], ktorzy
z kolei powoluja sie na prace Luccioni, Ambrosiniego i Danesiego [10]. W pracach
tych zastosowano zastepczy material jednorodny ze zwigkszong wytrzymatoscia na
rozcigganie i zwickszonym modulem odksztalcenia w poréwnaniu do materialu
wyjsciowego (betonu). Procedura wyznaczania parametréw materiatu zastepczego
polegata na okresleniu charakterystyki statyczno-wytrzymalosciowej materiatu kaz-
dorazowo dla badanego obiektu, dla ktérego przeprowadza si¢ bardziej szczegdtowe
obliczenia jednego, wybranego elementu uznanego za najbardziej krytyczny element
konstrukeji i nastepnie dostosowuje sie parametry materiatu zastepczego w taki
sposob, aby uzyska¢ podobne rozklady naprezen i odksztalcen jak w elemencie
zelbetowym. W literaturze znane s3 réwniez opracowania dotyczace podstaw teorii
homogenizacji w mechanice osrodkéw niejednorodnych, Strzeleckiiin. [16], oraz
zastosowania metody asymptotycznej homogenizacji w mechanice gruntéw i skat,
np. Lydzba [11]. W odniesieniu do elementéw Zelbetowych i elementéw z perio-
dyczna mikrostrukturg w pracach Urbanskiego [18, 19] zastosowano ujednolicone
sformulowanie wariacyjne problemu homogenizacji metoda elementéw skonczonych.

Celem niniejszej pracy jest opracowanie metodyki homogenizacji belkowych
elementow zelbetowych polegajacej na zastagpieniu niejednorodnej kompozycji
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betonu i stali zbrojeniowej jednorodnym materiatem zastepczym. Weryfikacje
modelu hipotetycznego materialu zastepczego przeprowadzono na podstawie analizy
poréwnawczej zachowania belek z tego materiatu i wynikéw badan doswiadczalnych
belek zelbetowych obcigzonych statycznie Buckhousea [4] oraz belek obcigzonych
dynamicznie Emricha, Hertera i Puffera [6].

2. Metodyka modelowania jednorodnego materialu zastepczego

Podstawa metodyki homogenizacji belkowych elementéw zelbetowych jest
sposob okreslenia wlasciwosci odksztalceniowo-wytrzymalosciowych materiatu
zastepczego. Polega on na modyfikacji parametrow dowolnego modelu betonu, np.
powszechnie stosowanego w oprogramowaniu Abaqus modelu Lublinera i in. [9],
z wykorzystaniem zaproponowanej funkcji homogenizacyjnej, ktérej wspotczyn-
nikiem homogenizacji jest efektywny stopien zbrojenia belki zelbetowe;.

Funkcja homogenizacyjna przeksztalca parametry materiatéw skladowych
zelbetu: betonu p, (wytrzymalos¢ betonu na $ciskanie — f, wytrzymato$¢ betonu
na rozcigganie — f., modul odksztalcenia — E_, wspolczynnik odksztalcalnosci
poprzecznej — V., cigzar objetosciowy — ) i stali zbrojeniowej p, (granica plastycz-
nosci — f,, modut odksztalcenia — E;, cigzar obj¢tosciowy — y,) w odpowiednie
parametry jednorodnego materialu zastepczego p, w nastepujacy sposob:

pz:pc-‘rpeﬁ'ps‘ (1)

Przy zalozeniu zréznicowanych wartosci granic plastycznosci stali podluznego
zbrojenia gléwnego f, usytuowanego w kierunku i = 1 oraz poprzecznego zbrojenia
strzemionami f,, < f, usytuowanymi w kierunkach pionowym i = 2 i poziomym
i = 3, efektywny stopien zbrojenia belki zZelbetowej okresla nastepujaca zalezno$¢:

Py = (,01)2+ P> S 2+ Ps S 2: (2)
! 7 7

gdzie: p; — stopnie zbrojenia belki w kierunkach i = 1, 2, 3.

Dynamiczne cechy wytrzymatosciowe materiatu zastepczego p.y definiuje sie
W sposob uproszczony poprzez wprowadzenie stalego i jednego dla catego elementu
wspolczynnika dynamicznego k; wylacznie dla statycznych parametréw wytrzymato-
sciowych i modutu odksztalcenia materiatu zastepczego p, ¢ (wytrzymalo$¢ na $ciskanie
— f,» wytrzymalo$¢ na rozciaganie — f,,, modul odksztalcenia — E,) wedlug zaleznosci:

Pof.d = P (3)
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3. Modelowanie zachowania belek

Wyznaczenie parametrow jednorodnego materiatu zastepczego umozliwia
modelowanie zachowania belek w zakresie obcigzen statycznych oraz dynamicznych.

Modelowanie przeprowadza si¢ z wykorzystaniem oprogramowania systemo-
wego Abaqus wg nastepujacej procedury: 1 — dobdér modelu materiatowego, ktory
przyjeto jako model kontynualnego zniszczenia betonu wedtug Lublineraiin. [9],
o zmodyfikowanych parametrach okreslonych wedlug formuly (1) i ewentualnie (3);
2 — dobér odpowiedniego podzialu przestrzennego elementu konstrukcyjnego
na elementy skonczone; 3 — doboér odpowiedniego typu elementéw skonczonych
do analizowanego zadania; 4 — dobo6r metody rozwigzania w zakresie obcigzen
statycznych (metoda Newtona-Raphsona) lub dynamicznych (catkowanie réw-
nan ruchu metodg jawna); 5 — przeprowadzenie analizy poréwnawczej wynikow
otrzymanych numerycznie z wynikami do$wiadczalnymi lub innymi wynikami
numerycznymi.

4. Wyniki badan w zakresie obcigzen statycznych

Analizie statycznej poddano belke Buckhouse’a, ktorej schemat statyczny, prze-
kroéj poprzeczny oraz dane materiatowe przedstawiono na rysunku 1.
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Rys. 1. Schemat statyczny i przekroj belki Buckhousea

Wtasciwosci materialowe przyjete dla betonu i stali: f, =32,9 MPa — wytrzy-
malos$¢ betonu na $ciskanie, f,, =3,6 MPa — wytrzymalos¢ betonu na rozciaganie,
E_=27,23 GPa— modul odksztalcenia podtuznego betonu, v, = 0,2 — wspolczyn-
nik Poissona dla betonu, y, = 2400 kg/m® — masa wtasciwa betonu, f, =473,26 MPa
— granica plastycznodci stali, £, = 236,61 GPa — modut odksztatcenia podtuznego
stali, v, = 0,3 — wsp6tczynnik Poissona dla stali, y, = 7850 kg/m?® — masa wlasciwa
stali.
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Stopnie zbrojenia dla kierunkéw i =1, 2,3 (podiuznego, poprzecznego piono-
wego i poprzecznego poziomego) sa rowne odpowiednio:

A A, A,
p,=—-=0,0057; p, =L=0,00025; Ps =L=O,00016
bd bs hs

i wyznaczaja wedtug (2) efektywny stopien zbrojenia:

Py = \/(91)2 +(p,) +(p;)" =0,00571,

na ktorego podstawie okreslono wedltug zaleznosci (1) parametry materiatu zastepczego.

Zgodnie z formulg (1) wartosci wytrzymalosci na $ciskanie i rozcigganie oraz
modut odksztalcenia, wspoéiczynnik Poissona i masa wlasciwa materiatu zastepczego
s3 nastepujace:

f..=356MPa; f =63MPa; E_=28,58GPa;

4
v.=0,2017; y.=2445kg/m’. @

Model obliczeniowy belki zostal opracowany z wykorzystaniem podzialu prze-
strzennego na elementy skonczone sze$cienne typu C3D8R (elementy 8-wezlowe).
W modelu tym wykorzystano podzial siatki elementéw skonczonych na elementy
brylowe typu HEX o wymiarach ~50x 50 mm. W belce wykorzystano 4298 elemen-
tow skonczonych poltaczonych (wspotpracujacych) w 5912 weztach. Do rozwigzania
zadania zastosowano metode Newtona-Raphsona.

Na podstawie przeprowadzonych obliczen numerycznych otrzymano wykres
przemieszczenia srodka belki w funkeji obcigzenia (rys. 2).

Mozemy zauwazy¢ dobra zgodnos$¢ otrzymanych wynikéw numerycznych
w poréwnaniu z wynikami doswiadczalnymi Buckhouse’a dla belki doswiadczalnej
oznaczonej jako Cl1 oraz innym rozwigzaniem numerycznym oznaczonym jako
MES i teoretycznym obcigzeniem krytycznym oznaczonym linig kropkowang,
zaczerpnietymi z pracy Smarzewskiego [12].

W trakcie trwania do$wiadczenia Buckhouse’a zauwazono, ze belka zelbetowa
w gornej strefie ulegta zmiazdzeniu. W do$wiadczeniu numerycznym przyjeto,
ze odzwierciedleniem efektu zmiazdzenia materiatu zastepczego bedzie osiagniecie
przez naprezenia zredukowane w strefie $ciskanej materialu zastepczego wartosci
naprezen przekraczajacej wytrzymalos¢ betonu na $ciskanie. Belka osiaga tak zde-
finiowane umowne naprezenia niszczace na calej szerokosci gérnej powierzchni,
pomiedzy miejscami przylozenia sil, przy wartosci obcigzenia 75,6 kN i wartosci
przemieszczen w srodku rozpietosci belki 88,43 mm.
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Rys. 2. Wykres przemieszczenia $rodka belki w funkcji przemieszczenia

5. Wyniki badan w zakresie obciazen dynamicznych

Przedmiotem analizy numerycznej jest poréwnanie wynikéw uzyskanych
na podstawie analiz komputerowych belki z materiatu zastepczego z wynikami
doswiadczalnymi belki zelbetowej uzyskanymi przez Emricha, Hertera i Puffera
(6], oznaczonymi w do$wiadczeniu jako TEST 115, oraz z wynikami innych analiz
teoretycznych (Bak i Stolarski [2]).
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Rys. 3. Schemat statyczny i uktad zbrojenia belki Emricha, Hertera i Puffera

Schemat statyczny, wymiary oraz uklad zbrojenia belki doswiadczalnej przed-
stawiono na rysunku 3.
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Parametry materialowe uzyte w do$wiadczeniu sa nastepujace: f, =41 MPa
— wytrzymalo$¢ betonu na $ciskanie, £, =39 GPa — modul odksztalcenia,
f, =420 MPa — granica plastycznoéci stali, y. = 2400 kg/m’> — masa wlasciwa
zelbetu.

Wytrzymato$¢ betonu na rozcigganie wyznaczono wedlug zaleznosci — Godycki-
-Cwirko [7]:

£, =0,4643/ ? = 5,52 MPa. (5)

Analizowana belka zostata obcigzona dynamicznie sitg skupiong, ktérej zmien-
nos$¢ w czasie przedstawiono na rysunku 4.
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Rys. 4. Zmiana obcigzenia w czasie
Na podstawie danych materialowych oraz opracowanej metody homogenizacji
zelbetu wyznaczono niezbedne parametry materiatu zastepczego.

Stopnie zbrojenia dla kierunkéw i =1, 2,3 (podiuznego, poprzecznego piono-
wego i poprzecznego poziomego) sa rowne odpowiednio:

A A, A,
p=--=0,0124; p, =L=0,00416; Ps =L=O,00347-
bd bs hs

Wyznaczajg one na podstawie (2) efektywny stopien zbrojenia:

Py = \/(pl ) +(p,) +(ps)" =0,0135.

Nastepnie okreslono wedlug zaleznosci (1) wytrzymato$¢ na Sciskanie i rozcig-
ganie oraz modut odksztalcenia, wspotczynnik Poissona i mase wlasciwa materiatu
zastepczego:
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f..=46,7MPa; f =11,2MPa; E_=41,71GPa;

6
v, =0,2041; y.=2506kg/m’. ©

Dla modelu materiatu zastgpczego w uproszczony sposob uwzgledniono wptyw
predkosci odksztalcenia poprzez wprowadzenie pojedynczego wspoétczynnika
dynamicznego do wytrzymatosci i modulu odksztalcenia materiatu zastepczego
na $ciskanie i rozcigganie wg zaleznosci (3):

Joea =kiSoes Jua=kafas E.,=k,E.. (7)
0 0,02 0,04 0,06 0,08 01
0 PURE T N S T T N TR TR T T N T T TR T N S T N - |
T[s]
1 - Expeniment, (Emrich et al. 1982)
2 - FEM-ADINA, (Emrich et d. 1982)
3 - FDM, (Bak & Stolarski 1988)
4 - FEM(Stolarsk & Cichorsk 2002)
5|
A0 b
A5
-20
w [em
2 | [cm]

Rys. 5. Zmiana w czasie przemieszczen srodka belki
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Rys. 6. Zmiana w czasie predkosci przemieszczenia $rodka belki

Model numeryczny belki zostal wykonany z sze$ciennych elementéw skonczonych
typu C3D8R (elementy 8-wezlowe). W modelu wykorzystano podzial siatki elemen-
tow skonczonych na elementy brytowe typu HEX o wymiarach 30 x 30 mm. W belce
wykorzystano 8480 elementow skonczonych wspoétpracujacych w 10 953 weztach.
Do rozwigzania zadania zastosowano jawng procedure catkowania réwnan ruchu.

Na podstawie przeprowadzonej analizy otrzymano wykres zmiany przemiesz-
czenia w czasie przedstawiony na rysunku 5 oraz zmiang w czasie predkosci prze-
mieszczen punktu pomiarowego przedstawiong na rysunku 6. Wyniki odczytano
w punkcie pomiarowym zlokalizowanym na $rodku dolnej powierzchni belki
(t. pod sila skupiona).

Na tych rysunkach linig zielong oznaczono wyniki analizy dla wartosci wspot-
czynnika dynamicznego k, =1,1, linig niebieska — dla wartosci wspdlczynnika
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dynamicznego k, =1,15, a linig czerwong — dla wartosci wspotczynnika dyna-
micznego k, =1,2.

W wyniku przeprowadzonej analizy poréwnawczej stwierdzono bardzo dobra
zgodnos¢ uzyskanych wynikéw z wykorzystaniem materialu zastepczego przy
zastosowaniu wartosci wspolczynnika dynamicznego k, =1,15 (linia niebieska)
z wynikami dla belki zelbetowej, tj. wynikami do$wiadczalnymi (1) oraz wyni-
kami analizy numerycznej MES (4) Stolarskiego i Cichorskiego [15], jak réwniez
z wynikami numerycznymi (2) autoréw doswiadczenia Emricha, Hertera i Puffera
[6] uzyskanymi za pomoca programu metody elementéw skonczonych ADINA
oraz z wynikami numerycznymi (3) Baka i Stolarskiego [2] uzyskanymi za pomoca
metody réznic skonczonych.

Przeprowadzona analiza dla belki obcigzonej dynamicznie wskazuje na bardzo
dobra zgodnos¢ wynikéw uzyskanych za pomoca doswiadczenia numerycznego
z wykorzystaniem parametréw modelu jednorodnego materiatu zastepczego, zmo-
dyfikowanych przez uwzglednienie wspdtczynnika dynamicznego wytrzymalosci,
w poréwnaniu z wynikami eksperymentalnymi, jak réwniez z wynikami innych
rozwigzan numerycznych zaczerpnigtych z literatury.

6. Zakonczenie i wnioski

Pierwszym rozwazanym doswiadczeniem numerycznym byla belka doswiad-
czalna Buckhouse’a obcigzona statycznie dwiema symetrycznie umiejscowionymi
sitami skupionymi. W wyniku przeprowadzonej analizy numerycznej stwierdzono,
ze wyniki uzyskane dla modelu jednorodnej belki z materiatu zastepczego wykazuja
bardzo dobra zgodno$¢ maksymalnej sity w stanie nosnosci granicznej i odpowia-
dajacego przemieszczenia z wynikami doswiadczenia Buckhousea oraz z wynikami
analizy numerycznej Smarzewskiego.

Analize belki pod obcigzeniem dynamicznym przeprowadzono w odniesie-
niu do doswiadczenia Emricha, Hertera i Puffera. Wyznaczono wykresy zmiany
w czasie przemieszczen punktu pomiarowego przy zastosowaniu trzech wartosci
ustalonego wspoétczynnika dynamicznego k, oraz przeprowadzono analize porow-
nawczga z wynikami doswiadczenia, a takze innymi wynikami analiz numerycznych.
Stwierdzono, ze najwigksza (kilkuprocentowa) zgodnos¢ wynikéw dotyczacych
zmian przemieszczenia w czasie i zmian predkosci przemieszczenia w czasie uzy-
skanych w rozwigzaniu otrzymanym przy wykorzystaniu modelu numerycznego
belki z materialu zastepczego oraz wynikéw doswiadczalnych i innych rozwigzan
numerycznych zaczerpnietych z literatury uzyskano przy wartosci wspoétczynnika
k, =1,15. Przedstawiona analiza poréwnawcza uzasadnia stosowanie modelu
jednorodnego materiatu zastepczego do przyblizonego modelowania zachowania
zelbetowych elementéw belkowych.



Analiza statyki i dynamiki belek zelbetowych z uwzglednieniem modelu hipotetycznego... 47

Efektywnos$¢ metodyki modelowania konstrukeji przy zastosowaniu jednorod-

nego materialu zastepczego wskazuje na mozliwos¢ jej skutecznego zastosowania
do analizy numerycznej ztozonych, wielkowymiarowych obiektéw budowlanych
o konstrukgji zelbetowe;.

Praca powstala w wyniku realizacji zadan badawczych w ramach pracy badawczej statutowej nr 934,
prowadzonej w Wydziale Inzynierii Ladowej i Geodezji Wojskowej Akademii Technicznej.

Artykut wplyngt do redakcji 31.03.2016 r. Zweryfikowang wersje po recenzjach otrzymano 1.07.2016 .
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J. SIWINSKI, A. STOLARSKI

Analysis of statics and dynamics of reinforced concrete beams using
hypothetical model of substitute material

Abstract. This paper contains the numerical analysis for reinforced concrete beam modelled with using
a hypothetical model of the homogeneous substitute material. The static-strain-strength parameters of
the substitute material for considered reinforced concrete beams were determined. Numerical static
and dynamic analysis is presented in this work. Solution of the numerical static analysis was compared
with the experimental Buckhouse’s (1997) results and other numerical results taken from literature.
Solution of the numerical dynamic analysis was compared with experimental Emrich’s, Herter’s and
Puffer’s (1982) results and other numerical results. The constant dynamic strength coefficient for
hypothetical substitute material was taken into account in the dynamic analyzes.
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beams from a homogeneous substitute material, statics, dynamics
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