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MODELOWANIE WPŁYWU NIEZALEŻNEGO STEROWANIA KÓŁ 

LEWYCH I PRAWYCH NA ZACHOWANIE DYNAMICZNE 
POJAZDU 

  
INFLUENCE OF INDEPENDENT STEERED LEFT AND RIGHT WHEELS ON 

DYNAMIC MODELLING OF VEHICLE 
 

Streszczenie: Artykuł prezentuje model czterokołowego pojazdu elektrycznego o niezależnym napędzie tyl-

nych oraz przednich kół i skrętnej przedniej osi pojazdu. Każde z tylnych oraz przednich kół sterowane jest za 

pomocą zadawanego momentu. Celem artykułu było zaprezentowanie uproszczonego modelu matematycz-

nego pojazdu oraz przeprowadzenie podstawowych badań symulacyjnych mających na celu rozwój zaawan-

sowanych strategii sterowania pojazdem. Prezentowany w artykule model uwzględnia w swojej strukturze 

nieliniowe odziaływanie opona-droga, dynamikę masy punktowej pojazdu w kierunku wzdłużnym i poprzecz-

nym oraz dynamikę bryły sztywnej związaną z ruchem obrotowym pojazdu w czasie wykonywania skrętów.  
 
Abstract: Article presents non-linear model of four wheeled electric car with independent front and rear shaft 

wheels drive and front steered shaft. The aim of this article was to present simplified mathematical model for 

vehicle, it’s counterpart in Matlab/Simulink software for test and research study of advanced control algo-

rithms. Depicted model includes non-linear tire-road characteristics, longitudinal and lateral dynamic.  
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1. Wstęp  
 

Jedną z nowych możliwości, jakie daje zastą-

pienie silnika spalinowego z mechanizmem 

różnicowym, napędem z silnikami elektrycz-

nymi w każdym z kół, jest zdolność niezależ-

nego kształtowania momentu napędowego 

przykładanego do każdego koła [1][2]. Zdol-

ność ta pozwala na uzyskanie lepszych właści-

wości trakcyjnych pojazdu oraz ma wpływ na 

zużycie powierzchni tocznych kół. Obecnie na-

pędy z niezależnym zasilaniem kół są po-

wszechnie stosowane w autobusach elektrycz-

nych. Coraz częściej niezależne sterowanie kół 

lewych i prawych spotyka się również w pojaz-

dach szynowych, w których ze względu na ko-

nieczność obniżenia podłogi pojazdu eliminuje 

się tradycyjny wózek z osią. W przypadku sa-

mochodów, poruszających się dzięki tarciu 

opon o podłoże, rozdzielenie sterowania wy-

branymi kołami ma wyraźny wpływ na kształt 

trajektorii ruchu. W pojazdach szynowych,  

w których trajektoria i tak jest wymuszona 

przez układ szyn, odpowiednie kształtowanie 

momentu przykładanego do wybranych kół ma 

jedynie wpływ na ich zużycie. Ponieważ współ-

czesne napędy elektryczne, dzięki odpowied-

niemu sterowaniu, pozwalają na uzyskanie po- 

 
 

żądanych wartości momentów napędowych bez 

pojawiania się charakterystycznych dla daw-

niejszych rozwiązań „stanów przejściowych”, 

możliwe jest ich wykorzystanie do poprawy 

właściwości jezdnych pojazdu. W niniejszym 

artykule przedstawiono wyniki badań symula-

cyjnych, w których pokazano wpływ wybra-

nych sposobów kształtowania momentu napę-

dowego kół na siły tarcia poprzecznego  

i wzdłużnego pojazdu poruszającego się po tra-

jektorii o kształcie okręgu. 
 

2. Model matematyczny pojazdu 
 

Prezentowany model pojazdu uwzględnia: 

• dynamikę kół pojazdu, 

• dynamikę wzdłużną i poprzeczną układu 

związanego ze środkiem ciężkości pojazdu, 

• ruch obrotowy pojazdu w płaszczyźnie kąta 

yaw (obrót wokół osi z). 

W stworzonym modelu pominięto zjawiska  

z ruchem obrotowym pojazdu w płaszczyznach 

kątów pitch i roll. Co za tym idzie nie brano 

pod uwagę zmiany siły reakcji podłoża wyni-

kającej z dynamiki ruchu obrotowego w płasz-

czyznach powyższych kątów. Rysunek 1 pre-
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zentuje siły działające na pojazd, uwzględnione 

w poniższym toku rozważań. 

 
Rys.1. Siły działające na pojazd 

Dla każdego z kół pojazdu, zgodnie z drugą za-

sadą dynamiki Newtona dla bryły sztywnej 

można zapisać 

 
(1) 

 

gdzie Jk jest momentem bezwładności koła, mt 

ωk jego prędkością kątową, TN momentem na-

pędowym, Th momentem hamującym, Rk pro-

mieniem koła a Fp siła przyczepności wzdłuż-

nej. Siłę przyczepności wzdłużnej dla każdego 

z kół możemy wyrazić wzorem: 

               (2) 

gdzie Fz siła reakcji podłoża działająca na każde 

z kół, µ(λ) współczynnik tarcia wzdłużnego 

zależny od współczynnika poślizgu λ [3][6][7]. 

Indeks xx odnosi się do oznaczenia konkret-

nego koła: 

• pp – przednie prawe, 

• pl – przednie lewe, 

• tp – tylne prawe, 

• tl – tylne lewe. 

Poza siłami przyczepności wzdłużnej, na każde 

z kół działają jeszcze siły przyczepności bocz-

nej Fb opisane zależnością: 

               (3) 

gdzie µ(α) współczynnik tarcia bocznego za-

leżny od kąta poślizgu bocznego α [3]. 

Siły działające w kierunkach x i y układu od-

niesienia związanego z środkiem ciężkości po-

jazdu działające na każde z kół można zapisać 
 

 

 

 

 

 

 

(4) 

gdzie Fx oraz Fy siły w osi x oraz y działające 

na każde z kół. 

Zgodnie z drugą zasadą dynamiki, dla masy 

punktowej, możemy zapisać [3][5][6]: 

 

 

 
 (5) 

 

gdzie Fop to siła oporów aerodynamicznych, Fg 

siła zsuwająca zależna od kąta nachylenia te-

renu, po którym porusza się pojazd. 

Zgodnie z drugą zasadą dynamiki Newtona dla 

bryły sztywnej można zapisać: 

 

 
(6) 

gdzie Jp to moment bezwładności pojazdu 

względem osi z, a1 to odległość przedniej osi od 

środka ciężkości pojazdu, a2 to odległość tylnej 

osi od środka ciężkości pojazdu, l to rozstaw 

kół. 

Dla przedstawionego modelu wielkościami 

wejściowymi są momenty napędowe i hamu-

jące kół tylnych, kąt skrętu przedniej osi oraz 

kąt nachylenia podłoża. Wielkościami wyj-

ściowymi są prędkości liniowe środka ciężkości 

pojazdu, prędkości kątowe kół, prędkość ką-
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towa obrotu wokół osi z, siły wzdłużne i po-

przeczne działające na każde z kół oraz położe-

nie środka ciężkości pojazdu względem układu 

obserwatora. 
 

3.  Badania symulacyjne 

Dla równań 1-6 stworzono model symulacyjny 

w środowisku Simulink. Model ten składał się  

z kilku bloków, wśród których można wyróż-

nić: 

• blok opisujący dynamikę wzdłuż osi x ukła-

du związanego z pojazdem, 

• blok opisujący dynamikę wzdłuż osi y ukła-

du związanego z pojazdem, 

• blok opisujący dynamikę ruchu obrotowego 

wokół osi z układu związanego z pojazdem, 

• blok opisujący dynamikę układu jezdnego 

tj. koła, 

• blok opisujące nieliniowe zależności kon-

taktu opona – podłoże. 

Rysunek 2 prezentuje schemat uwzględniający 

wejścia oraz wyjścia modelu. 

 
Rys. 2. Schemat uwzględniający wejścia i wyj-

ścia modelu 

Dla tak przygotowanego modelu wykonano 

szereg symulacji. W badaniach założono jazdę 

po łuku przy współczynnikach z równań 2 oraz 

3 opisujących suche podłoże o dobrej przy-

czepności [4]. Taką symulacje przeprowadzono 

dla pojazdu, w którym napędzane są: 

• koła przednie, 

• koła tylne, 

• koła przednie oraz tylne. 

W badaniach uwzględniono sterowanie tym 

samym momentem wszystkich napędzanych kół 

oraz sterowanie z korektą umożliwiającą 

kształtowanie rozkładu sił bocznych. Warun-

kami brzegowy jest startujący pojazd z pręd-

kość 0 . Po 15 sekundach rozpędzania pojazd 

rozpoczyna skręt o kąt . Pozostałe parametry 

przyjęte w czasie symulacji prezentuje tabela 1. 

 

Tabela 1. Wartości parametrów użytych do sy-

mulacji 

Parametr Wartość 

Masa pojazdu (mt) 1000 kg 

Odległość środka ciężkości 

od przedniej osi (a1) 
2 m 

Odległość środka ciężkości 

od tylnej osi (a1) 
2 m 

Rozstaw kół (l) 2,2 m 

Promień koła (Rk) 0,2 m 

Moment bezwładności koła 

(Jk) 
0,2 kg*m

2 

Moment bezwładności 

pojazdu względem osi z 

(Jp) 

1736 kg*m
2 

 

3.1. Badanie pojazdu napędzanego kołami 
przednimi z wymuszeniem tego samego mo-
mentu 

 
Rys. 3. Siły działające na pojazd w osi y. Napęd 

na przednią oś 

 
Rys. 4. Siły działające na pojazd w osi x. Napęd 

na przednią oś 
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Rys. 5. Prędkość obrotowa kół pojazdu. Napęd 

na przednią oś 

3.2. Badanie pojazdu napędzanego kołami 
tylnymi z wymuszeniem tego samego mo-
mentu 

 

Rys. 6. Siły działające na pojazd w osi y. Napęd 

na tylną oś 

 

Rys. 7. Siły działające na pojazd w osi y. Napęd 

na tylną oś 

 

Rys. 8. Prędkość obrotowa kół pojazdu. Napęd 

na tylną oś 

3.3. Badanie pojazdu napędzanego kołami 
tylnymi oraz przednimi z wymuszeniem tego 
samego momentu 

 

Rys. 9. Siły działające na pojazd w osi y. Napęd 

na przednią oraz tylną oś 

 

Rys. 10. Siły działające na pojazd w osi x. Na-

pęd na przednią oraz tylną oś 



Maszyny Elektryczne - Zeszyty Problemowe Nr 3/2016 (111) 77

 

Rys. 11. Prędkość obrotowa kół pojazdu. Napęd 

na przednią oraz tylną oś 

3.4. Badanie pojazdu, z uwzględnieniem sy-
gnału korekcyjnego, przy zadawaniu mo-
mentu 

W celu redukcji sił bocznych działających na 

pojazd proponowany jest algorytm, w którym 

sygnał korekcyjny jest uzależniony od kąta 

skrętu.  

 
Rys. 12. Siły działające na pojazd w osi y. Na-

pęd na przednią oś z uwzględnieniem sygnału 

korekcyjnego przy zadawaniu momentu 

Porównując rysunek 12 z 3 można zauważyć 

zmniejszenie wartości siły działającej na koło 

przednie lewe kosztem zwiększenia sił działają-

cych na koła tylne oraz przednie prawe. 

 

Porównując rysunek 13 z 6 można zauważyć 

zmniejszenie wartości siły działającej na koło 

przednie lewe kosztem zwiększenia sił działają-

cych na koła tylne. Siła działająca na koło 

przednie prawe nie uległa zmianie. 

 

 
Rys. 13. Siły działające na pojazd w osi y. 

Napędzana tylna oś z uwzględnieniem sygnału 

korekcyjnego przy zadawaniu momentu  

 
Rys. 14. Siły działające na pojazd w osi y. 

Napędzana tylna oś na stały moment, przednia  

z uwzględnieniem sygnału korekcyjnego przy 

zadawaniu momentu 

Porównując rysunek 14 z 9 można dojść do po-

dobnych wniosków wynikających z porównania 

rysunków 13 z 6. 
 

4. Podsumowanie 

Stworzony model matematyczny pozwala na 

prowadzenie badań wpływu różnicowania  

momentu napędzającego koła pojazdu na siły 

oddziaływania kół z podłożem. W artykule za-

mieszczono jedynie wyniki badania sił tarcia 

poprzecznego. Innym bardzo ważnym aspektem 

prowadzonych badań była ocena wpływu różni-

cowania momentu napędowego na sumaryczne 

opory ruchu pojazdu wynikające z pokonywa-

nia sił tarcia opon o podłoże. 
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