Nie tylko dla studentow

Metodyka wykonywania pomiarow oraz
ocena niepewnosci i btedéw pomiaru

Celem kazdego <¢wiczenia
w laboratorium studenckim
jest
wielkosci, a nastepnie ob-
liczenie na podstawie tych
wynikéw pomiaréw wartosci

zmierzenie pewnych

wielkosci badanej. Rezulta-
tem koncowym badan jest
nie tylko otrzymany wynik
liczbowy. Nie mniej wazne
jest dokonanie oceny doktad-
nosci pomiaru oraz opraco-
wanie wnioskéw koricowych.

pokojaca, poniewaz taki i lep-
szy poziom dokfadnosci moz-
na uzyska¢ w najlepszych
laboratoriach naukowych.
Dlatego jesli wartos¢ nie-
pewnosci wzglednej pomiaru
jest mniejsza niz 0,1%, warto
zweryfikowac prawidtowos¢
obliczen.

Wsréd wielu podejs¢ do oceny
niepewnosci pomiaru najbar-
dziej wskazane jest wyznacza-
nie niepewnosci standardowej

Warto zadac sobie pytanie:
czy to, co zostato zmierzone,
ma sens i co z tego wynika?
Aby wnioski byty wiarygod-
ne, nalezy przeprowadzi¢
analize niepewnosci i bte-
déw pomiaru. Wielkos$¢ nie-
pewnosci pomiaru pozwala
na ocene rezultatu naszych
badan. Niepewnos¢ wzgled-
na pomiaru mieszczaca sie
w granicach od 0,1% do 10%
jest typowa dla doswiadczen
w laboratoriach studenckich.
Niepewnos¢ rzedu kilkudzie-
sieciu procent zmusza do za-
stanowienia, czy mozna ten
pomiar wykona¢ doktadniej
(inne przyrzady?, inna me-
toda?, moze warto odrzucié
ktérys z pomiaréw, jesdli wy-
raznie odbiega od pozosta-
tych?). Wartos¢ niepewnosci
mniejsza niz 0,1% tez jest nie-
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opartej na pojeciu zwanym
odchyleniem standardowym
pomiaru (oznaczane zwykle
jako S).

Starszym i bardziej ostroz-
nym podejsciem do ceny do-
ktadnosci pomiaru jest ocena
za pomoca hiepewnosci mak-
symalnej (oznaczane zwykle
jako A). Metoda ta szczegél-

nie nadaje sie do szybkiego
oszacowania niepewnosci
pomiaru.

W  niniejszym opracowaniu
podane zostang sposoby obli-
czen niepewnosci standardo-
wej i maksymalne;j.

Wiecej informacji o podsta-
wach oceny doktadnosci
pomiarébw mozna znalez¢
w ksigzce pt. ,Pracownia fi-
zyczna wspomagana kompu-
terowo”, H. Szydtowski PWN
(2012).
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I. Uwagi ogdlne, ktore na-
lezy stosowa¢ przy kazdym
pomiarze

Doktadnos$¢ przeprowadzo-
nego pomiaru zalezy od wielu
czynnikow, ktére mozna po-
dzieli¢ na tzw. btedy i niepew-
nosci pomiarowe.

la. Bledy pomiarowe dzieli-
my na trzy grupy:

1. bfad przyblizenia,

2. btad przeoczenia (systema-
tyczne),

3. pomytki.

Btedy przyblizenia wynikaja
Z uproszczenia warunkéw po-
miaru lub ze stosowania przy-
blizonych wzoréw (np. przy-
blizenie sina=a dla matych
katow).

Bfedy przeoczenia (systema-
tyczne) wynikaja z niedoktad-
nosci uzytych przyrzadéw,
btednej metody pomiaru lub
dziatania trudno zauwazal-
nych czynnikéw zewnetrz-
nych. Zle wykonana linijka,
Zle wykalibrowany miernik
spowoduja, ze wynik bedzie
systematycznie mniejszy lub
wiekszy od rzeczywistej war-
tosci. Wykrycie Zrédta btedéw
systematycznych jest trudne
i wymaga poréwnania uzy-
tych przyrzadéw ze wzorcem
oraz dogtebnej analizy me-

tody pomiaru. Przy wykony-
wanych w laboratorium stu-
denckim ¢wiczeniach zwykle
zaktadamy, ze przyrzady sa
wolne od btedéw systema-
tycznych.

Pomytki (btedy grube) powsta-
ja wskutek fatszywego odczy-
tania wskazan, btednego zapi-
sania wyniku itp. Pomytki daja
sie tatwo zauwazy¢ i wyelimi-
nowac¢, poniewaz otrzymany
wynik znacznie rézni sie od
innych wynikéw pomiaréw tej
samej wielkosci. Wynik uzy-
skany obarczony btedem gru-
bym w dalszej analizie nalezy
pomingc.

Ib. Zbadanie przyczyn nie-
pewnosci pomiarowych po-
zwala na podzielenie wszyst-
kich niepewnosci na:

1. niepewnos$¢ wzorcowania,
2. niepewnos$¢ eksperymen-
tatora,

3. niepewnos¢ przypadkowa.

1. Niepewno$¢ wzorcowania
wynika ze stosowania wzor-

coéw-przyrzagdéw pomiaro-
wych, ktére sg zawsze obar-
czone pewng niepewnoscia
pomiarowa. W zataczanej
lub znalezionej w internecie
instrukgji
i trzeba odczyta¢ wartosc

przyrzadu mozna



dokfadnosci pomiaru na da-
nym zakresie. Obecnie pro-
ducenci przyrzadéw pomiaro-
wych powinni gwarantowac
taka doktadnos$¢ przyrzadu,
aby wynik pomiaru wykona-
nego za jego pomoca nie roz-
nit sie od rzeczywistej warto-
$ci wielkosci mierzonej wiecej
niz o jedng dziatke elemen-
tarng. Dziatka elementarna to
najmniejsza dziatka podziatki
zaznaczonej na skali przyrza-
du analogowego i jednostka
dekady wskazujacej najmniej-
sz warto$¢ w przyrzadach cy-
frowych.

Przyktad 1

Dziatka elementarna. Ocena
doktadnosci za pomoca in-
strukcji przyrzadu

Ta. Mikroamperomierz wska-
zowkowy, ktéry mierzy na za-
kresie 200 pA ze skalg podzie-
long na 100 dziatek ma dziatke
elementarng Ayl = 2 pA, na-
cyfrowy mikroam-
wskazujacy, na

tomiast
peromierz
przyktad, wartos¢ 197,32 pA
dziatke  elementarng
A4l = 0,01 pA. Typowa linijka
lub miarka zwijana ma dziatke
elementarng Ayl = Tmm.

1b. Bardzo czesto w instrukcji
przyrzadu pomiarowego moz-
na odczytad, jaka jest doktad-
nos¢ pomiaru (P%rdg+ndgd).
Oznacza to, ze niepewnosc

ma

wzorcowania AygX = P%*od-
czytana warto$¢ + n dziatek
elementarnych. Przyktado-
wo, miernikiem o dokfadno-
$ci (1,5% rdg+3 dgd) zmie-
1,23V.
elemen-

rzono napiecie U =
Poniewaz dziatka
tarna wynosi 0,01V niepew-
nos¢ pomiarowa wynosi
AU = (1,5%*1,23 + 3*0,01)
V = 0,04845V. Wynik korncowy
pomiaru: U = (1,23+/-0,05)V.

Uwaga: Niepewnos$¢ pomiaru
zostata zaokraglona, a wynik
koncowy zapisany zgodnie
z zasadami opisanymi w dal-
szej czesci opracowania.

Tc. W przypadku przyrzadow
analogowych niepewnos$¢
wzorcowania jest obliczana
w pierwszej kolejnosci na pod-
stawie tzw. klasy przyrzadu.
Klasa przyrzadu wyraza stosu-
nek procentowy niepewnosci
maksymalnej Ax do petnego
wychylenia miernika w da-
nym zakresie. Oznacza to, ze
wartosci odczytana z mierni-
ka moze sie r6zni¢ od wartosci
prawdziwej x, maksymalnie
0 =Ax. Niestety w wiekszosci
przypadkéw pomiar mierni-
kiem analogowym nie jest do-
ktadny w tym sensie, ze wska-
zéwka miernika nie pokrywa
sie dziatka, ale znajduje sie na
przyktad w jej 1/3. W zwiaz-
ku z tym przy wyznaczaniu
niepewnosci wzorcowania
takiego musimy
uwzglednic to, ze w sposéb

miernika

subiektywny oceniamy po-
tozenie wskazowki. Ekspery-
mentator musi w takim przy-
padku sam oceni¢, o ile mogt
sie ,pomyli¢” w odczycie. Nie-
pewnos$¢ wzorcowania (nie-
pewnos¢ maksymalna) przy-
rzadu analogowego jest suma
niepewnosci wynikajacej
z klasy przyrzadu i z odczytu
eksperymentatora, a niepew-
nos¢ maksymalng obliczamy
ze wzoru:

Ax = [( klasa miernikalxogakres miernika )

+ Axndczytu]

2. Niepewnoscig ekspery-
mentatora Aex
iloSciowa ocene niepewnosci

wyniku spowodowana np. zta

nazywamy

widocznoscig (np. wskazéw-

ki, skali), wywotana szumami,
szybkimi zmianami wskazan
itp.
sam oceni¢ wartos¢ A.x. Dla
wahanin  wartosci

Eksperymentator musi
mierzonej
wywotanych szumami za A.x
mozna przyjac potowe szero-
kosci drgan wyrazong w od-
powiednich jednostkach.

Przyktad 2

2a. Linijka o niepewnosci wzor-
cowania AyH = 1 mm jedno-
krotnie zmierzono wysokos¢
i szerokos¢ ksigzki. Mierzac
wysokos¢ H przytozono linijke
do dobrze przycietej okfadki
i odczytano: H = 228 mm. Do-
ktadnos$¢ eksperymentatora
oceniono na AH = 1 mm (li-
nijka wprawdzie dobrze przy-
legata do oktadki, ale byt pro-
blem z odczytem z powodu
zaokraglenia krawedzi). Wnio-
sek: niepewnos$¢ maksymalna
pomiaru wysokosci jest suma
obu niepewnosci AH= A4H +
AH = 2 mm. Mozna teraz po-
wiedzie¢, ze wysokos¢ ksigzki
wynosi H=(228+2) mm.
Pomiar szerokosci ksigzki dat na-
stepujacy wynik: L = 165 mm.
Ze wzgledu na obly grzbiet
ksigzki, niepewnos$¢ ekspery-
mentatora pomiaru jej szero-
kosci oceniono na A;H =2 mm.
Dlatego  wynik  koncowy
uwzgledniajacy niepewnosc
wzorcowania i eksperymenta-
torato:L=(165+3) mm.

2b. Woltomierzem zmierzono
napiecie baterii. Mimo, iz mier-
nik moze mierzy¢ z dokfadno-
$cig AyU = 0,002V to wskutek
zaktocen ostania cyfra ,miga”
i wartos¢ napiecia zmienia sie
w zakresie 1,54-1,58V. Odczy-
tem w tej sytuacji jest wartos¢
srednia U = 1,56V, natomiast
za niepewnos¢ eksperymen-
tatora nalezy przyja¢ potowe
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zakresu AU = 0,02 V. Niepew-
nos¢ maksymalna tego poje-
dynczego pomiaru wynosi:
AU =A4U+A U =0,022 V.
Wynik koncowy ma po-
sta¢: U = (1,560+0,022) V
= (1,56+0,02) V.

3. Niepewnos¢ przypadkowa
W celu zwiekszenia dokfadno-
$ci i wiarygodnosci pomiaréw

czesto wykonuije sie kilka razy
ten sam pomiar. W wyniku
takiego dziatania otrzyma-
my szereg wynikow, ktére na
0g6t maja nieco inng wartosc.
Obserwowany rozrzut wyni-
kéw mozna oceni¢ okreslajac
niepewnos¢ przypadkowa
pomiaru. Niepewnos$¢ przy-
padkowa przy wielokrotnym
pomiarze wielkosci X jest wy-
wofana ograniczonymi zdol-
nosciami rozpoznawczymi
naszych zmystéw (oka, ucha..),
natura zjawiska oraz niestato-
$cig warunkéw zewnetrznych.
Dlatego rozrzut wynikéw ma
charakter statystyczny, a mia-
ra takiego rozrzutu jest od-
chylenie standardowe war-
tosci sredniej S;. Unikniecie
niepewnosci przypadkowych
nie jest mozliwe, jednakze
teoria btedéw podaje zasady,
ktére pozwalajg ustali¢ ich
wartosc.

Z teorii wynika, ze dla serii
réwnowaznych sobie pomia-
réw wielkosci X wynikiem
koncowym takiej serii n po-
miaréw jest srednia arytme-
tyczna zbioru wartosci, tzn.

- X, +.+X
X = 1 n

czyli

Analizujac odchylenia poje-
dynczych pomiaréw od war-
tosci sredniej, czyli réznice
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(x,—x) dla k = 1...n, mozna za-
uwazy¢, ze nie wszystkie od-
chylenia sg jednakowo praw-
dopodobne. Odchylenia duze
s3 mniej prawdopodobne od
odchylen matych. Zaleznos¢
prawdopodobienstwa czesto-
$ci wystepowania odchylen
od ich wartosci nazywa sie
rozktadem prawdopodobien-
stwa.

Dla duzej ilosci
(n>10) do oceny odchylen
stosujemy rozktad prawdo-
podobienstwa Gaussa (tzw.
rozktad normalny) natomiast
dla matej ilosci
stosujemy rozktad Studenta.
Na rysunku 1 przedstawione
s wykresy gestosci prawdo-

pomiaréw

pomiaréw

podobienstwa @(x) zmiennej
losowej — wynikéw pomiaru
x dla obu rozktadéw. Funkcja
gestosci prawdopodobien-
stwa @(x) ma ta ceche, ze cal-
ka z @(x) po catym przedziale
zmiennosci wynikéw pomiaru
x wynosi 1 (pole pod krzywa
@(x) jest rébwne 1). Oznacza
to oczywistg pewnos¢ (100%
pewnos¢) znalezienia dowol-
nej wartosci zmiennej x w ca-
tym jej przedziale zmiennosci.
Znajac wartos¢ srednig X serii
pomiaréw oraz odchylenie
standardowe wartosci $red-
niej Sy mozna okresli¢ prze-
dziat zmiennosci x
(x—S5, x+S5)  (0.2)
Mozna wykaza¢, ze praw-
dopodobienstwo
nia wartosci rzeczywistej X

znalezie-

w przedziale okreslonym wzo-
rem 0.2 wynosi p = 0,683. M6-
wimy, ze z poziomem ufnosci
réwnym 0,683 (lub 68,3%)
warto$¢ rzeczywista X znaj-
duje sie w przedziale (X - Sy,
X + Sy). Na wykresach z ry-
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al Rozktad Gaussa
4 9(x)

punkt przegiecia

b/ Rozkfad Studenta
40(x)

X+Sy

X+S;

Rys. 1. Funkcja rozktadu prawdopodobieristwa a/Gaussa

b/Studenta

sunku 1 zaznaczono pole pod
wykresem funkcji w zakresie
X € (X - S5 X+ Sg). W obu przy-
padkach pole wynosi 0,683.
Odchylenie standardowe war-
tosci $redniej w rozktadzie
Gaussa mozna obliczy¢ ze
wzoru:

(0.3)

Jak widac¢ z rysunku 1 krzywa
Studenta jest bardziej sptasz-
czona w stosunku do krzywej
Gaussa. Taka zalezno$¢ jest
wyrazem faktu, ze mniejsza
ilos¢ pomiaréw daje wynik
koncowy z wiekszg niepew-
noscia, czyli z wiekszym od-
chyleniem standardowym.
Dlatego odchylenie standar-
dowe w rozktadzie Studenta
jest wieksze t,, razy od odchy-
lenia standardowego w roz-
ktadzie normalnym (t, > 1).
wspotczynnika  t,
(zwanego wspdtczynnikiem

Wartos¢

krytycznym rozktadu Studen-
ta) zalezy od ilosci pomiaréw
i od poziomu ufnosci. W tabe-
li 1 przedstawione sg wartosci

t, w zaleznosci od liczby po-
miaréw n dla poziomu ufnosci
p = 0,683. Taki poziom ufnosci
jest wystarczajacy przy opra-
cowaniu pomiaréw w labora-
torium studenckim.

W praktyce
przyjmuje sie zatozenie, ze gdy
liczba n pomiaréw jest nie-
wielka (n < 11) to do analizy
statystycznej otrzymanych re-
zultatéw i oceny niepewnosci
przypadkowej wartosci $red-

laboratoryjnej

niej stosuje sie rozktad Studen-
ta. Wtedy odchylenie standar-
dowe S5 wartosci $redniej X
oblicza sie ze wzoru:

Jedli liczba pomiaréw jest
stosunkowo duza (n > 10)
mozna przyjaé, ze mamy do
czynienia z rozktadem nor-
malnym (Gaussa), dla ktérego
wspotczynnik t, jest rowny
jeden, czyli

(0.5)

Jezeli chcemy mie¢ prawie
pewnos¢ (poziom ufnosci
p = 0,997), ze wartos¢ rzeczy-
wista znajduje sie w przedzia-
le okreslonym niepewnoscia,
to do oceny niepewnosci
pomiaru nalezy uzywac po-
trojonej wartosci odchylenia
standardowego (tzw. reguta
3S,) czyli

(x—3S5, x+3S5).  (0.6)
Regute 3S, mozna zastosowac
przy ocenie czy punkt pomia-
rowy z serii pomiaréw ,odsta-
jacy” od innych rzeczywiscie
jest wynikiem btedu grubego.
W tym celu liczy sie srednia
odchylenie
standardowe serii pomiarow
bez uwzglednienia ,podej-
rzanego” pomiaru. Nastepnie
sprawdza sie, czy ten punkt
miesci sie w granicach (x -
3S5 X + 3S5). Jesli nie miesci
sie w tym przedziale, mozna
go wykluczy¢ z analizy jako
btad gruby.

arytmetyczng i

4. Zwigzek miedzy niepew-
noscig maksymalng i standar-
dowa — uwagi koncowe

Podsumowujgc kwestie wie-
lokrotnego pomiaru mozna
powiedzie¢, ze wynikiem wie-
lokrotnego pomiaru tej same;j
wielkosci  fizycznej, w tych

samych warunkach, jest sred-
nia arytmetyczna poszczegol-
nych rezultatéw (wzér 0.1) X,
natomiast jej niepewnosciag
przypadkowa jest odchylenie
standardowe wartosci $red-
niej Sy obliczone ze wzoru

Tabela 1. Wartosci wspdtczynnika krytycznego w rozktadzie t-Studenta dla poziomu uf-

nosci p=0,683

n 2 3 4
1,20

t 1,84 1,32
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(0.4) lub (0.5). Trzeba pamie-
ta¢, ze doktadnos¢ pomiaréw
wartosci x, moze by¢ zmniej-
szona poprzez obecnos¢ nie-
pewnosci wzorcowania Agx
i eksperymentatora A.x. Wte-
dy przyjmujac dla obu typéw
niepewnosci prostokatny roz-
ktad
ich odchylenie standardowe
wzorcowania i eksperymenta-

prawdopodobieristwa,

tora wynosi odpowiednio:

A X
Sy =
ENE]
oraz (0.7)
S A x
xe \/g N

W przypadku, gdy koniecz-
nym jest uwzglednienie
wszystkich rodzajéw niepew-
nosci, czyli niepewnosc ekspe-
rymentatora A X, niepewnosc
wzorcowania Agx i niepew-
nos$¢ przypadkowa okreslong
odchyleniem standardowym
wartosci $redniej Sy, stosuje-
my nastepujacy wzor

S, =Sl +SL+S! = (08)
1 > 1 2 w2
Lo Loy s

3

Zastosowanie powyzszego
wzoru daje 68,3% pewnosci, ze
rzeczywista wartos¢ x miesci
sie w granicach (x — S5, x + S3).
Wz6r (0.8) upraszcza sie znacz-
nie, gdy jeden lub dwa rodzaje
niepewnosci nie wystepuja lub
sg do zaniedbania.

W ocenie niepewnosci mak-
symalnej,
jest uwzglednienie wszyst-
kich rodzajow niepewnosci,
ekspery-
mentatora A.x, niepewnosc¢
wzorcowania Agx i niepew-

gdy koniecznym

czyli niepewnos¢

nos$¢ przypadkowa okreslong
odchyleniem standardowym
wartosci $redniej Sy stosuje-
my nastepujacy wzor

AX =A,;x+A,x+3S-. (0.9)

Zastosowanie powyzszego
wzoru daje 99,7% pewno-
$Ci, ze rzeczywista wartosc
X miesci sie w granicach
(x = AX, X + AX,). Powyzszy
wzdr upraszcza sie znacznie,
gdy jeden lub dwa rodzaje
niepewnosci nie wystepuja
lub sg do zaniedbania. Np.
przy pojedynczym pomiarze
odchylenie standardowe wy-
nosi 0.

Przyktad 3

3a. Seria pomiardw tej samej
wielkosci fizycznej

Wykonano serie pomiaréw

czasu spalania zapatek. Uzy-
skano osiem wynikow: t; = 15s,
t,=16s,t3=13s,t,=14s,t;=7s,
tg=15s,t,=17s,tg=16s.Wsréd
tych osmiu pomiaréw wartos¢
pomiaru t; wyraznie ,odstaje”
od innych. Wstepnie mozna
ten pomiar wyeliminowac jako
bfad gruby. Wynikiem siedmiu
pomiaréw jest obliczona na
podstawie wzoru (0.1) $red-
nia t = 15,1429 s. Z tabeli (1)
7 wspot-
rozktadu

wynika, ze dla n =
czynnik krytyczny
Studenta wynosi t, = 1,09.
Dlatego odchylenie standar-
dowe wartosci sredniej S, jest
rowne 0,554 s (wzér 0.4). Po
uwzglednieniu niepewnosci
wzorcowania Ayt = 1s, mozna
obliczy¢ (wzér 0.8) i zapisac,
ze z prawdopodobienstwem
0,68 sredni czas palenia sie
zapatek z tej proby wynosi:
t = (15,14£0,80) s. Mozna te-
raz
wyrzucenia pomiaru ts; jako
btedu grubego stosujac zasa-
de 35, (0.6).

3b. Pojedynczy pomiar - oce-
na niepewnosci standardowej

potwierdzi¢ zasadnos¢

imaksymalnej

Wynik pomiaru  wysokosci
kraweznika wykonany za po-
mocg linijki jest nastepujacy
L = 156 mm. Ze wzgledu na
zuzycie linijki oraz obty ksztatt
krawedzi
cowano niepewnos¢ ekspe-
rymentatora na AL = 3 mm.
W powigzaniu z niepewno-
$cig wzorcowania AyL =1 mm
wyliczona na podstawie wzo-
ru (0.8), niepewnos¢ stan-
dardowa pomiaru
S =1,82574 mm.

Wynik korncowy z niepewnoscia
standardowa: L = (156+2) mm.
Wynik koncowy z niepew-

kraweznika osza-

Wynosi:

nosciag maksymalng (0.9):
L=(156+x4)mm.

3c. Pojedynczy pomiar — jedno
Zrédto niepewnosci

Zmierzono suwmiarka S$red-
nice preta stalowego. Otrzy-
mano wynik ® = 12,1 mm
obarczony niepewnoscia
wzorcowania Ay® = 0,1 mm.
Poniewaz suwmiarka dobrze
Jprzylegata” do powierzchni
preta niepewnos$¢ ekspery-
mentatora uznano za réwna
zero.

Wynik pomiaru z niepewno-
scig maksymalng ® = (12,1
+0,1) mm

Wynik pomiaru z niepewno-
scig standardowa (wzoér 0.7
i0.8) ®=(12,10 £0,06) mm.

5. Pomiar wielkosci ztozonej
Przedstawione powyzej dzia-
tanie pozwala na obliczenie

niepewnosci
nej wielkosci fizycznej. Pra-
wa i zasady fizyki pokazuja

pomiaru jed-

zaleznosci miedzy wieloma
wielko$ciami fizycznymi,
Znajac te zaleznosci, moz-
na dokona¢ pomiaru innych
aby na
obliczy¢ te interesujaca. Na
przyktad, zeby obliczy¢ sred-

wielkosci, koniec

/

W

<O

nig predkos¢ samochodu
wystarczy zmierzy¢ czas ru-
chu i drogeg, jaka przebedzie
w tym czasie samochéd. Pod-
stawiajgc do wzoru (zalezno-
$ci) V = s/t osiagniemy wynik
koncowy. Ogdlnie méwimy
wtedy o wielkosci ztozonej
lub wielkosci wyznaczonej
posrednio.

Ogodlnie, jesli wielkos¢ y jest
funkcja L zmiennych, czyli
y(Xq.%5...%), to, aby wyzna-
czy¢ warto$¢ y i niepewnosc
pomiaru Sy nalezy zmierzy¢ L
wielkosci zmiennych x4,x,...
X, oraz okresli¢ ich niepew-
nosci standardowe. Niepew-
nos¢ standardowa pomiaru
wielkosci ztozonej y oblicza-
my ze wzoru

SY:‘ ;[%SX,J (0.10)

gdzie: 0y/0x; sa pochodnymi
czastkowymi.

Niepewnos¢ maksymalna
pomiaru wielkosci ztozonej
Y, Znajac niepewnosci maksy-
malne
obliczamy ze wzoru

zmiennych x,X,...X

L
0
By =Y A =
k=t (0.11)
LIWNL
X, ox,

gdzie: dy/0x, sq kolejnymi po-
chodnymi czastkowymi.

W praktyce, gdy funkcja ma
postac iloczynu:

b e
y=Ax'x;x5...,  (0.12)
wzgledna maksymalna nie-
pewnos¢ pomiaru  wielkosci
ztozonej y(x;, Xy, X3,..) jest wy-
razona wzorem:

(0.13)
Axy
X2

23

X3

+|b +

&:‘aﬂ .
y Xy
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Przyktad 4

Celem obliczenia energii kine-
tycznej wagonu, zmierzono
jego predkos¢ i mase uzy-
skujgc nastepujace rezultaty:
V=(31£2)m/sim=(15,0+0,5)t.
Energia kinetyczna wagonu
wynosi: .

mV?

E= =720750017J.

Na podstawie wzoru (0.10)
mamy:

E .Y (oE .Y
S.=.| —S il =
: \/( m j +(aV j

42

+m’VS) =

E [S—j [2S] 960531 J=
m V

SE=97-10*1J.

Wynikiem korncowym jest war-
tos¢ energii kinetycznej wago-
nu, czyli E = (721+97)-10% J.
Mozna tez obliczy¢ niepew-
nos¢ maksymalng (wzér 0.13)
wielkosci ztozonej. W tym przy-
ktadzie niepewnos¢ wzgledna
energii wynosi:

AE Am AV
_:‘ - +‘ 2_
m V

3,3%+12,9% =16,2%,
czyli E=(721£118)-10% J.

Jak wida¢, zgodnie z oczeki-
waniem niepewnos¢ maksy-
malna tego pomiaru (118J)
jest wieksza od niepewnosci
standardowej (97)).

6. Badania zaleznosci miedzy
wielkosciami fizycznymi

Osobnym zagadnieniem jest
zbadanie lub potwierdzenie,
ze istnieja okreslone zwiazki
miedzy wielkosciami fizycz-
W takim przypadku
pomiary badanej wielkosci Y
wykonujemy przy wielu ce-
lowo wybranych wartosciach

nymi.

innej wielkosci X. W rezulta-

30

cie uzyskujemy zbiér n nie-
zaleznych  wynikéw  (x;y;),
gdzie i=1,2,3.... Jednym ze
sposobdéw opracowania ta-
kich danych jest naniesienie
punktéw pomiarowych na
wykres.  Charakterystyczny
uktad punktéw moze suge-
rowac
miedzy wielkosciami y i x
w postaci znanych funkgji,

istnienie zaleznosci

np. liniowej,
eksponencjalnej...
ryfikacji,

kwadratowej,
Do we-
czy dana funkcja
prawidtowo opisuje potoze-
nie punktéw pomiarowych,
stuzy metoda najmniejszych
kwadratow. W tej metodzie
szuka sie takich parame-
trow funkgji y(x), dla ktérych
suma kwadratéw réznic po-
miedzy wartosciami zmie-
rzonymi y;, a policzonymi na
podstawie tej funkcji y(x;),
jest najmniejsza.

Metoda najmniejszych kwa-
dratdbw mozna w stosunko-
wo prosty sposéb wyznaczy¢
wspétczynniki a i b funkgji
liniowej typu y=ax+b. Jesli
wiemy lub podejrzewamy, ze
wykresem  reprezentujgcym
nasze
moze by¢ linia prosta, podsta-
wiamy odpowiednie wielkosci

punkty pomiarowe

jako y i jako x, po czym wyli-
czamy na podstawie poniz-
szych wzoréw wspotczynniki
aib

= -2 (0.14)
X —X
b=y-ax, (0.15)
gdzie
_ zxi _ y|
X = y =2 (0.16)
n n
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104 x=flhz] y=A[m]
500 98
600 83
. 760 6.4
8 985 4.9
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. 1860 2.7
e 2080 1.7
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= - 6400 078
4+ ]
"
2 7] L ]
- n
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Rys. 2. Wykres zaleznosci dtugosci fali dzwiekowej w pre-
cie metalowym od czestotliwosci

Niepewnosci standardowe
(niepewnosci) wspdtczynnikow
aib oblicza sie z zaleznosci

$ = 1 y —axy—by
a n _ 2 X2 _ ;7
i Si _ SZF (0.17)
dzie N
g oo
yr=dt (0.18)

Wyznaczona w ten sposob
funkcja y=ax+b opisuje naj-
bardziej prawdopodobng li-
niowa zaleznos¢ dla punktow
pomiarowych {x; y;}. Trzeba
pamieta¢, ze zaufanie do kon-
cowego wyniku zalezy od licz-
by analizowanych punktow
pomiarowych. Im mniej ana-
lizowanych punktéw pomia-
rowych, tym mniejsze praw-
dopodobienstwo
dobrego wyniku. O jakosci
dopasowania funkgcji
wspétczynnik korelacji linio-

uzyskania
mowi

wej r, opisany wzorem

>l )i )

Im blizsza jednosci jest war-
tos¢ wspétczynnika korelacji
liniowej r, tym wieksze jest
prawdopodobienstwo, ze
posta¢ funkcji
opisuje analizowanga serie po-
miarow.

prawidtowo

Powyzsza procedure, nazy-
wana regresja liniowa zwy-
czajng  (uzyskiwanie
trendu), mozna zastosowacd
nie tylko do prostych zalez-
nosci liniowych np. s(t)=vt,
U(l) =R, R(t) =R, (1+at). Wiele
innych zaleznosci, po odpo-
wiednich przeksztatceniach,
mozna doprowadzi¢ do po-
staci liniowe;j.

linii

Przyktad 5

Prawo pochtaniania promie-
niowania gamma jest opisane
funkcja

N(d)=N,e™
N(d) _ e

0

czyli

Po zlogarytmowaniu obu
stron réwnania mozna otrzy-
mac postac
N(d
N _

0



Jesli za In(N(d)/N,) podstawi-
my Y, za d zmienna x to otrzy-
mujemy typowa funkcje linio-
wa typu y=ax, gdziea=-n.

Przyktad 6

Na rysunku 2 przedstawiono
wyniki pomiaru dtugosci fali
dzwiekowej (A =y) w pewnym
metalu w funkcji czestotliwo-
sci tej fali (f = x). Wykres wyko-
nano w programie Origin.

Te same dane pomiarowe wy-
kreslone sg rowniez na rys. 3.
Tym razem zmienna x jest od-
wrotnos¢ czestotliwosci fali,
czyli 1/f. Poniewaz z wykresu
mozna s3dzi¢, ze punkty ukta-
dajg sie wzdtuz linii prostej,
mozna zastosowac regresje
(aproksymacje) liniowa. Taka
procedura nazywana jest wy-
znaczaniem linii trendu (np.
w programie Excel).

Uwaga: Wspétczynniki we wzo-
rach (0.14) i (0.15) dotycza row-
nania typuy =ax+b.

W programach komputero-
wych, np. Origin, Excel, przy-
jeto zapis wielomianu, jako
y=A+Bx+Cx?+...

Z wynikoéw regresji liniowej
przedstawionych na rys. 3
mozna wyprowadzié nastepu-
jace wnioski:

1. Zblizona do jednosci war-
tos¢ wspodtczynnika korelacji
R=0,99979 pozwala sadzi¢, ze
dtugosc fali jest zwigzana z jej
czestotliwoscig zaleznoscia
A= A+B/f.

2. Wspétczynnik  proporcjo-
B majacy wymiar
[m/s] jest wartoscig predko-
$cig fali dzwiekowej w bada-
nym precie metalowym, czyli
V = 4897442 [m/s].

3. Wspétczynnik A = (0,025
+0,047) [m] co jest zgodne
z oczekiwaniem, ze A =0 (dla
czestotliwosci f fali dazacej do

nalnosci

| flhz] y=Nm] x=1/fs]
104 500 9,8 0,002 >
600 8,3 0,00167
1 760 6,4 0,00132
g - 985 4,9 0,00102 .
1300 3,8 7,69E-4
1 1860 2,7 5,37E-4
2980 1,7 3,35E-4 P
—_ 6- 4500 1.1 2,22E-4 Linear Regression for Data:
£ | 6400 0,78 1,56E-4 p Y=A+Bx*X
<
4 - £ Parameter Value Error
- A 0,02506 0,047
o B 4896,87
-
i~ R=0,99979
0 T T T T T 1
0,0000 0,0005 0,0010 0,0015 0,0020
1/£ [s]

Rys. 3. Wykres zaleznosci dtugosci fali dzwiekowej w pre-
cie metalowym od odwrotnosci czestotliwosci

1200+

Wspoétczynnik nachylenia prostej typu y=ax+b
w tym przypadku wynosi: As/At=20,25 [m/s]
i jest érednig predkoscig w tym ruchu

1000+

(o]

o

o
1

Droga s[m]
o
o
<

400 -

200+

Rys. 4a. Wykres pomiardw zasiegu lotu trzmiela w funkcji
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czasu. Wyznaczenie predkosci lotu

1200+

1000+
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400+

200+

Wyznaczanie niepewnos$ci pomiaru
wspotczynnika nachylenia prostej
metoda graficzng

ANV=V-V,
AN =V,-V

50

T

60

poniewaz A,V > A,V
mozna przyjaé, ze AV= AV

70

T T T T
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Rys. 4b. Wykres pomiardw zasiegu lotu trzmiela w funkcji

Czas t[s]

50

60

70

czasu. Wyznaczenie niepewnosci pomiaru predkosci lotu
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nieskonczonosci, jej dtugos¢ A
maleje do zera).

4. Zaleznos¢ N = V/f jest po-
twierdzona przez powyzsze
dane doswiadczalne.

5. Predkos¢ fali
o czestotliwosci w zakresie od
800 Hz do 7500 Hz jest stafa (nie
zalezy od czestotliwosci fali).
Uwaga: Wszelkie obliczenia
w w/w procedurze mozna

dzwiekowej

i warto wykonac positkujac sie
dostepnymi programami pro-
gramach typu Origin, Excel
lub korzystajac z kalkulatora.

7. Wykonywanie wykreséw

i graficzna analiza funkgji li-

niowe
Metoda ,reczna” opracowania

wykresow

Bardzo zblizone wyniki przy
analizie wspotczynnikéw a i b
funkgcji y=ax+b mozna uzyskac
wykorzystujac metode graficz-
na. W tym przypadku nalezy:
1) narysowac i opisa¢ uktad
wspotrzednych oraz zazna-
czy¢ punkty pomiarowe wraz
Zz niepewnos$ciami
(przykfad rys. 4a),
2) jesli punkty uktadajg sie
wzdtuz linii prostej (kwestia
oceny eksperymentatora ,na
oko”) narysowac linie prosta
tak, aby w przyblizeniu po obu
stronach linii pozostat ta sama
liczba punktéw (rys. 4a),

3) okredli¢
przedziat wartosci argumentu
czyli Ax (At na rys. 4a) i odpo-
wiadajacy jemu przyrost funkgji
Ay (As na rys. 4a). Wspétczynnik
nachylenia a narysowanej pro-

pomiaru

pewien  szeroki

stej bedzie wynosit a=Ay/Ax.
Wspotczynnik b jest punktem
przeciecia prostej z osia y,

Uwaga: wspétczynnik a prak-
tycznie nigdy nie jest tangensem
kgta nachylenia prostej (kata,
ktéry mozna odczytac z wykresu),
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4) w celu wyznaczenia nie-
pewnosci pomiaru  wspot-
czynnika a rysowac dwie pro-
ste o skrajnych nachyleniach,
obejmujace punkty pomia-
rowe wraz z niepewnosciami
pomiaru (rys. 4b),

5) wyznaczy¢ wspotczynniki
nachylenia obu prostych a;,
i a,. Niepewnos$¢ maksymalna
pomiaru wspétczynnika a jest
réwna réznicy Aa= a-a; lub
Aa = a- a,, przy czym wybie-
ramy wartos¢ wieksza. [np.
z rysdb AV = 4,5 m/s, czyli
V =(20,3+4,5)m/s].

Il. Wazne uwagi koncowe
Rezultatem pomiaru wielkosci
X jest wartos¢ x oraz obliczona
niepewnos¢ pomiaru. Niepew-
nos¢ pomiaru mozna wyrazi¢
w postaci utamka lub procen-
towo takze jako wzgledne od-
chylenie standardowe

S
V,=—". (0.20)
X

Rezultat koricowy pomiaru
wielkosci
W nastepujacy sposéb

X przedstawiamy

(0.21)
X =(x£8,) [jednostka]

lub X = x[jednostkal+V_.

Uwaga: Prawidtowo zapisany
wynik kohcowy pomiaru z re-
guty wymaga zaokraglenia.
Zasada zaokraglania jest na-
stepujaca:

1. Niepewnos¢ pomiaru (S,
lub  Ax)
X zaokraglamy do takiego
miejsca, aby pozostaty tylko

pewnej wielkosci

maksymalnie dwie cyfry zna-
czace.

2. Wartos¢ niepewnosci za-
wsze zaokraglamy w goére,
poniewaz w zadnym przypad-
ku nie wolno nam zmniejszac
niepewnosci.
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i setnych cze$ci mm

Skala noniusza - odczyt dziesigtych

Skala gtéwna
—odczytwcm

Rys.5. Zasada odczytu wyniku pomiaru szerokosSci na suwmiarce

3. Wynik pomiaru zaokragla-
my do tego samego miejsca
dziesietnego, do ktérego zo-
stata zaokraglona niepewnos¢
pomiaru. Przy zaokraglaniu
wyniku pomiaru liczbe kon-
cz3acy sie cyframi 0 - 4 zaokra-
glamy w dot, a5 -9 w gore.

4. Czasami sie zdarza, ze
w przypadku pojedynczych
pomiaréw powinnismy za-
okragla¢ niepewnos¢ pozo-
stawiajgc tylko jednag cyfre
Znaczaca.

5. Jesli przyrzad pomiarowy
jest w stanie podac¢ wynik
tylko do okreslonego miej-
sca dziesietnego, to nie ma
sensu podawac niepewnosci
oraz wyniku z wiekszg do-
ktadnoscia. Przyktadowo, jesli
wykonujemy pomiar dtugo-
Sci linijka i wynosi on 55 mm,
to niepewnos¢ podajemy
tez w petnych milimetrach
(2 mm), nawet jesli z obliczen
(np. ze wzoru 0.8) otrzymamy
niepewnos¢ bardziej doktad-
ng (typu 1,9 mm).

6. Trzeba pamieta¢, ze za-
okraglamy wynik koncowy,
a nie wyniki posrednie!

Przyktad 8
Po opracowaniu pomiaréw
$rednicy O drutu otrzyma-

tem  nastepujace  wyniki:

LAS rok 19, nr5

® = 0,00345678 m i Sq =
5,4687-10% m. Cyfr znacza-
cych w liczbie okreslajacej @
jest 6 i tylko 6. (nie 9, bo zera
po lewej stronie liczby sie nie
licza), natomiast w wartosci
niepewnosci cyfr znaczacych
jest5.

Po zaokragleniu, wynik konco-
wy mozna przedstawi¢ w for-
mie ® = (3,46 +0,55)-103 m,
czyli ® = (346 £55)-10° m lub
® =346(55)-10° m.

Przyktad 9

Wielu fizykéw dtugo praco-
wato, aby uzyska¢ i zapisac
prawidtowo bardzo dokfadne
state fizyczne np.:

tadunek elektronu (fadunek ele-
mentarny) [2] e = (1,60217653 +
0,00000014)-107°C

tadunek elektronu (fadunek
elementarny) [1]

e=1,602 176 487(40) - 10712 C
Stata Boltzmanna [1]: k = R/N,
=(1,3806505+0,0000024)- 103 J/K
Stata Faradaya [1]: F = Npe
= (96 485,3383 + 0,0083) C/mol
Stata grawitacyjna [2] Gy =
(6,6742+0,0010)- 101" m3/(kg- 9
[11 G = 6,674 28(67) - 107"
m3/(kg - s?) itp.

[1] http://pl.wikipedia.org/
wiki/Sta%C5%82e_fizyczne
[2] wynik wczedniejszy od [1]

lll. Uwagi przydatne przy
wykonywaniu doswiadczen
i opracowywaniu wynikéow
1. W suwmiarkach, srubach mi-
krometrycznych, w niektérych
skalach katowych korzysta sie
podziatki zwanej noniuszem.
Wartos¢ mierzong za pomoca
tych przyrzadéw, z grubsza,
odczytujemy z potozenia kreski
przy zerze ,0’, natomiast dzie-
sigte i setne czesci, z miejsca
gdzie jedna z kresek na skali
noniusza pokrywa sie z kreska
skali gtéwnej. Przyktad odczytu
przedstawiono na rys. 5. Wynik
pomiaru szerokosci nakretki
M3, czyli S = (5,40%0,05) mm.
Obecnie coraz czesciej spo-
tykane sa przyrzady typu
suwmiarki, katomierze z elek-
tronicznym odczytem. W tym
przypadku nalezy uwzglednic
dokfadnos$¢ podawang przez
producenta.

2. Na wykresach skale dobie-
ra¢ tak, aby uzyskane krzywe
zajmowaty prawie caty dostep-
ny obszar. Zaczynanie skali od
zera nie jest koniecznel!!

3. Kazda 0$ na wykresie po-
podziatke
gtébwna, podziatke pomocni-
cza, etykiety podziatek wraz
z jednostkami oraz opisy osi.

winna zawierac:

Dokoriczenie na str. 35.



a dodatkowo mozna pozyskac
informacje o odtwarzalnosci
wewnatrzlaboratoryjnej, kté-
ra z kolei mozna wykorzystac
przy szacowaniu niepewnosci
wynikéw badan lub wzorco-
wan prowadzonych przez la-
boratorium.
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Dokoriczenie ze str. 32.

4. Nie taczy¢ punktéw pomia-
rowych odcinkami tworzac
w ten sposéb linie tamana.
Krzywa
zwyczaj powinna byc¢ przed-

doswiadczalna za-

stawiona jako linia ,gtadka”
rysowana tak, aby po obu jej
stronach znajdowata sie taka
sama liczba punktéw pomia-
rowych. W przypadku okre$le-
nia badanej funkcji za pomo-
ca regresji liniowej, nalezy jej
wykres zamiesci¢ wraz z punk-
tami doswiadczalnymi.

5. Przez punkty pomiarowe
prowadzimy stupki niepew-
nosci (odcinek o dtugosci row-
nej podwojonej niepewno-
$ci pomiarowej, ze srodkiem
w punkcie pomiarowym) lub
otaczamy je
niepewnosci (srodek w punk-
cie pomiarowym, a wymiary

prostokatami

- podwojona niepewnosc¢ po-
miarowa).

UWAGA:

Przed przystapieniem do wy-
konywania zadania labora-
toryjnego nalezy zrozumiec
badane zjawisko fizyczne,
metode pomiaru oraz uswia-
domic¢ sobie cel danego ¢wi-
czenia. Dobre przygotowa-
nie do dziatan jest podstawa
do osiagniecia celu.

* drinz. Beata Bochentyn, prof.
dr hab. inz. Bogustaw Kusz
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interfejsy TG, kuwety in-situ 1000°C,

tel.: 0-61 8157-451
medson@medson.pl

Regulatory

Brooks Instrument

i mierniki przepltywu
gazow i cieczy

Medson s.c., ul. Sredzka 15, 62-021 Paczkowo k/Poznania,
fax: 0-61 8157-242
www.medson.pl
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