
Adam G. POLAK, Janusz MROCZKA
POLITECHNIKA WROC�AWSKA, KATEDRA METROLOGII ELEKTRONICZNEJ I FOTONICZNEJ 

Regularyzacja identyfikacji obiektów z�o�onych opisanych modelami 
nieliniowymi

Dr in�. Adam G. POLAK 

Adiunkt w Katedrze Metrologii Elektronicznej i 
Fotonicznej na Wydziale Elektroniki Politechniki
Wroc�awskiej. Zajmuje si� modelowaniem i 
identyfikacj� obiektów z�o�onych oraz
nieinwazyjnymi metodami pomiaru mechanicznych
w�a�ciwo�ci uk�adu oddechowego.

 e-mail: Adam.Polak@pwr.wroc.pl

Streszczenie

W referacie przedstawiono modyfikacj� regularyzacji Tichonowa-
Phillipsa (TP) przystosowuj�c� j� do estymacji parametrów modeli
nieliniowych �le uwarunkowanych numerycznie. Zaproponowane
podej�cie porównano z metodami Gaussa-Newtona (GN),  Levenberga-
Marquardta (LM) oraz metod� ��cz�c� LM z TP (LMTP). Analiz�
w�a�ciwo�ci czterech zaimplementowanych algorytmów przeprowadzono
metod� Monte Carlo. Pokaza�a ona, �e w przypadku identyfikacji modeli
nieliniowych zawieraj�cych parametry s�abo okre�lone przez dane 
pomiarowe i jednocze�nie charakteryzuj�ce si� �regularnym� rozk�adem
warto�ci w wektorze parametrów, najlepsze wyniki daje estymacja metod�
Tichonowa-Phillipsa.

S�owa kluczowe: regularyzacja estymacji, algorytm Levenberga-
Marquardta, metoda Tichonowa-Phillipsa

Regularized identification of complex 
objects described by nonlinear models 

Abstract

In the paper a modification of the Tikhonov-Phillips regularisation
enabling the estimation of parameters of numerically ill-conditioned
nonlinear models is presented. This approach was compared with the
Gauss-Newton (GN) and Levenberg-Marquardt (LM) methods, as well as
with a method combining LM with TP one (LMTP). The analysis of the
four computer-implemented algorithms was done by the Monte Carlo
simulations. They have shown that the result of identification of a 
nonlinear model possessing weakly defined, however �regularly�
distributed parameters, is  the most accurate when using the Tikhonov-
Phillips method. 

Keywords: regularized estimation, Levenberg-Marquardt algorithm, 
Tikhonov-Phillips method

1. Wprowadzenie

Wiele z otaczaj�cych cz�owieka obiektów ma wysoce z�o�on�
struktur� i cechuje si� wielo�ci�, ró�norodno�ci� i nieliniowo�ci�
zachodz�cych w nich zjawisk. Podstawowym narz�dziem 
poznania ich budowy i dzia�ania s� pomiary, w szczególno�ci 
pomiary po�rednie wykorzystuj�ce modele matematyczne, które 
wi��� rejestrowane sygna�y z wewn�trznymi w�a�ciwo�ciami 
obiektów. Tak realizowane pomiary po�rednie sprowadzaj� si� do 
identyfikacji parametrycznej wykorzystuj�cej algorytmy 
numeryczne. Z�o�ono�� struktury badanych obiektów i 
nieliniowo�ci zachodz�cych w nich zjawisk powoduj�, �e
estymacja parametrów jest zazwyczaj �le uwarunkowana 
numerycznie. 
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W celu poprawy uwarunkowania numerycznego stosowane s�
metody regularyzacji, wykorzystywane przede wszystkim w 
zadaniach odtwarzania sygna�ów pomiarowych i analizie danych 
wielowymiarowych. Sama nazwa operacji nawi�zuje do nadania 
poszukiwanemu rozwi�zaniu bardziej �regularnej� formy w 
przeciwie�stwie do efektu uzyskiwanego bez niej, kiedy to 
rozwi�zanie jest zdominowane przez propaguj�cy i wzmocniony 
szum pomiarowy. Regularyzacja estymacji parametrów modeli 
obiektów fizycznych jest rzadziej spotykana, a do 
najpopularniejszych metod nale�� regresja grzbietowa (RR) i 
regresja sk�adników g�ównych (PCR). Metody te jednak zak�adaj�
liniowo�� modelu pod wzgl�dem parametrów. 

Na pocz�tku niniejszego referatu przedstawiono metod�
Levenberga-Marquardta s�u��ca regularyzacji identyfikacji 
nieliniowych modeli obiektów z�o�onych. Nast�pnie
zaproponowano zastosowanie metody Tichonowa-Phillipsa w 
przypadku identyfikacji modeli o parametrach skupionych 
opisuj�cych przestrzenny (lub inny) rozk�ad uwzgl�dnionej
wielko�ci fizycznej. Poniewa� oryginalna metoda Tichonowa-
Phillipsa jest liniowa, dokonano jej modyfikacji umo�liwiaj�cej 
estymacj� nieliniow�. Dodatkowo wyprowadzony zosta� wzór na 
zregularyzowan� estymacj� parametrów modeli nieliniowych 
��cz�c� w sobie metody Levenberga-Marquardta i Tichonowa-
Phillipsa. Przedstawiono te� badania symulacyjne demonstruj�ce
efekt zastosowania omówionych metod do estymacji parametrów 
dobranego specjalnie w tym celu modelu nieliniowego. 

2. Metody regularyzacji estymacji

Przypadki z�ego uwarunkowania numerycznego estymacji maj�
miejsce w sytuacjach, gdy wyznacznik odwracanej macierzy 
informacyjnej jest bliski zeru, co przek�ada si� na bardzo du��
warto�� liczby uwarunkowania, czyli stosunku jej najwi�kszej 
warto�ci osobliwej do warto�ci najmniejszej. Obliczane wtedy 
estymaty s� wyj�tkowo wra�liwe na zak�ócenia zawarte w danych 
pomiarowych. Regularyzacja polega na zast�pieniu zagadnienia 
oryginalnego problemem przybli�onym, którego rozwi�zanie jest 
znacz�co mniej wra�liwe na b��dy. 

Mo�na wyró�ni� kilka podstawowych mechanizmów 
uwzgl�dnianych w algorytmach numerycznych i daj�cych efekt 
regularyzacji odtwarzania sygna�ów [8]. Nale�� do nich: dobór 
przedzia�u dyskretyzacji ci�g�ego modelu matematycznego, 
metody wariacyjne, parametryzacja odtwarzanych sygna�ów, 
uwzgl�dnienie wielko�ci charakteryzuj�cych poziomy 
niepewno�ci, wcze�niejsze zako�czenie dzia�ania algorytmów 
iteracyjnych czy zastosowanie ogranicze� w dziedzinie 
transformacji rekonstruowanego sygna�u.



Typowe podej�cie do regularyzacji estymacji polega na
uzupe�nieniu minimalizowanej funkcji kryterialnej V o czynnik
kary � zale�ny od wektora parametrów. Daje to nast�puj�c�
posta� zregularyzowanej funkcji kryterialnej:

� � � � � ���� ��� kVVR , (1)

gdzie k jest skalarnym wspó�czynnikiem regularyzacji. Zalet�
regularyzacji jest poprawa identyfikowalno�ci modelu bez 
potrzeby modyfikacji jego struktury, a wad� wzrost z�o�ono�ci
obliczeniowej i pojawienie si� obci��enia estymatorów.
Minimalizuj�c VR (�) uzyskuje si� obci��ony estymator

, (2)� ���
� RR Vminarg� �

którego obci��enie bR mo�na oszacowa� linearyzuj�c VR poprzez 
rozwini�cie w szereg Taylora. Dane jest ono zale�no�ci� [4]:
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gdzie macierze hessianu H i gradient � s� okre�lone nast�puj�co:
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Obci��enie rosn�ce wraz ze wspó�czynnikiem k jest cen� za
uzyskiwane wtedy zmniejszanie si� wariancji SR. Macierz
kowariancji dana jest ogólnym wzorem [4]:
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2.1. Metoda Levenberga-Marquardta (LM) 

Algorytm zregularyzowanej estymacji zaproponowany przez
Levenberga i Marquardta [5], [6], [7] jest w istocie nieliniow�
wersj� regresji grzbietowej � metody stosowanej w przypadku
modeli liniowych [2], [3]. U�yty czynnik kary uwzgl�dnia ró�nic�
w L2 mi�dzy estymowanym wektorem parametrów � a 
wybranymi warto�ciami �*, którymi mog� by� np. parametry
typowego punktu pracy systemu (w regresji grzbietowej 
przyjmuje si� �*=0). Wtedy funkcja kryterialna VLM przyjmuje
posta�:

� � � � 2*
2
12

2
1 ���yy� ���� kV mLM , (6)

gdzie y jest wektorem danych pomiarowych, a ym jest wyj�ciem
modelu. Przyrównanie do zera gradientu zregularyzowanej
funkcji kryterialnej po��czone z lokaln� linearyzacj� modelu 
pozwala na wyprowadzenie wzoru rekurencyjnego, w którym w
i+1 kroku oblicze� wykorzystuje si� dane uzyskane w kroku i:

� � � �� � � � � �iiiiii k ���XI�X�X�� ������ T1T
1

�

� ��� � , (7)

gdzie parametr � kontroluje d�ugo�� kroku, X=�ym/��, a � to 
rezydua. Warto�� wspó�czynnika regularyzacji k mo�na zmienia�
w ka�dej iteracji, w zale�no�ci od uzyskanego efektu [11].

W metodzie tej, zgodnie ze wzorami ogólnymi, przybli�one
zale�no�ci na obci��enie wektora estymatorów i jego macierz
kowariancji s� nast�puj�ce:

� � � �*
0
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� � � 1TT1T2 ��
��� IXXXXIXXS kkeLM � � . (9)

2.2. Metoda Tichonowa-Phillipsa (TP) 

Metoda zaproponowana przez Phillipsa i Twomeya [10], [13],
[12] do regularyzacji odtwarzania sygna�ów, zwana jest te�
regularyzacj� Phillipsa-Twomeya lub Tichonowa-Millera [11],
[9]. W przypadku parametrycznej identyfikacji modelu jej 
zadaniem b�dzie zapewnienie �regularno�ci� rozk�adu
s�siaduj�cych estymatorów. Czynnik kary otrzymuje si�
wymna�aj�c operator macierzowy D przez wektor estymowanych
parametrów. Funkcja kryterialna VTP przyjmuje wtedy posta�:

� � � � 2

2
12

2
1 D��yy� ���� mTPV . (10) 

Zazwyczaj macierz D jest dyskretnym operatorem
ró�niczkowania n-tego stopnia, niezale�nym od �. Wymusza ona
�g�adko��� estymowanego wektora poprzez minimalizacj� ró�nic
pomi�dzy kolejnymi jego elementami. W przypadku pierwszej 
pochodnej

. (11) 
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W celu wyprowadzenia wzoru na obliczenia iteracyjne w
przypadku zregularyzowanej estymacji parametrów modelu
nieliniowego nale�y dokona�, analogicznie jak w przypadku
regresji grzbietowej, linearyzacji modelu. Przyrównuj�c gradient
funkcji kryterialnej do zera uzyskuje si� wzór na iteracyjne
oszacowywanie estymatora parametrów:
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W metodzie Tichonowa-Phillipsa przybli�one zale�no�ci na 
obci��enie wektora estymatorów i jego macierz kowariancji dane
s� nast�puj�co:

� � 0
T1TT D�DDDXXb �

��� ��TP , (13) 

� � � 1TTT1TT2 ��
��� DDXXXXDDXXS ��� eTP � (14)

2.3. Po��czenie metod LM i TP 

Modyfikacj� kierunku poszukiwania minimum funkcji 
kryterialnej, popraw� uwarunkowania numerycznego i 
�wyg�adzanie� wektora estymowanych parametrów mo�na
uzyska� ��cz�c opisane wcze�niej metody LM i TP. Funkcja 
kryterialna przyjmuje wtedy posta�:

� � 2*
2
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2
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2
1 ��D��yy ����� kV mLMTP � . (15) 



Linearyzuj�c ponownie model i przyrównuj�c gradient funkcji 
kryterialnej do zera otrzymuje si�:

 (16)
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Posta� wyra�e� na obci��enie i macierz kowariancji tak
zregularyzowanego estymatora jest analogiczna do poprzednich:

 (17)
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3. Badania symulacyjne algorytmów

W�a�ciwo�ci standardowej metody Gaussa-Newtona (GN), 
metody Levenberga-Marquardta (LM) i dwóch zaproponowanych
nieliniowych wersji algorytmów regularyzacji, tj. metody
Tichonowa-Phillipsa (TP) oraz po��czonej metody Levenberga-
Marquardta i Tichonowa-Phillipsa (LMTP) porównano na drodze 
symulacji komputerowych przeprowadzonych w �rodowisku
Matlab.

W pierwszej kolejno�ci, wykorzystuj�c odpowiednio dobrany
nieliniowy model matematyczny �identyfikowanego obiektu
fizycznego�, wygenerowano syntetyczne dane pomiarowe.
Struktura modelu, warto�ci jego parametrów � oraz charakter i
zakres sygna�u wej�ciowego u powoduj�, �e estymacja
parametrów modelu na podstawie zaszumionych danych
pomiarowych jest �le uwarunkowana numerycznie. Wyj�cie
modelu ym opisane jest nast�puj�co:

, (19)��
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gdzie wspó�czynnik � nie jest identyfikowanym parametrem lecz
znan� sta��. W przedstawionym modelu warto�� � ustalono na 
0.5, dzi�ki czemu wp�yw parametrów o rosn�cych numerach na
wyj�cie jest coraz mniejszy i tym samym staj� si� one coraz
trudniej identyfikowalne (pierwszy czynnik sumy przemno�ony
jest przez 0.5, a dziesi�ty przez ok. 0.001). Wej�cie u narasta
liniowo od 0 do 0.5, a dane pomiarowe uzyskano dla przyrostów
0.01, co daje 51 symulowanych punktów pomiarowych. Zakres u
i wysokie pot�gi przy ostatnich sumowanych sk�adnikach
powoduj�, �e wp�ywy stoj�cych tam parametrów staj� si� coraz
bardziej wspó�liniowe. Ostateczne dane wyj�ciowe y obliczano
sumuj�c wyj�cie modelu ym z wygenerowan� realizacj� szumu 
bia�ego o odchyleniu standardowym równym 1% warto�ci
maksymalnej ym. Poniewa� metoda Tichonowa-Phillipsa
predestynowana jest do �wyg�adzania� ró�nic estymat
parametrów umieszczonych obok siebie w wektorze �, warto�ci
prawdziwe �0 podczas generacji dobrano zgodnie z t� przes�ank�.

Po zaimplementowaniu wymienionych algorytmów
wyznaczono liczby uwarunkowania numerycznego odwracanych
w poszczególnych metodach macierzy, czyli odpowiednio GN: 
(XTX), LM: (XTX+kI), TP: (XTX+�DTD) i LMTP:
(XTX+kI+�DTD).

Do symulacyjnej oceny algorytmów zastosowano metod�
Monte Carlo. W tym celu 10000 razy powtórzono procedur�
estymacji parametrów powy�szymi metodami (poza GN), 
stosuj�c wektor startowy �st=0.2·1. Za ka�dym razem generowana 

by�a nowa realizacja szumu bia�ego i sumowana z wyj�ciem
modelu. Dane te u�ywano do obliczenia estymatorów �LM, �TP i 
�LMTP. Dla ka�dej z metod, korzystaj�c z 10000 wektorów estymat
i znanych wzorów, oszacowano warto�ci oczekiwane i odchylenia
standardowe estymatorów. Ró�nice miedzy obliczonymi
warto�ciami �rednimi i prawdziwymi u�ytymi do generacji
danych daj� oszacowanie obci��enia estymatorów.

Wynik estymacji zale�y od warto�ci wspó�czynników
regularyzacji k i �. Podczas bada� metod� Monte Carlo tak 
dobrano warto�ci tych wspó�czynników, aby osi�gn�� minimum
a� posteriori b��du �redniokwadratowego estymacji. Sytuacja taka
obrazuje optymalne w�a�ciwo�ci badanych algorytmów. B��d
�redniokwadratowy zdefiniowany jest jako warto�� oczekiwana
kwadratu odleg�o�ci mi�dzy wektorem estymat parametrów i ich
warto�ciami prawdziwymi w L2 [1], [3], [7]:

RRRRMSE ED bbS�� T2

20 tr� ���� . (20) 

Pierwszy sk�adnik powy�szej sumy (�lad macierzy kowariancji)
charakteryzuje b��d losowy estymacji, a drugi � wynikaj�cy z
obci��e� b��d systematyczny.

4. Wyniki symulacji i ich analiza

Wyniki analizy w�a�ciwo�ci omówionych metod estymacji
parametrów przedstawionego modelu nieliniowego zebrano w
Tab. 1. W trakcie symulacji metod� Monte Carlo okre�lono a�
posteriori optymalne warto�ci wspó�czynników regularyzacji
(poza metod� GN, która nie wykorzystuje regularyzacji)
minimalizuj�ce b��d �redniokwadratowy estymacji.

Spo�ród czterech analizowanych metod najbardziej
problematyczny okaza� si� algorytm Gaussa-Newtona zalecany do
estymacji parametrów typowych modeli nieliniowych. Ju� przy 5
sk�adnikach wchodz�cych w sk�ad modelu (a tym samym 5 
parametrach) nie by� on zbie�ny, a tym samym nie móg� by�
uwzgl�dniony w pe�nych badaniach przeprowadzonych na
modelu z 10 parametrami. Oszacowano jedynie liczb�
uwarunkowania numerycznego odwracanej w tej metodzie
macierzy i rz�d �ladu macierzy kowariancji, które wynosz�
odpowiednio 3·1019 i 1014. Liczby te wyja�niaj�, dlaczego
algorytm GN nie radzi� sobie z estymacj� 10 parametrów na
podstawie zaszumionych danych pomiarowych.

Tab. 1. W�a�ciwo�ci metod estymacji parametrów modelu nieliniowego.
Tab. 1. Properties of the methods for parameter estimation of the nonlinear model.

Metoda estymacji GN LM TP LMTP
Wspó�czynnik
regularyzacji � k=3·10-4 �=2·10-3 k=2·10-4,

�=1.5·10-3

Liczba uwarunkowania
numerycznego 3·1019 7·104 3·104 3·104

B��d systematyczny
(bTb) � 3.7·10-1 4.2·10-2 4.9·10-2

B��d losowy
(trS) 1014 3.7·10-1 4.2·10-2 4.7·10-2

Pozosta�e trzy metody, LM oraz zaproponowane w referacie
nieliniowa wersja TP i po��czenie LMTP, posiadaj� wbudowany
mechanizm poprawiaj�cy uwarunkowanie numeryczne estymacji,
co prze�o�y�o si� na znaczn� redukcj� liczby uwarunkowania 
odwracanych macierzy (do rz�du 104) i zmniejszenie �ladu
macierzy kowariancji (do rz�du 10-1 dla LM i 10-2 dla pozosta�ych
dwóch). Regularyzacja wprowadzi�a jednak obci��enia
estymatorów, których miary (dla przyj�tych w symulacjach
warto�ci wspó�czynników regularyzacji) s� tego samego rz�du, co 
�lady macierzy kowariancji. Wynika st�d, �e b��d
�redniokwadratowy estymacji metod� TP by� o rz�d mniejszy ni�
metod� LM, co jest równoznaczne z wi�ksz� dok�adno�ci�



oszacowania parametrów modelu uzyskiwanej metod� TP. W
przypadku metody LM wynik estymacji zale�y dodatkowo od 
doboru startowego wektora parametrów, co jest kolejn� wad� tego
podej�cia. Po��czona metoda LMTP nie przynios�a w kontek�cie
dok�adno�ci pomiaru po�redniego �adnych istotnych korzy�ci.
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Rys. 1. Model nieliniowy dopasowany metodami LM, TP i LMTP do
syntetycznych danych pomiarowych.
Fig. 1. Nonlinear model fitted to synthetic measurement data by the LM, TP and
LMYP methods.

Na Rys. 1 pokazano dopasowanie modelu nieliniowego do
syntetycznych danych pomiarowych uzyskane trzema
zregularyzowanymi metodami estymacji. Jako�� dopasowania 
okre�lona przez b��d �redniokwadratowy rezyduów by�a w tych
przypadkach prawie identyczna (3.5·10-3), co pokazuje, �e nie
mo�e by� ona kryterium oceny dok�adno�ci pomiaru po�redniego.
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Rys. 2. Przyk�adowe wyniki estymacji parametrów modelu nieliniowego metodami
LM, TP i LMTP. 
Fig. 2. Exemplary results of estimation of nonlinear model parameters by the LM,
TP and LMTP methods.

W�a�ciwo�ci estymacji poszczególnych parametrów trzema
analizowanymi algorytmami zobrazowane s� na Rys. 2. 
Widoczne jest o wiele lepsze oszacowanie uzyskane metodami TP
i LMTP w porównaniu z LM, co w tych przypadkach wynika z 
mniejszego o rz�d b��du �redniokwadratowego estymacji. Warto
zauwa�y�, �e w metodzie LM estymaty s�abo okre�lonych
parametrów o wysokich numerach pozosta�y w pobli�u wektora 
startowego (o warto�ciach 0.2), co zosta�o zrekompensowane 
przez zawy�enie estymat ��rodkowych� zwi�zanych z podobnymi
przebiegami wektorów wra�liwo�ci. Odwrotnie, mechanizm
zawarty w regularyzacji Tichonowa-Phillipsa powodowa�
�przyci�ganie� estymat parametrów s�abo okre�lonych w pobli�e
estymat s�siednich, co zaowocowa�o o wiele mniejszym b��dem
systematycznym (a tak�e losowym � patrz Tab. 1).

5. Podsumowanie i wnioski

Celem referatu by�o przedstawienie modyfikacji regularyzacji
Tichonowa-Phillipsa przystosowuj�cej j� do estymacji
parametrów modeli nieliniowych oraz analiza w�a�ciwo�ci tej
metody. Spodziewano si�, �e regularyzacja taka b�dzie dawa�
dobre wyniki w przypadku �le uwarunkowanej numerycznie
estymacji parametrów modeli fizyko-matematycznych
charakteryzuj�cych si� trudn� do redukcji struktur� oraz 
�regularnym� rozk�adem warto�ci elementów wektora
parametrów. Przyk�adem obiektów o tego typu w�a�ciwo�ciach s�
np. systemy o parametrach roz�o�onych opisywane modelami o
parametrach skupionych.

W�a�ciwo�ci nieliniowej wersji metody Tichonowa-Phillipsa
porównano ze standardowymi algorytmami Gaussa-Newtona i
Levenberga-Marquardta oraz zaproponowano metod� ��cz�c�
regularyzacj� LM i TP. Badania przeprowadzone zosta�y za
pomoc� metody Monte Carlo. Ich wyniki pokazuj�, �e w 
przypadku modeli nieliniowych zawieraj�cych parametry s�abo
okre�lone przez dane pomiarowe i jednocze�nie charakteryzuj�ce
si� �regularnym� rozk�adem warto�ci w wektorze parametrów,
najlepsze wyniki daje metoda Tichonowa-Phillipsa. Wynika to w 
pierwszym rz�dzie z postaci mechanizmu regularyzacji, który
uwzgl�dnia aprioryczn� wiedz� o parametrach. Metoda Gaussa-
Newtona nie by�a zbie�na w analizowanym przypadku z powodu 
z�ego uwarunkowania odwracanej macierzy. Po��czona metoda 
LMTP nie wnios�a w porównaniu z TP istotnych korzy�ci.

Podsumowuj�c, w referacie pokazano, i� w pewnych
sytuacjach zaproponowana nieliniowa wersja regularyzacji
identyfikacji parametrycznej metod� Tichonowa-Phillipsa posiada
lepsze, w porównaniu z przeanalizowanymi metodami,
w�a�ciwo�ci metrologiczne w pomiarach po�rednich. Dotyczy to 
analizowanej klasy modeli, tzn. modeli fizyko-matematycznych o 
trudnej do redukcji strukturze i regularnym rozk�adzie warto�ci w 
wektorze parametrów. Uzyskane wyniki obrazuj� znany
mechanizm poprawy dok�adno�ci pomiarów b�d�cej efektem
uwzgl�dnienia apriorycznej wiedzy o badanym obiekcie.
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