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Streszczenie

W  referacie przedstawiono modyfikacj¢ regularyzacji Tichonowa-
Phillipsa (TP) przystosowujaca ja do estymacji parametrow modeli
nieliniowych Zle uwarunkowanych numerycznie. Zaproponowane
podejscie poréwnano z metodami Gaussa-Newtona (GN), Levenberga-
Marquardta (LM) oraz metoda taczaca LM z TP (LMTP). Analizg
wilasciwosci czterech zaimplementowanych algorytméw przeprowadzono
metoda Monte Carlo. Pokazata ona, ze w przypadku identyfikacji modeli
nieliniowych zawierajacych parametry slabo okreslone przez dane
pomiarowe i jednoczes$nie charakteryzujace sig ,,regularnym” rozktadem
wartos$ci w wektorze parametréw, najlepsze wyniki daje estymacja metoda
Tichonowa-Phillipsa.

Stowa kluczowe: regularyzacja estymacji, algorytm Levenberga-
Marquardta, metoda Tichonowa-Phillipsa

Regularized identification of complex
objects described by nonlinear models

Abstract

In the paper a modification of the Tikhonov-Phillips regularisation
enabling the estimation of parameters of numerically ill-conditioned
nonlinear models is presented. This approach was compared with the
Gauss-Newton (GN) and Levenberg-Marquardt (LM) methods, as well as
with a method combining LM with TP one (LMTP). The analysis of the
four computer-implemented algorithms was done by the Monte Carlo
simulations. They have shown that the result of identification of a
nonlinear model possessing weakly defined, however “regularly”
distributed parameters, is the most accurate when using the Tikhonov-
Phillips method.

Keywords: regularized estimation, Levenberg-Marquardt algorithm,
Tikhonov-Phillips method

1. Wprowadzenie

Wiele z otaczajacych cztowieka obiektow ma wysoce ztozona
strukturg i cechuje si¢ wieloscia, réznorodnoscia i nieliniowoscia
zachodzacych w nich zjawisk. Podstawowym narzgdziem
poznania ich budowy i dziatania sa pomiary, w szczegdlnosci
pomiary posrednie wykorzystujace modele matematyczne, ktore
wiaza rejestrowane sygnaly z wewngtrznymi wlasciwosciami
obiektow. Tak realizowane pomiary posrednie sprowadzaja si¢ do
identyfikacji  parametrycznej  wykorzystujacej  algorytmy
numeryczne. Ztozono$¢ struktury badanych obiektow i
nieliniowo$ci zachodzacych w nich zjawisk powoduja, ze
estymacja parametrow jest zazwyczaj zle uwarunkowana
numerycznie.

W celu poprawy uwarunkowania numerycznego stosowane sa
metody regularyzacji, wykorzystywane przede wszystkim w
zadaniach odtwarzania sygnatéw pomiarowych i analizie danych
wielowymiarowych. Sama nazwa operacji nawiazuje do nadania
poszukiwanemu rozwiazaniu bardziej ,regularnej” formy w
przeciwienstwie do efektu uzyskiwanego bez niej, kiedy to
rozwiazanie jest zdominowane przez propagujacy i wzmocniony
szum pomiarowy. Regularyzacja estymacji parametrow modeli
obicktow  fizycznych  jest rzadziej spotykana, a do
najpopularniejszych metod naleza regresja grzbietowa (RR) i
regresja sktadnikow glownych (PCR). Metody te jednak zakladaja
liniowo$¢ modelu pod wzglgdem parametrow.

Na poczatku niniejszego referatu przedstawiono metodg
Levenberga-Marquardta stuzaca regularyzacji identyfikacji
nieliniowych  modeli  obiektéw  ztozonych.  Nastgpnie
zaproponowano zastosowanie metody Tichonowa-Phillipsa w
przypadku identyfikacji modeli o parametrach skupionych
opisujacych przestrzenny (lub inny) rozklad uwzglednionej
wielkoséci fizycznej. Poniewaz oryginalna metoda Tichonowa-
Phillipsa jest liniowa, dokonano jej modyfikacji umozliwiajacej
estymacje nieliniowa. Dodatkowo wyprowadzony zostal wzor na
zregularyzowana estymacj¢ parametrow modeli nieliniowych
faczaca w sobie metody Levenberga-Marquardta i Tichonowa-
Phillipsa. Przedstawiono tez badania symulacyjne demonstrujace
efekt zastosowania omoéwionych metod do estymacji parametréw
dobranego specjalnie w tym celu modelu nieliniowego.

2. Metody regularyzacji estymaciji

Przypadki ztego uwarunkowania numerycznego estymacji maja
miejsce w sytuacjach, gdy wyznacznik odwracanej macierzy
informacyjnej jest bliski zeru, co przektada si¢ na bardzo duza
warto$¢ liczby uwarunkowania, czyli stosunku jej najwigkszej
warto$ci osobliwej do warto$ci najmniejszej. Obliczane wtedy
estymaty sa wyjatkowo wrazliwe na zaktdcenia zawarte w danych
pomiarowych. Regularyzacja polega na zastapieniu zagadnienia
oryginalnego problemem przyblizonym, ktérego rozwiazanie jest
znaczaco mniej wrazliwe na bledy.

Mozna wyr6zni¢  kilka podstawowych  mechanizmow
uwzglednianych w algorytmach numerycznych i dajacych efekt
regularyzacji odtwarzania sygnatéw [8]. Naleza do nich: dobor
przedziatu dyskretyzacji ciaglego modelu matematycznego,
metody wariacyjne, parametryzacja odtwarzanych sygnatow,
uwzglednienie wielkosci charakteryzujacych poziomy
niepewnosci, wczesniejsze zakonczenie dziatania algorytméw
iteracyjnych czy zastosowanie ograniczen w dziedzinie
transformacji rekonstruowanego sygnatu.
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Typowe podejscie do regularyzacji estymacji polega na
uzupehieniu minimalizowanej funkcji kryterialnej 7 o czynnik
kary Q zalezny od wektora parametrow. Daje to nastgpujaca
postaé zregularyzowanej funkcji kryterialnej:

V,(0)=7(0)+k(6), (1)

gdzie k jest skalarnym wspotczynnikiem regularyzacji. Zaleta
regularyzacji jest poprawa identyfikowalno$ci modelu bez
potrzeby modyfikacji jego struktury, a wada wzrost zlozonoS$ci
obliczeniowej 1 pojawienie si¢ obciazenia estymatorow.
Minimalizujac Vy (8) uzyskuje sig obciazony estymator

~

0, = argmein V.(0). ()

ktorego obciazenie by mozna oszacowac linearyzujac Vy poprzez
rozwinigcie w szereg Taylora. Dane jest ono zalezno$cia [4]:

—1
b, =—k(H, +kH,)'V,Q, 3)
gdzie macierze hessianu H 1 gradient V sa okreslone nastgpujaco:

oV H 0°Q

B B e
" 00"00" % 00700’

VO=—: ¢
0 20 4

Obciazenie rosnace wraz ze wspotczynnikiem k jest cena za
uzyskiwane wtedy zmniejszanie si¢ wariancji Sz. Macierz
kowariancji dana jest ogélnym wzorem [4]:

S,=(H, +kH,) 'P(H, + kH, )",

P=E(V,7-VIV) ©

2.1. Metoda Levenberga-Marquardta (LM)

Algorytm zregularyzowanej estymacji zaproponowany przez
Levenberga i Marquardta [5], [6], [7] jest w istocie nieliniowa
wersja regresji grzbietowej — metody stosowanej w przypadku
modeli liniowych [2], [3]. Uzyty czynnik kary uwzglednia réznicg
w L* migdzy estymowanym wektorem parametrow @ a
wybranymi warto$ciami @, ktorymi moga by¢ np. parametry
typowego punktu pracy systemu (w regresji grzbietowej
przyjmuje si¢ 0'=0). Wtedy funkcja kryterialna V,, przyjmuje
postac:

2

(6)

Viu ®)=3ly— v, @) +54fo—0

gdzie y jest wektorem danych pomiarowych, a y,, jest wyjsciem
modelu. Przyréwnanie do zera gradientu zregularyzowanej
funkcji kryterialnej potaczone z lokalna linearyzacja modelu
pozwala na wyprowadzenie wzoru rekurencyjnego, w ktorym w
i+1 kroku obliczen wykorzystuje si¢ dane uzyskane w kroku i:

8., =0, +[X"(0,)x(0, }+ k1] x7(6, k@, ). @

gdzie parametr y kontroluje dtugos$¢ kroku, X=0y,/00, a € to
rezydua. Warto$¢ wspotczynnika regularyzacji k£ mozna zmienia¢
w kazdej iteracji, w zaleznos$ci od uzyskanego efektu [11].

W metodzie tej, zgodnie ze wzorami ogoélnymi, przyblizone
zalezno$ci na obciazenie wektora estymatorow i jego macierz
kowariancji sa nastgpujace:

b,, ~—k(X'X+k)'(0,-0").
S, 2o (XX + M) XX(X"X+M)" . ©)

2.2. Metoda Tichonowa-Phillipsa (TP)

Metoda zaproponowana przez Phillipsa i Twomeya [10], [13],
[12] do regularyzacji odtwarzania sygnatlow, zwana jest tez
regularyzacja Phillipsa-Twomeya lub Tichonowa-Millera [11],
[9]. W przypadku parametrycznej identyfikacji modelu jej
zadaniem  begdzie zapewnienie ,regularnosci”  rozkladu
sasiadujacych estymatorow. Czynnik kary otrzymuje sig
wymnazajac operator macierzowy D przez wektor estymowanych
parametréw. Funkcja kryterialna Vyp przyjmuje wtedy postaé:

Vi (0) =3y =y, O +37DO]". o)

Zazwyczaj macierz D jest  dyskretnym  operatorem
rézniczkowania n-tego stopnia, niezaleznym od 6. Wymusza ona
»gladkos§¢” estymowanego wektora poprzez minimalizacj¢ réznic
pomigdzy kolejnymi jego elementami. W przypadku pierwszej
pochodnej

I -1 0 0 O
0o 1 -1 0 O
D=|--- v o oo s | (11)
o 0 o0 - 1 -1
0 0 0 - 0 0]

W celu wyprowadzenia wzoru na obliczenia iteracyjne w
przypadku zregularyzowanej estymacji parametrow modelu
nieliniowego nalezy dokonaé, analogicznie jak w przypadku
regresji grzbietowej, linearyzacji modelu. Przyréwnujac gradient
funkcji kryterialnej do zera uzyskuje si¢ wzdér na iteracyjne
oszacowywanie estymatora parametrow:

ém = éi +/J[XT (ét)x(ét)+ 7DTD}1 . (12)
'[XT (éi)s(éi)_ 7DTD61']'

W metodzie Tichonowa-Phillipsa przyblizone zalezno$ci na
obciazenie wektora estymatoréw i jego macierz kowariancji dane
s nastgpujaco:

b, ~—y(X"X+D'D)'D'DO,,  (13)
S, ~02(X"X+;D™D) X"X(X"X+D'D]" (14)

2.3. Potaczenie metod LM i TP

Modyfikacje¢ kierunku poszukiwania minimum funkcji
kryterialnej, poprawg uwarunkowania numerycznego i
.wygladzanie” wektora estymowanych parametrow mozna
uzyska¢ laczac opisane wczesniej metody LM i1 TP. Funkcja
kryterialna przyjmuje wtedy postac:

2

Voo =y =3O 7100 + [ Koo

. (15)
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Linearyzujac ponownie model i przyréwnujac gradient funkcji
kryterialnej do zera otrzymuje sig:

0,, =0, +1[X"(0,)X(0,)+ D'D+A|"-
) [XT (61‘ )5(01' ) - 7DTD01‘ ]

Posta¢ wyrazen na obciazenie i macierz kowariancji tak
zregularyzowanego estymatora jest analogiczna do poprzednich:

(16)

b ~—(X"X + AL+ D™D -

k0, -0°)+ D8, ], an

S, = 02 (X"X+ K +D'D) ' X"X-

(18)
(X"X+K1+D™DJ".

3. Badania symulacyjne algorytmoéw

Whasciwosci  standardowej metody Gaussa-Newtona (GN),
metody Levenberga-Marquardta (LM) i dwoch zaproponowanych
nieliniowych wersji algorytmoéw regularyzacji, tj. metody
Tichonowa-Phillipsa (TP) oraz potaczonej metody Levenberga-
Marquardta i Tichonowa-Phillipsa (LMTP) poréwnano na drodze
symulacji komputerowych przeprowadzonych w $rodowisku
Matlab.

W pierwszej kolejnosci, wykorzystujac odpowiednio dobrany
nieliniowy model matematyczny ,identyfikowanego obiektu
fizycznego”, wygenerowano syntetyczne dane pomiarowe.
Struktura modelu, wartoéci jego parametréw 0 oraz charakter i
zakres sygnalu wejSciowego u powoduja, ze estymacja
parametrow modelu na podstawie zaszumionych danych
pomiarowych jest zle uwarunkowana numerycznie. Wyjscie
modelu y,, opisane jest nast¢gpujaco:

Y, :iaj(9j+u)’, (19)
=1

gdzie wspotczynnik a nie jest identyfikowanym parametrem lecz
znang stala. W przedstawionym modelu warto$¢ o ustalono na
0.5, dzigki czemu wplyw parametrow o rosnacych numerach na
wyjsécie jest coraz mniejszy i tym samym staja si¢ one coraz
trudniej identyfikowalne (pierwszy czynnik sumy przemnozony
jest przez 0.5, a dziesiaty przez ok. 0.001). Wejécie u narasta
liniowo od 0 do 0.5, a dane pomiarowe uzyskano dla przyrostow
0.01, co daje 51 symulowanych punktow pomiarowych. Zakres u
i wysokie potegi przy ostatnich sumowanych sktadnikach
powoduja, ze wpltywy stojacych tam parametrow staja si¢ coraz
bardziej wspotliniowe. Ostateczne dane wyjsciowe y obliczano
sumujac wyjscie modelu y, z wygenerowana realizacja szumu
bialego o odchyleniu standardowym réwnym 1% wartoSci
maksymalnej y,. Poniewaz metoda Tichonowa-Phillipsa
predestynowana jest do ,wygladzania” rdéznic estymat
parametréw umieszczonych obok siebie w wektorze 0, wartosci
prawdziwe 0, podczas generacji dobrano zgodnie z ta przestanka.

Po zaimplementowaniu wymienionych algorytmow
wyznaczono liczby uwarunkowania numerycznego odwracanych
w poszczegdlnych metodach macierzy, czyli odpowiednio GN:
X'X), LM: X'X+i), TP: (X'X+yD'D) i LMTP:
(X"X+kI+yD D).

Do symulacyjnej oceny algorytméw zastosowano metode
Monte Carlo. W tym celu 10000 razy powtdrzono procedurg
estymacji parametrow powyzszymi metodami (poza GN),
stosujac wektor startowy 0,~0.2-1. Za kazdym razem generowana
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byla nowa realizacja szumu bialego i sumowana z wyjsciem
modelu. Dane te uzywano do obliczenia estymatoréw 0;,, O7p 1
0urp. Dla kazdej z metod, korzystajac z 10000 wektoréw estymat
i znanych wzoréw, oszacowano wartosci oczekiwane i odchylenia
standardowe estymatorow. Roznice miedzy obliczonymi
warto$ciami §rednimi i prawdziwymi uzytymi do generacji
danych daja oszacowanie obcigzenia estymatorow.

Wynik estymacji zalezy od warto$ci wspolczynnikow
regularyzacji k£ 1 y. Podczas badan metoda Monte Carlo tak
dobrano wartosci tych wspolczynnikow, aby osiagna¢ minimum
a’ posteriori btedu sredniokwadratowego estymacji. Sytuacja taka
obrazuje optymalne wiasciwosci badanych algorytmoéow. Btad
sredniokwadratowy zdefiniowany jest jako warto$¢ oczekiwana
kwadratu odlegtosci migdzy wektorem estymat parametréw i ich
wartosciami prawdziwymi w L2 (11, [3], [7]:

A 2
Dy = E|p, —90H2 =trS,+blb,. (0)

Pierwszy sktadnik powyzszej sumy ($lad macierzy kowariancji)
charakteryzuje btad losowy estymacji, a drugi — wynikajacy z
obciazen blad systematyczny.

4. Wyniki symulacji i ich analiza

Wyniki analizy wlasciwo$ci omoéwionych metod estymacji
parametréw przedstawionego modelu nieliniowego zebrano w
Tab. 1. W trakcie symulacji metoda Monte Carlo okreslono a’
posteriori optymalne wartosci wspolczynnikow regularyzacji
(poza metoda GN, ktéra nie wykorzystuje regularyzacji)
minimalizujace btad $redniokwadratowy estymacji.

Sposréd  czterech  analizowanych  metod  najbardziej
problematyczny okazat si¢ algorytm Gaussa-Newtona zalecany do
estymacji parametrow typowych modeli nieliniowych. Juz przy 5
sktadnikach wchodzacych w sklad modelu (a tym samym 5
parametrach) nie byt on zbiezny, a tym samym nie mogt by¢
uwzgledniony w pelnych badaniach przeprowadzonych na
modelu z 10 parametrami. Oszacowano jedynie liczbg
uwarunkowania numerycznego odwracanej w tej metodzie
macierzy i rzad $ladu macierzy kowariancji, ktére wynosza
odpowiednio 3-10" i 10'". Liczby te wyjasniaja, dlaczego
algorytm GN nie radzit sobie z estymacja 10 parametréw na
podstawie zaszumionych danych pomiarowych.

Tab. 1. Wlasciwos$ci metod estymacji parametrow modelu nieliniowego.
Tab. 1. Properties of the methods for parameter estimation of the nonlinear model.

Metoda estymacji GN LM TP LMTP
Wspotezynnik ot | s | =2:107,
regularyzacji — |[=3107 =210 »=1.5-10"

Liczba uwarunkowania 310°| 710 3.10* 3-10*
numerycznego
Blad systematyczny || 37,101 | 42:10% | 4.9-107
(b'b)
qud lOSOWy 14 101 102 102
(trS) 10 3.7-10" | 4.2-10 4.7-10

Pozostate trzy metody, LM oraz zaproponowane w referacie
nieliniowa wersja TP i potaczenie LMTP, posiadaja wbudowany
mechanizm poprawiajacy uwarunkowanie numeryczne estymacji,
co przetozyto si¢ na znaczna redukcje liczby uwarunkowania
odwracanych macierzy (do rzedu 10%) i zmniejszenie $ladu
macierzy kowariancji (do rzedu 10™" dla LM i 107 dla pozostatych
dwoch). Regularyzacja  wprowadzita jednak  obciazenia
estymatorow, ktorych miary (dla przyjetych w symulacjach
warto$ci wspotczynnikow regularyzaciji) sa tego samego rzgdu, co
slady macierzy kowariancji. Wynika stad, ze Dbilad
sredniokwadratowy estymacji metoda TP byt o rzad mniejszy niz
metoda LM, co jest rownoznaczne z wigksza doktadnoscia
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oszacowania parametréw modelu uzyskiwanej metoda TP. W
przypadku metody LM wynik estymacji zalezy dodatkowo od
doboru startowego wektora parametrow, co jest kolejna wada tego
podejscia. Potaczona metoda LMTP nie przyniosta w kontekscie
doktadnos$ci pomiaru posredniego zadnych istotnych korzysci.

D
0.9}
0.8
>
o o7
]
2
=
s 0.6
05 O Dane pomiarowe
' — Model LM
----- Model TP
04 =-= Model LMTP
q

0.3

0 0.05 01 015 02 025 03 035 04 045 05
Wejscie u

Rys. 1. Model nieliniowy dopasowany metodami LM, TP i LMTP do

syntetycznych danych pomiarowych.

Fig. 1. Nonlinear model fitted to synthetic measurement data by the LM, TP and

LMYP methods.

Na Rys. 1 pokazano dopasowanie modelu nieliniowego do
syntetycznych ~ danych  pomiarowych  uzyskane trzema
zregularyzowanymi metodami estymacji. Jako$¢ dopasowania
okreslona przez blad sredniokwadratowy rezydudw byla w tych
przypadkach prawie identyczna (3.5-107), co pokazuje, ze nie
moze by¢ ona kryterium oceny doktadnosci pomiaru posredniego.

0.8
0.7
* o)
0.6
= x o
£ 8 * e ©
g &
8 0.5¢ a s o
3 o o
2 0.4 m g8 B o
g . .
S 0.3
Wartosci prawdziwe x
Estymaty LM
0.2 Estymaty TP
Estymaty LMTP
01 x . L .
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Numer parametru

Rys. 2. Przykladowe wyniki estymacji parametrow modelu nieliniowego metodami
LM, TP i LMTP.

Fig.2. Exemplary results of estimation of nonlinear model parameters by the LM,
TP and LMTP methods.

Wiasciwosci estymacji poszczegoélnych parametrow trzema
analizowanymi algorytmami zobrazowane sa na Rys. 2.
Widoczne jest o wiele lepsze oszacowanie uzyskane metodami TP
i LMTP w pordéwnaniu z LM, co w tych przypadkach wynika z
mniejszego o rzad btedu $redniokwadratowego estymacji. Warto
zauwazyC¢, ze w metodzie LM estymaty stabo okreslonych
parametrow o wysokich numerach pozostaty w poblizu wektora
startowego (o warto$ciach 0.2), co zostatlo zrekompensowane
przez zawyzenie estymat ,,Srodkowych” zwiazanych z podobnymi
przebiegami wektorow wrazliwosci. Odwrotnie, mechanizm
zawarty w regularyzacji Tichonowa-Phillipsa powodowat
,»przyciaganie” estymat parametrow stabo okreslonych w poblize
estymat sasiednich, co zaowocowato o wiele mniejszym bledem
systematycznym (a takze losowym — patrz Tab. 1).

5. Podsumowanie i wnioski

Celem referatu bylo przedstawienie modyfikacji regularyzacji
Tichonowa-Phillipsa  przystosowujacej ja do  estymacji
parametréw modeli nieliniowych oraz analiza wlasciwosci tej
metody. Spodziewano sig, ze regularyzacja taka bedzie dawaé
dobre wyniki w przypadku Zle uwarunkowanej numerycznie
estymacji parametrow modeli fizyko-matematycznych
charakteryzujacych si¢ trudna do redukcji struktura oraz
»regularnym”  rozkladem  wartosci  elementdéw  wektora
parametréw. Przyktadem obiektow o tego typu wiasciwosciach sa
np. systemy o parametrach roztozonych opisywane modelami o
parametrach skupionych.

Whasciwosci nieliniowej wersji metody Tichonowa-Phillipsa
poréwnano ze standardowymi algorytmami Gaussa-Newtona i
Levenberga-Marquardta oraz zaproponowano metod¢ taczaca
regularyzacj¢ LM i TP. Badania przeprowadzone zostaly za
pomoca metody Monte Carlo. Ich wyniki pokazuja, ze w
przypadku modeli nieliniowych zawierajacych parametry stabo
okreslone przez dane pomiarowe i jednocze$nie charakteryzujace
si¢ ,,regularnym” rozktadem wartosci w wektorze parametrow,
najlepsze wyniki daje metoda Tichonowa-Phillipsa. Wynika to w
pierwszym rzedzie z postaci mechanizmu regularyzacji, ktory
uwzglednia aprioryczng wiedzg o parametrach. Metoda Gaussa-
Newtona nie byla zbiezna w analizowanym przypadku z powodu
ztego uwarunkowania odwracanej macierzy. Potaczona metoda
LMTP nie wniosta w pordwnaniu z TP istotnych korzysci.

Podsumowujac, w referacie pokazano, iz w pewnych
sytuacjach zaproponowana nieliniowa wersja regularyzacji
identyfikacji parametrycznej metoda Tichonowa-Phillipsa posiada
lepsze, w pordéwnaniu z przeanalizowanymi metodami,
wlasciwosci metrologiczne w pomiarach posrednich. Dotyczy to
analizowanej klasy modeli, tzn. modeli fizyko-matematycznych o
trudnej do redukcji strukturze i regularnym rozkladzie wartosci w
wektorze parametrow. Uzyskane wyniki obrazuja znany
mechanizm poprawy dokladno$ci pomiaréw bedacej efektem
uwzglednienia apriorycznej wiedzy o badanym obiekcie.
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