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Klamie

Streszczenie. Podajemy przyktady paradoksow z réznych epok, poczynajac od starozytnego
paradoksu klamcy do paradokséw Russella.
Stowa kluczowe: paradoks, logika matematyczna

1. Wstep

Ludzie od czasow, gdy zaczeli mysle¢ abstrakcyjne, natrafiali na problemy trudne do rozwigzania
— niektére z nich wydawaly sie by¢ nierozwiazywalnymi, prowadzacymi do sprzecznosci, niezgodnymi
z doswiadczeniem zyciowym. Starozytni Grecy nazywali je paradoksami. Stowo paradoks, pochodzace
z greki, oznacza nieoczekiwany, nieprawdopodobny, zadziwiajgcy [5]. Najstarszy znany paradoks to paradoks
ktamcy. W uproszczonej wersji brzmi: ,Ktamie”. Prosimy czytelnika o ocene prawdziwosci tej wypowiedzi.

Przedstawimy dalej r6zne paradoksy pojawiajace sie wraz z rozwojem nauki i opiszemy préby ich
objasdnienia. Paradoksy bardzo czesto stymulowaly nauke do dalszego rozwoju, do tworzenia nowych
teorii czy wymogow precyzyjnych definicji i aksjomatéw, a niekiedy okazywaly sie by¢ latwiejsze do
objasnienia przy uzyciu nowych narzedzi naukowych. Paradoksy prowadzace do sprzecznosci (z reguly
— pozornej) nazywamy tez antynomiami. W niniejszej pracy wybralismy tylko kilka znaczacych historycznie
przykladow, kierujac sie subiektywnymi preferencjami autora. Wiele innych paradokséw mozna znalezé
w [1].

2. Paradoks ktamcy

Tworca tego paradoksu jest Epimenides z Krety, zyjacy na przelomie VII i VI w. p.n.e., jeden
z pierwszych znanych greckich filozoféow i poetéw. Znany jest jego cytat Kretericzycy zawsze ktamcy,
wstretne bestie, brzuchy bezczynne [6]. Nalezy pamietaé, ze sam Epimenides byl Kretericzykiem, i mimo ze
powyzszy cytat mozna traktowaé¢ w kategorii obelgi, postuzyl on do rozwazan nad jego prawdziwoscia
logiczna.

Zainspirowalo to innego filozofa greckiego Eubulidesa z Miletu (ok. IV w. p.n.e.) do sformulowania
paradoksu w wersji prostszej: Teraz ktamie. Czy powiedziatem prawde czy fatsz? [12]. Rozwazmy to zdanie,
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skracajac je do tytutowego ktamie. Jezeli zdanie jest prawdziwe, to znaczy, ze klamie, a zatem zdanie
jest falszywe. DoszliSmy do sprzecznosci i — w standardowym rozumowaniu — konczymy rozwazania.
Jednak popatrzmy jeszcze dalej: jesli zdanie ,klamie” jest falszywe, oznacza to, ze mowie prawde. Kazda
interpretacja logiczna prowadzi do sprzecznosci, co znaczy, ze stajemy przed nierozwigzanym problemem
logiki.

Paradoks ktamcy mimo bardzo prostej konstrukeji okazal sie¢ by¢ nadzwyczaj trudnym do rozwigzania.
Dopiero w 1933 roku polski logik Alfred Tarski zaproponowal jego rozwiazanie: [8], [9]. W pracach
o rozumieniu prawdy wykluczyl mozliwo$é uzywania zdan mowigcych o samych sobie, wprowadzajac dwa
poziomy jezyka: jezyk rzeczywisty (przedmiotowy, opisujacy rzeczywisto$é) i metajezyk (opisujacy jezyk
rzeczywisty). W tym sensie zdanie ktamie jest zdaniem z metajezyka probujacym opisaé rzeczywistosé,
czyli niepoprawnym, bez wartosci logicznej. Przyktadem prawidlowego uzycia jest metajezykowy zwrot:
Zdanie ,ktamie” jest prawdziwe, stwierdzajacy prawdziwosé zdania w jezyku rzeczywistym — to znaczy
klamstwo osoby je wypowiadajacej. Oczywiscie, dopuszczalny jest zwrot: Zdanie ,ktamie” jest fatszywe,
oceniajacy prawdomownos$é osoby je wypowiadajacej.

Rozwiazanie Tarskiego jest dos¢ powszechnie przyjete przez matematykow, natomiast wsrod filozofow
tocza sie dalej dyskusje na temat innych mozliwosci [11], 7], [10].

Paradoksowi ktamcy poswieciliémy tutaj wiele miejsca, poniewaz jest najbardziej znany, a przy tym
byt i jest przedmiotem licznych kontrowers;ji.

3. Paradoks Eulera

Leonhard Euler, XVIII-wieczny matematyk, byl jednym z twércéw nowoczesnej matematyki. W mlodym
wieku zainteresowal sie problemem zbieznosci szeregu

1-141-1+... (1)
o wyrazie ogdlnym (—1)"*! [4]. Grupujac parami wyrazy szeregu, otrzymal
1-1H+@1-1)4+---=04+0+---=0

, a z drugiej strony —
1-1-1))-1-1)+---=1-0-0—---=1.

Ktory wynik jest poprawny? Jednoczes$nie jesli oznaczamy sume naszego szeregu przez ¢, otrzymujemy
c=1-(1-141-1+...)=1-o0.

Wynika z tego réwnanie
oc=1—o0, czylio=1/2.

Zatem uzyskaliémy tutaj trzeci rezultat.

De facto tym samym zagadnieniem niemal 30 lat wczesniej zajmowal si¢ niezbyt znany matematyk
wtoski Guido Grandi, ktéry doszedl w podobny sposéb do tego samego wyniku, potwierdzajac go dodatkowo
obliczeniem sumy szeregu geometrycznego o ilorazie —1. Niekiedy szereg 1 —1+1—14 ... jest nazywany
szeregiem Grandiego.



W rzeczywistosci nie mamy tutaj zadnego paradoksu — po prostu szereg (1) nie jest zbiezny, co jest
konsekwencja warunku koniecznego zbieznosci szeregu: Jezeli szereg jest zbiezny, to jego wyraz ogdlny dgzy
do 0. Oczywiscie ciag (—1)"*! nie dazy do 0.

Za tego typu rozwazania nie ma powodu gani¢ mlodego Eulera, ktory pozniej wniodst potezny wktad
w rozwoj teorii szeregow, dochodzac do wielu wspaniatych wzorow [4].

Jako ciekawostke mozna wspomnieé, ze prowadzone sa badania nad sumowaniem (w niestandardowy

sposob) szeregow rozbieznych, a niektore rezultaty sa uzywane w fizyce.

4. Paradoks petersburski

Rozpatrzmy nastepujaca gre losowa: rzucamy w kasynie moneta tak dtugo, az wypadnie orzel. Jezeli
orzel wypadnie za n-tym rzutem, krupier wyptaca nam 2™ ztotych.

Zastanowmy sie, ile mozna zainwestowaé¢ w wejscie do gry? Jak sie domyslamy, powinnismy obliczy¢
wartos$¢ oczekiwang wygranej i — w zaleznosci od naszej sktonnosci do ryzyka — podjaé decyzje.

Mozliwe rezultaty w grze tworza ciag nieskoniczony, ktéry zapiszemy w ponizszej tabeli — wraz z
prawdopodobienistwem p,, uzyskania odpowiedniego rezultatu w n-tej probie i wartoscia wygranej wy,.

rezultat w grze O RO RRO RRRO
prawdopodobienstwo rezultatu p, 1/2 1/4 1/8 1/16
warto$¢ wygranej wy, 2 4 8 16
Pn X Wy 1 1 1 1

Ostatni wiersz tabeli postuzy nam do obliczenia wartosci oczekiwanej wygranej W w calej grze.

W:ipnan:ilzoo
n=1

n=1

Wartos¢ oczekiwana wygranej przy wielu probach dazy do nieskonczonosci. Czy zatem mozna ryzykowaé
i postawi¢ dowolna kwote, aby wejs¢ do gry? Rozsadek powinien podpowiedzie¢, ze nie warto. Nizej
wyjasnimy dlaczego.

Przedstawiony problem jest bardzo uproszczona wersja paradoksu petersburskiego, stworzonego przez
Nicolasa Bernoulliego (1687-1759) i badanego przez jego kuzyna Daniela Bernoulliego (1700-1782), profesora
matematyki w Petersburgu [2].

Najprostsze rozwiazanie paradoksu otrzymamy, jesli zastanowimy si¢ nad wyplacalnoscia kasyna:
wyplata nawet dla stosunkowo nieduzych n jest wysoka — na przyklad dla n = 64 uzyskamy kwote 264
(ponad 18 trylionéw), znana z opowiesci o szachach [13], ktorej na pewno zadne kasyno nie jest w stanie
wyptacié. Wartosé oczekiwana musi by¢ zatem dopasowana do realiéw i, przyktadowo, dla maksymalnej
wygranej 2'0 = 1024 wynosi 10.

Paradoks petersburski zainspirowal ekonomistéw do badai nad pojeciem uzytecznosci pieniadza.

5. Paradoks Russella

W roku 1874 niemiecki matematyk Georg Cantor zaczal badania nowego typu obiektow — zbiorow.
Teoria zbioréw przyjela w jezyku polskim nazwe teorii mnogosci. Cantor zaltozyl, ze dowolny zestaw
obiektéw moze utworzy¢ zbior, a zbiory moga by¢ elementami innych zbioréw. Szczegdlnie interesowalo go
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badanie zbioréw nieskoriczonych. Rezultaty, ktoére osiagnal, staly sie podstawami wspoétczesnej matematyki
ijej jezyka. Jednak z uwagi na wysoki poziom abstrakcji teoria mnogosci nie byta aprobowana przez wielu
znaczacych matematykow XIX wieku (Leopold Kronecker, Henri Poincaré). Probleméw z uznaniem teorii
mnogos$ci przysporzyly paradoksy:

e paradoks zbioru wszystkich zbiorow — Cantora,
e paradoks liczb porzadkowych — Buralego-Fortiego,
e paradoks Russella.

Tutaj zajmiemy sie tym ostatnim. W 1901 roku Bertrand Russell [3] badal zbior sktadajacy sie ze
zbioréw, ktoére nie sa swoimi elementami:

R={X:X¢X}

Nazwijmy R zbiorem Russella. Postawmy pytanie: Czy R jest swoim elementem?. Jezeli R € R, to
zgodnie z definicja zbioru Russella R ¢ R, wiec otrzymujemy sprzecznosé. Zgodnie z zasadami dowodzenia
wyciagamy wniosek, ze R nie jest swoim elementem, R & R, lecz oznacza to, ze spelniona jest definicja
zbioru Russella, czyli R € R. I znéw otrzymujemy sprzecznosc.

Zwr6émy uwage na to, ze podobne rozumowanie przeprowadziliSmy przy analizie paradoksu ktamcy.

Rozwiazaniem problemu byla rezygnacja z zalozenia, ze zbiér moze by¢ utworzony z dowolnych obiektow
— bedacego podstawa, tak zwanej wspotczesnie, naiwnej teorii mnogosci. Pomimo ze prowadzi ona do
paradokséw, przy zachowaniu odpowiedniej ostroznosci jest stosowana przez wiekszo$é matematykow.
Paradoksy znikaja, gdy wprowadzimy odpowiednie zasady tworzenia zbioréow, przykladowo: teorie typow
Russella, aksjomatyke Zermela-Fraenkla (uznawana za najpopularniejszy standard) czy aksjomatyke Von
Neumanna-Bernaysa-Godla.

6. Paradoks Berry’ego

Jedna z podstawowych wtasnosci liczb naturalnych jest zasada minimum: Kazdy niepusty podzbior
zbioru liczb naturalnych ma element najmniejszy. Jest ona rownowazna zasadzie indukcji matematycznej.

Autorem kolejnego paradoksu jest Bertrand Russell, zainspirowany pomystem G. Berry’ego, biblioteka-
rza z Oxfordu. Zachowujac idee Russella, przedstawimy pewnga wersje tego paradoksu.

Uzywajac co najwyzej 1000 znakow (liter i cyfr) jezyka polskiego, mozemy zapisa¢ tylko skonczona
ilog¢ liczb naturalnych, bo ilog¢ ciaggéw dhugosci nieprzekraczajacej 1000 jest ograniczona. Zatem mozemy
rozpatrywaé zbior L, czyli zbior wszystkich liczb naturalnych, do ktorych zapisu potrzeba co najmmniej
1001 znakow. Poniewaz jest to dopelnienie podzbioru skonczonego zbioru liczb naturalnych, zbiér L jest
niepusty, czyli — w mysl zasady minimum — ma element najmniejszy: liczbe [. Jednak wowczas powoduje
to, ze l jest najmniejszq liczbg naturalng, do ktorej zapisu potrzeba co najmniej 1001 znakow. Zwroémy
uwage, ze ostatnia fraza definiujaca [ zawiera mniej niz 1001 znakéw, co prowadzi do sprzecznosci.

Rozwiazanie paradoksu jest analogiczne do rozwigzania starozytnego paradoksu ktamcy: musimy
oddzieli¢ jezyk od metajezyka [3].
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