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W pracy zaproponowano modyfikacje algorytmu wygtadzania wyktadniczego, ktore
minimalizuja okreslone kryterium przy jednoczesnym zachowaniu struktury pierwotnego
sygnatu. Oceny przydatno$ci proponowanej metody dokonano wygladzajac thumiony
sygnat okresowy , zaktdcony szumem addytywnym o rozktadzie normalnym.
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1. WSTEP

Wygtadzanie jest jedng z metod cyfrowego przetwarzania sygnatdw, polegajaca na
estymacji wartoSci sygnalow w ustalonych chwilach na podstawie zaréwno
poprzednich, jak i nastgpnych obserwacji. W praktyce jest to zastgpienie wyrazow
danego szeregu, majacego przebieg nieregularny, innym o przebiegu gladszym, o
ktorym mozna przypuszczaC, ze lepiej reprezentuje istote zjawiska niz szereg
pierwotny. Model wyréwnania wykladniczego stanowi jeden z klasycznych juz
modeli wygladzania sygnatéw opracowany przez R. G. Browna [1]. W modelu
wyroéwnania wykladniczego oceng sygnalu y, w czasie t mozna przedstawic¢ jako
srednia wazong wartosci sygnalu z okresu poprzedniego y.; oraz najnowszej
obserwacji x,. Warto$ci ocen sygnatu wyznacza si¢ za pomoca nastgpujacej relacji:

y,=a-x,+(1-a)y,, t=l..n (1)
przy czym y, = xy, a zatem poczatkowa ocena sygnatu to warto$¢ najwczesniejszej
chronologicznie obserwacji x;,. Parametr a € (0, 1) jest nazywany stalg wygladzania.
W zalezno$ci od wielko$ci parametru wigksze znaczenie maja obserwacje biezace lub
poprzednie. Warto$ci parametru bliskie jedno$ci oznaczaja, ze wigkszy udziat maja
obserwacje najnowsze, natomiast warto$ci bliskie zera oznaczaja, ze wigksza wage
majg obserwacje okresu poprzedniego. Wartos¢ parametru o ustala si¢ zwykle metoda
doswiadczalng. Za najlepsza uznaje si¢ te wartos¢, dla ktorej otrzymuje si¢ najwicksza
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zgodno$¢ obserwacji empirycznych szeregu z wartoSciami teoretycznymi modelu [2].
W publikacji [3] pokazano, ze redukcja wariancji szumu dla wygladzania
wykladniczego, dla zaktocenia losowego {z;}, o wartosci przecigtnej zero E(z) = 0 i
wariancji V(z) = o°, wyraza sie wzorem:
2ogrE
" 2—a
gdzie: o' wariancja szumu wejciowego, ¢, wariancja szumu po wygladzaniu.
Z rownania (2) wynika, ze w wyniku wygladzania wykladniczego nastgpuje
redukcja wariancji szumu, ktorej wielko$¢ zalezna jest od statej wygladzania a. Im
mnigjsze staje si¢ a, tym wigksza jest osiggana redukcja szumu. Jednakowoz, im
mnigjsza jest warto$¢ a, tym wolniej system wygladzajacy odpowiada na zmiany
w sygnale wejSciowym.
Wygtadzanie wykladnicze mozna rowniez interpretowaé jako jednoogniwowy
filtr cyfrowy o nieskonczonej odpowiedzi impulsowej NOI. Rownanie réznicowe
opisujace tego typu filtry mozna zapisa¢ w postaci:

R Y 3)
k=1 m=0

Stad algorytmy wygladzania nosza nazwe cyfrowych filtrow wygtadzajacych.
Mozemy zatem okresli¢ charakterystyke czestotliwo$ciowsy takiego filtru [5], ktorg
dla filtru jednoogniwowego NOI, wspolczynniki zaleznosci (1) przyjmuja
odpowiednio warto$ci: M = 0, K = 1, b0 = a i al = (I-a), na podstawie czego
otrzymujemy charakterystyke czestotliwosciowsg wygtadzania wyktadniczego:

H(jow) = ‘ . “
1-(1-a)cos(w)+ j(1-a)sin(w)

Na podstawie powyzszej zaleznosci (4) mozemy wykresli¢ charakterystyki
amplitudowe 1 fazowe, dla roznych warto§ci parametru wygladzania a, w
unormowanym zakresie pulsacji 0 < @ < 7. Jak wida¢ na wykresie charakterystyki
amplitudowej (rys. 1) w miar¢ zmniejszania wartosci o, filtr wygladzania
wykladniczego zachowuje sig jak filtr dolnoprzepustowy.
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Rys. 1. Charakterystyka filtru wygtadzajacego: a) amplitudowa, b) fazowa [1]
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2. PROPOZYCJE MODYFIKACJI

Dany cigg probek sygnatu {x;! obarczonych addytywnym Zak%oceniem
losowym {n,}, o wartosci przecietnej zero E(n) = 0 i wariancji ¥(z) = ¢°, chcemy
zastapi¢ nowym ciggiem {y} tak by wyeliminowaé¢ szum, Jednoczesme
zachowujgc pierwotny sygnal. W tym celu tworzymy funkcjonat (5)-(8),
przypominajacy zalezno$¢ (1), w ktorym pierwszy skladnik odpowiada za
zgodno$¢ z sygnatem a drugi za usuwanie zaklocenia wedlug okreslonego

kryterium.
1. Minimalizacja wariancji przy zachowaniu zgodnosci z pierwotnym ciggiem.
N N
H=a) (y,-x) +(1-a)Y (¥, - )’ ®)
k=1 k=1
gdzie:

1 & N N
y f:NZ ~X= med{xk},fzzszka,izfz
k=1

2. Minimalizacja pierwszej pochodnej ciggu {y;}.

H=a3 (7, ~x,)" +(1-)X (3, ~,.)° ©)
3. Zgodno$¢ wartoSci ciq;;l {vi} 1 pierwszych I;{(ZJL:hodnych
H=ay (3, -5 +1-a)3 [0, -3 ) (s ~x, ) 0
4. Minimalizacja drlrllgich pochodnych. .
H = aZm 5 1) (0 23, +3,1)° ®)

k=1
Minimalizujac funkCJonal () wzglgdem y,, oraz podstawiajagc za ¥ - $rednia
arytmetyczng, otrzymujemy nast¢pujace wyrazenie :

1 N
ykza'xk+(1—a)'—2xk €)
NS
Dla przypadku drugiego minimalizujac funkcjonat (6) wzgledem y; otrzymamy
wyrazenie:
a(y, —x)+(1-a)2y; =y =) =0 (10)

oraz zakladajac, ze mozemy zastgpi¢ wyrazenie 0.5 (Vis;+vi))=0.5 (Xp+1TXk1)
otrzymamy:

:(l—a)-x,m+a-xk+(1—a)'xk_l 11)
, 2-a
Podobnie postgpujemy w pozostatych przypadkach.
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3. WYNIKI TESTOW

Proponowane metody (9) i (11) poddano testom, polegajacym na wygladzaniu
ciggu probek {x;}, wygenerowanych na podstawie thumionego sygnatu harmonicznego
{sit (12), przedstawionym na rys. 2, zakléconych szumem {n,}, o rozkladzie
normalnym (Gaussa), wartoéci przecietnej zero E() = 0 i wariancji V(n)=a,’, dla
nastepujacych wartosci odchylenia standardowego: o, = 0.25, ¢,= 1, ¢,= 4.

1

s - sygnal oryginalny

0.7 - X - sygnal zaklocomny
s; 04
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Rys. 2. Przebieg sygnalu oryginalnego {s,} oraz zakt6conego szumem o rozktadzie normalnym {x,}
xX=s+n
=x (47
s, =e Kk'sm(K'kj k € (1;100)

Oceny przedstawionej metody wygladzania, dokonano stosujgc kryterium
btedu $redniokwadratowego MSE (mean square error) zdefiniowanego wzorem:

N
MSE=-3%"(s, —, )’ (13)
NS

(12)

gdzie: s, -sygnal niezaktdcony; y; — sygnat po filtracji

Wyniki poszczegdlnych testow zebrano w tabeli 1. Analizujagc wyniki
poszczegblnych prob mozna stwierdzié, ze proponowane modyfikacje metody (9)
i (11) wygladzania wyktadniczego (1) daja mniejszy btad $redniokwadratowy w
wielu probach. Wynika to z faktu, ze w proponowanych algorytmach, zachodzi
kompromis migdzy zmniejszaniem wariancji zaklocenia, a  wiernym
odwzorowaniem sygnatu niezakloconego. Uzyskuje si¢ rowniez btad bardziej
niezalezny od statej wygladzania a.

Warto zauwazy¢, ze we przypadku gdy o = 0 to dla (9) otrzymamy: y, =X - co

odpowiada minimalnej wariancji szumu na wyj$ciu filtru. Natomiast dla a = I to
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Y, =X, - zachodzi maksymalna zgodno$¢ ciagu wyjsciowego z wejsciowym,

shuszna dla sygnatu nie zaszumionego.

Tabela 1. Wartosci btgdu sredniokwadratowego MSE poszczegdlnych metod wygtadzania

dla ré6znego poziomu zaktécenia w funkcji parametru o

Wygtadzanie Zmodyfikowane wygtadzanie | Zmodyfikowane wygtadzanie
wyktadnicze (1) (8) dla N = 3-punktow (10)
aa’| 0,25 1 4 0,25 1 4 0,25 1 4

0 0.442| 1.932 |9.077| 0.084 0.335 1.34 0.142 0.567 2.267

0.1 ]10.055| 0.196 |0.695] 0.085 0.34 1.36 0.124 0.495 1.979

0,2 10.048 | 0.162 | 0.628 0.09 0.359 1.434 0.107 0.427 1.707

0,3 10.054| 0.183 | 0.805| 0.098 0.391 1.565 0.092 0.366 1.465

0,4 10.065| 0.232 | 1.064 0.11 0.438 1.75 0.08 0.318 1.27

0,5 10.081| 0.301 | 1.38 0.125 0.499 1.992 0.072 0.287 1.148

0,6 10.101 | 0.388 | 1.751 0.144 0.573 | 2.288 0.071 0.285 1.138

0,7 10.127 | 0.493 |2.185| 0.166 0.662 2.64 0.081 0.324 1.296

0,8 | 0.16 | 0.618 | 2.69 0.192 0.764 | 3.048 0.107 0.428 1.713

0,9 10.201| 0.766 |3.283| 0.222 0.88 3.511 0.158 0.632 2.527

1.0 10.253| 0.944 |3.988| 0.254 1.01 4.029 0.248 0.991 3.963

(1]
(2]
(3]
(4]
(3]
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MODIFICATION ALGORITHM EXPONENTIAL AVERAGING FOR DISPOSAL

OF INTERFERENCE ADDITIVE

The paper proposes modifications to the exponential smoothing algorithm that

minimizes the defined sample while maintaining the structure of the original signal. Assess
the suitability of the proposed method has been damped periodic signal smoothing, additive
noise disturbed the normal distribution.



