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Pewna procedura stosowania liniowej 

wielowymiarowej analizy regresji do słabo 

uwarunkowanych danych eksperymentalnych

Streszczenie:  W artykule przedstawiono pewien nowy sposób obliczeń parametrów modelu regresji. 

Polega on na odpowiednim sprowadzeniu regresji wielowymiarowej do regresji dwuwymiarowej 

poprzez wprowadzenie tzw. zmiennych zastępczych. Dzięki temu można łatwo wykryć wadliwe 

wyrazy, które mogą występować w macierzy obserwacji, a także bez trudu zweryfikować liniowość 

modelu regresyjnego. Jest to istotne zwłaszcza w przypadku tzw. układów słabo uwarunkowanych. 

Sposób ten i jego walory przedstawiono na licznych elementarnych przykładach numerycznych.

Słowa kluczowe: analiza regresji, słabo uwarunkowane układy, zastosowania inżynierskie.

   

A certain method of multivariate regression analysis application to poorly conditioned 

experimental data

Summary: The article presents a new method of the regression model parameters calculation. The 

procedure consists in a suitable reduction of multivariate regression analysis to two-dimensional 

regression by means of creating so-called substitute variables. Due to that it is easy to detect 

defective elements which can exists in the observation matrix and linearity of regression model can 

be easily verified. This is especially essential in case of so-called poorly conditioned systems. The 

method and its advantages are presented in a lot of elementary numerical examples.

Keywords: regression analysis, poorly conditioned systems, engineering application.

1. Wprowadzenie
W badaniach eksperymentalnych dość często mamy do czynienia z sytuacją, gdy zależ-

ność pewnej mierzonej wielkości y od zbioru pewnej liczby p tzw. wielkości niezależnych 

x
1
, x

2
,..., x

p
 modelujemy za pomocą wielowymiarowej funkcji liniowej postaci:

  
(1)

Dysponujemy przy tym pewnym zbiorem wartości zmierzonych, tworzących tzw. ma-

cierz obserwacji postaci:

   (2)
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gdzie i = 1, 2,..., n zaś n jest liczbą obserwacji. Zagadnienie to jest powszechnie znane 

pod nazwą wielowymiarowej analizy regresji. Istnieje bogata literatura na ten temat, któ-

ra opisuje tę metodę głównie od strony teoretycznej, traktując związek (1) jako związek 

zmiennych stochastycznych [1–17]. Wartości optymalne nieznanych parametrów stałych 

b
µ
 (µ = 0, 1, 2,…, p), występujących w modelu (1) wyznacza się w powszechnie znany sposób 

wykorzystujący kryterium najmniejszej sumy kwadratów błędów [1, 16], zaś cała proce-

dura obliczeń doczekała się bogatego oprogramowania i jest doskonale znana [12, 13, 17]. 

Jednakże praktyczne stosowanie tej metody, zwłaszcza przy dość dużej liczbie zmiennych 

niezależnych (znacznej wartości liczby p), daje niejednokrotnie dość podejrzane wyniki. 

Dzieje się tak zwłaszcza wtedy, gdy wiemy, że określone parametry b
µ
 powinny przyjmo-

wać wartości dodatnie, zaś korzystając z obliczeń metody analizy regresyjnej otrzymuje-

my wartości ujemne. 

Dla przykładu, wiemy, że masy, stałe sprężystości czy współczynniki tłumienia w dy-

namice układów mechanicznych nie mogą przyjmować wartości ujemnych. 

Jak się wydaje, wymienić można trzy główne tego przyczyny:

pomiary niektórych wierszy macierzy obserwacji są obarczone zbyt dużym błędem 

(niektóre obserwacje są wadliwe),

równania uzyskane przez podstawienie poszczególnych wierszy macierzy obser-

wacji (2) do modelu (1) są częściowo liniowo zależne (tzw. słabe uwarunkowanie 

– dla n = p + 1 wyznacznik główny układu jest bliski zeru),

postać przyjętego modelu nie jest liniowa (jest inna niż równanie (1)).

Dla przykładu, wystarczy drobny błąd w jednej wartości zmiennej y funkcji y = 8x, aby 

uzyskać ujemną bądź dodatnią stałą b
0
 (por. rys. 1).

Rys. 1. Przykład wpływu drobnego błędu w jednej wartości zmiennej y funkcji y = 8x na wyniki regresji

Podobnie, jeśli funkcja y(x) jest nieliniowa (np. y = x2 ), uzyskuje się ujemną wartość 

stałej b
0
 (por. rys. 2).

a) b)
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Rys. 2. Przykład wpływu nieliniowości zależności y(x) na wyniki regresji

Jak widać, w przypadku dwuwymiarowym (p = 1) nie jest trudno zorientować się, który 

punkt (lub punkty) psują wyniki, a także czy przyjęty model liniowy może być stosowany. 

W tym celu wystarczy zwykła obserwacja wykresu zależności eksperymentalnej y(x) (dla 

przykładu z rysunku 1 od razu wiadomo, że punktem wadliwym jest punkt 21, uzyskany 

dla maksymalnej wartości zmiennej x, zaś dla przykładu z rysunku 2 od razu wiadomo, że 

zależność y(x) jest nieliniowa typu parabolicznego). Sytuacja komplikuje się dla przypad-

ku wielowymiarowego. Już dla p > 2 nie sposób jest stworzyć wykresów o odpowiedniej 

liczbie zmiennych, a tym samym łatwo ocenić, które punkty są wadliwe lub z jakiego ro-

dzaju nieliniowością mamy do czynienia. 

Dla przykładu dla funkcji dwuwymiarowej y(x
1
, x

2
) postaci:

   (3)

dla x
1 

= 1, 2,…, 8, przyjmując dodatkowo związek x
2 

= 3x
1 

, otrzymujemy macierz obser-

wacji postaci:

   

 (4)

 
21

3,04,06,0 xxy ++=
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Niestety, dla tej macierzy obserwacji, stosując profesjonalne oprogramowanie, nie 

otrzyma się zadanych wartości b
0 
= 0,6; b

1
= 0,4; b

2 
= 0,3. Zmienne x

1
, x

2
 są bowiem liniowo za-

leżne. Wprowadzenie drobnego błędu w przypadku chociażby jednej obserwacji (np. ob-

serwacji dla x
1
 = 7) powoduje, że wyniki są już możliwe do uzyskania, jednakże różnią się 

one znacznie od wartości występujących w funkcji (3) (por. rys. 3). Układ ten jest bowiem 

słabo uwarunkowany. W układzie takim drobna zmiana pojedynczej wartości istotnie 

wpływa na wyniki. Widać, że w rozpatrywanym przykładzie stałe b
1
,
 
b

2
 mogą być zarówno 

dodatnie, jak i ujemne.

A:matrix([1,3,1.9],[2,6,3.2],[3,9,4.5],[4,12,5.8],[5,15,7.1],[6,18,8.4],[7,21,9.7],[8,24,11])$

fpprintprec:4$

wyn:linear_regression(A);

expt: undefined: 0 to a negative exponent.

#0: 

linear_regression(dat=matrix([1,3,1.9],[2,6,3.2],[3,9,4.5],[4,12,5.8],[5,15,7.1],[6,18,8.4],[7,21,9.7],[8,24,11]),sel

ect=[])(C:\maxima-5.37.2\share\maxima\5.37.2_4_g0743c29_dirty\share\stats\stats.mac line 1277)

 -- an error. To debug this try: debugmode(true);

C:matrix([1,3,1.9],[2,6,3.2],[3,9,4.5],[4,12,5.8],[5,15,7.1],[6,18,8.4],[7,21.5,9.01],[8,24,11])$

D:matrix([1,3,1.9],[2,6,3.2],[3,9,4.5],[4,12,5.8],[5,15,7.1],[6,18,8.4],[7,21.5,10.02],[8,24,11])$

Rys. 3. Przykład wyników analizy regresji dla układu słabo uwarunkowanego (wg programu 
wxMaxima)
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W przypadkach wielowymiarowych (p > 2) trudno jest określić punkty wadliwe, które 

mogą mieć dla układów słabo uwarunkowanych istotne znaczenie. Oczywiście istnieją 

odpowiednie statystyki, na podstawie których daje się to ocenić również w procedurach 

wielowymiarowych analiz regresji [1, 4, 6].

W niniejszej pracy przedstawiono m.in. sposób łatwego wykrywania takich punk-

tów. Polega on na odpowiedniej redukcji liczby zmiennych niezależnych występujących 

w modelu liniowym postaci (1). Wykazano, że liczbę zmiennych niezależnych można zre-

dukować do pojedynczej zmiennej zastępczej X, co pozwala na wizualną ocenę rozrzutu 

punktów pomiarowych na podstawie wykresu D2 zależności Y(X), gdzie Y jest zastępczą 

zmienną zależną. Ponadto stosowanie tego sposobu umożliwia dość łatwe zweryfikowa-

nie postulatu liniowości modelu regresji.

2. Sposób redukcji

Podstawiając dane dowolnej macierzy obserwacji postaci (2) do równania liniowego 

(1), otrzymuje się ciąg n równań algebraicznych postaci:

    (4)

 

gdzie ε
i
 są pewnymi nieznanymi błędami, z jakimi powyższe równania są spełnione 

poprzez wartości macierzy obserwacji. 

Wykonując odejmowanie y
i
 – y

1
 kolejno dla i = 2, 3,..., n, otrzymuje się układ n − 1 rów-

nań postaci:

 (5)

gdzie ∆ oznacza różnicę odpowiednich zmiennych. Następnie dzieląc równanie (5) 

przez zmienną ∆x
1i

 kolejno dla każdego i = 2, 3, 4,..., n, otrzymuje się układ n − 1 równań 

postaci:

   (6)

Układ równań (6) można zapisać w postaci:

   (7)

gdzie nowe zmienne Y
i
, X

2i
, Z

3i
,..., X

pi
 są zdefiniowane wzorami:

   (8)
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1121211101
ε+++++= ppxbxbxbby L

 

.........................................................

22110 ipipiii xbxbxbby ε+++++= L
 

npnpnnn xbxbxbby ε+++++= L
22110  

ipipiii xbxbxby ε∆+∆++∆+∆=∆ L
2211

.

111

3

3

1

2

21

1 i

i

i

pi

p

i

i

i

i

i

i

xx

x
b

x

x
b

x

x
bb

x

y

∆

∆
+

∆

∆
++

∆

∆
+

∆

∆
+=

∆

∆ ε
L

ipipii bXbbY δδ ++++= L
221

i

i
i

i

i
i

i

i
i

xx

x
X

x

y
Y

111

     ,     ,
∆

∆
=

∆

∆
=

∆

∆
=

ε
δν

ν

Ksi ga1.indb   31 2017-03-29   13:19:49



Maciej Kulisiewicz, Stanisław Piesiak

32

przy czym ν = 2, 3,..., p. Nowe zmienne Y, X są zmiennymi zastępczymi. Jak można za-

uważyć, liczba zmiennych niezależnych uległa redukcji z p do p – 1. Wyjściowy układ n 

równań postaci (4) można więc zastąpić układem n – 1 równań postaci (7), w którym liczba 

niewiadomych i zmiennych niezależnych jest o jeden mniejsza. 

W ten sposób można dalej postępować sukcesywnie, aż do uzyskania dowolnie małej 

liczby zmiennych niezależnych w równaniu regresji, a szczególności do uzyskania postaci 

dwuwymiarowej: 

   (9)

3. Przykłady numeryczne dla p = 2

Przedstawiony powyżej sposób został sprawdzony na kilku przykładach układów do-

brze uwarunkowanych i słabo uwarunkowanych. W pierwszym przykładzie utworzono 

macierz obserwacji B za pomocą funkcji liniowej postaci:

    (10)

Wartości zmiennej niezależnej x
1 

zmieniano w przedziale od 0,1 do 2,1, równomiernie 

z krokiem kwantowania 0,1. Przyjęto więc, że macierz B ma 21 wierszy (i = 1, 2,..., 21) i trzy 

kolumny: x
1
,
 
x

2
, y. Wartości zmiennej x

2
 zadano tak, aby uzyskać częściową niezależność 

zmiennych x
1
,
 
x

2
 (por. rys. 4). Dla tak przyjętych wartości zmiennych x

1
, x

2 
obliczono war-

tości wyrazów kolumny y dokładnie według funkcji (10). W ten sposób w przykładzie tym 

powinno się uzyskać idealnie dokładne wartości stałych b
0
,
 
b

1
, b

2
. Przyjęto więc następu-

jącą postać macierzy B:

B = ([0.1,0.05,3.05],[0.2,0.09,4.57],[0.3,0.13,6.09],[0.4,-0.17,3.19],[0.5,-0.13,4.71], (11) [0.6,-0.09,6.23], [0.7,-

0.05,7.75],[0.8,-0.01,9.27],[0.9,0.03,10.79],[1,0.07,12.31], [1.1,0.09,13.57],[1.2,0.11,14.83],[1.3,0.13,16.09],[1.4,0.15,17.3

5],[1.5,0.17,18.61], [1.6,0.19,19.87],[1.7,-0.12,16.84],[1.8,-0.1,18.1],[1.9,-0.08,19.36],[2,-0.06,20.62],[2.1,-0.04,21.88])

Rys. 4. Wykres zależności zmiennych x
2
, x

1 
w macierzy obserwacji B postaci (11)

Stosując dla tej macierzy opisany powyżej sposób redukcji zmiennych, uzyskano ide-

alnie dokładne wyniki (por. rys. 5). Obliczenia wykonano, stosując typowe oprogramowa-

nie pakietu Excel 2013.

.
1

XbbY pp += −

.13104,1
21
xxy ++=
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x
1

x
2

y Δx
1

Δx
2

 X=Δx
2
/

/Δx
1

 Y=Δy/

/Δx
1

y
z=13x2+

+10x
1

y–z

0,1 0,05 3,05 – – –  –  – – –

0,2 0,09 4,57 0,1 0,04 0,4 15,2 4,57 3,17 1,4

0,3 0,13 6,09 0,2 0,08 0,4 15,2 6,09 4,69 1,4

0,4 -0,17 3,19 0,3 -0,22 -0,73333 0,466667 3,19 1,79 1,4

0,5 -0,13 4,71 0,4 -0,18 -0,45 4,15 4,71 3,31 1,4

0,6 -0,09 6,23 0,5 -0,14 -0,28 6,36 6,23 4,83 1,4

0,7 -0,05 7,75 0,6 -0,1 -0,16667 7,833333 7,75 6,35 1,4

0,8 -0,01 9,27 0,7 -0,06 -0,08571 8,885714 9,27 7,87 1,4

0,9 0,03 10,79 0,8 -0,02 -0,025 9,675 10,79 9,39 1,4

1 0,07 12,31 0,9 0,02 0,022222 10,28889 12,31 10,91 1,4

1,1 0,09 13,57 1 0,04 0,04 10,52 13,57 12,17 1,4

1,2 0,11 14,83 1,1 0,06 0,054545 10,70909 14,83 13,43 1,4

1,3 0,13 16,09 1,2 0,08 0,066667 10,86667 16,09 14,69 1,4

1,4 0,15 17,35 1,3 0,1 0,076923 11 17,35 15,95 1,4

1,5 0,17 18,61 1,4 0,12 0,085714 11,11429 18,61 17,21 1,4

1,6 0,19 19,87 1,5 0,14 0,093333 11,21333 19,87 18,47 1,4

1,7 -0,12 16,84 1,6 -0,17 -0,10625 8,61875 16,84 15,44 1,4

1,8 -0,1 18,1 1,7 -0,15 -0,08824 8,852941 18,1 16,7 1,4

1,9 -0,08 19,36 1,8 -0,13 -0,07222 9,061111 19,36 17,96 1,4

2 -0,06 20,62 1,9 -0,11 -0,05789 9,247368 20,62 19,22 1,4

2,1 -0,04 21,88 2 -0,09 -0,045 9,415 21,88 20,48 1,4

Rys. 5. Obliczenia wartości parametrów b
0
, b

1
, b

2
 – sposobem redukcji liczby zmiennych dla macierzy 

B postaci (11)

Identyczne wyniki uzyskano, stosując dla tej macierzy profesjonalne oprogramowa-

nie statystyczne zawarte w pakiecie wxMaxima (por. rys. 6).
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Rys. 6. Wyniki dla macierzy B postaci (11), uzyskane poprzez zastosowanie oprogramowania wxMaxima

Drobne różnice wyników z obydwu metod można zaobserwować, gdy pewne warto-

ści macierzy obserwacji spełniają równania (4) z błędami. Przykładowo wprowadzenie 

drobnego błędu już w jednej obserwacji macierzy B (np. y
9
 = 9,79 zamiast wartości 10,79) 

daje metodą redukcji zmiennych wyniki przedstawione na rysunku 7. 

Rys. 7. Wyniki dla macierzy B z drobnym błędem wartości y
9
, uzyskane sposobem redukcji zmiennych

Tymczasem stosując oprogramowanie wxMaxima, uzyskuje się w tym przypadku wy-

niki przedstawione na rysunku 8.

Rys. 8. Wyniki dla macierzy B z drobnym błędem wartości y
9
, uzyskane przy użyciu oprogramowania 

statystycznego wxMaxima
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Porównując wyniki uzyskanych wartości estymatorów b
1
 i b

2
 z obydwu metod, moż-

na zauważyć, że są one obarczone podobnymi błędami procentowymi. Natomiast dużo 

mniejszy błąd zawiera wartość estymatora b
0
, uzyskana za pomocą sposobu redukcji 

zmiennych (1,64%) aniżeli otrzymana metodą tradycyjną (5,36%).

Jako kolejny przykład weźmy teraz układ 3D, w którym zmienne x
1
, x

2
 są zależne, ale 

w sposób nieliniowy, zaś zmienna zależna y jest postaci:

   (12)

Dla tego układu wyznaczono macierz obserwacji C postaci:

C=matrix([0.1,0.031623,0.692649111],[0.2,0.089443,0.795777088],[0.3,0.164317,0.905726707], 

[0.4,0.252982,1.021192885],[0.5,0.353553,1.141421356],[0.6,0.464758,1.265903201],

[0.7,0.585662,1.394264807],[0.8,0.715542,1.526216701],[0.9,0.853815,1.661525987],[1,1,1.8], 

[1.1,1.45369,1.241475893],[1.2,1.314534,2.085813655],[1.3,1.482228,2.232891221], 

[1.4,1.656502,2.382600936],[1.5,1.837117,2.534846923],[1.6,2.023858,2.689543081],

[1.7,2.216529,2.846611527],[1.8,2.414953,3.005981366],[1.9,2.618969,3.167587705], (13)

[2,2.828427,3.33137085])

Dla powyższej macierzy, stosując profesjonalny program pakietu statystycznego 

wxMaxima, uzyskano wynik:

wyn:linear_regression(C);

apply: second argument must be a list; found: C

#0: linear_regression(dat=C,select=[])(C:\maxima-5.37.2\share\maxima\5.37.2_4_

g0743c29_dirty\share\stats\stats.mac line 1253)

-- an error. To debug this try: debugmode(true);

Jak widać, układ danych macierzy C jest zbyt słabo uwarunkowany i profesjonalne 

oprogramowanie odmówiło podania konkretnych wyników.

Można jednak dla tego układu zastosować sposób redukcji zmiennych opisany 

w punkcie 2 niniejszej pracy. Stosując ten sposób dla tej samej macierzy C, otrzymano 

wyniki, które przedstawiono na rysunku 9. 

Rys. 9. Wyniki dla macierzy C, uzyskane sposobem redukcji zmiennych

 
21

4,08,06,0 xxy ++=
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Do obliczeń zastosowano oprogramowanie Excel 2013 w sposób przedstawiony 

na rysunku 10. Jak łatwo można zauważyć z wykresu Y(X) (rys. 9), jeden wiersz macierzy 

C ma wadliwe wartości. Wiersz ten odpowiada punktowi o współrzędnych X = 1,42209; 

Y = 0,548826, co odpowiada wartości zmiennej x
1
 = 1,1 (por. rys. 10). 

Rys. 10. Przedstawienie obliczeń sposobem redukcji zmiennych dla macierzy C postaci (13) 
(Excel 2013)

Tak więc sposobem redukcji zmiennych łatwo jest wykryć wadliwe „punkty” macie-

rzy obserwacji, co w przypadku wielowymiarowym (p > 2) powinno mieć duże znaczenie 

w praktyce zastosowań.

Łatwo się przekonać, że poprzez usunięcie wadliwej obserwacji (obserwacji dla 

x
1 

= 1,1) z macierzy C uzyska się idealne wyniki, korzystając z obydwu sposobów regresji.

4. Zastosowania dla nieliniowego modelu regresji

W przypadku nieliniowego modelu regresji postaci:

    (14)

Gdzie f
µ
(x

µ
) są znanymi funkcjami nieliniowymi dowolnej postaci dla µ = 1, 2,..., p, spo-

sób redukcji zmiennych jest identyczny, z tą różnicą, że w równaniu zredukowanym po-

staci (7) zmienne zastępcze będą równe:

            
(15)
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gdzie ν = 2, 3,..., p, zaś

 (16)

Dla przykładu rozpatrzmy przypadek, w którym zmienna y zależy od x
1
, x

2 
w sposób 

określony równaniem:

    (17)

Przyjmując te same dane liczbowe zmiennych x
1
, x

2 
jak w przypadku poprzednim, uzy-

skuje się sposobem przedstawionym na rysunku 11 idealne wyniki wartości parametrów 

b
0
, b

1
, b

2
, które zostały przedstawione na rysunku 12.

Rys. 11. Przedstawienie obliczeń metodą redukcji zmiennych dla modelu nieliniowego postaci (17)

Rys. 12. Wyniki obliczeń metodą redukcji zmiennych dla modelu nieliniowego postaci (17)

i

i

ii

x

y
xfxff

1

1
)()(
∆

∆
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Jednakże w przypadku gdy kształt funkcji f
µ
(x

µ
) nie jest znany, postuluje się apriorycz-

nie ich liniowość. Dla rozpatrywanego przykładu nowa macierz obserwacji CN przyjmie 

wtedy postać: 

CN=matrix([0.1,0.031623,0.680013],[0.2,0.089443,0.760286],[0.3,0.164317,0.8417746], 

[0.4,0.252982,0.926476],[0.5,0.353553,1.017678],[0.6,0.464758,1.120155],[0.7, 0.585662,1.240353], 

[0.8,0.715542,1.386543],[0.9,0.853815,1.568972],[1,1,1.8],[1.1,1.15369,2.094224], 

[1.2,1.314534,2.46806],[1.3,1.482228,2.942582],[1.4,1.656502,3.538177],[1.5,1.837117,4.280108], 

[1.6,2.023858,5.195888],[1.7,2.216529,6.315922],[1.8,2.414953,7.673603],[1.9,2.618969,9.305404], 

[2,2.828427,11.25097])

Stosując metodę analizy regresji dla tej macierzy, otrzymano wyniki, które przedsta-

wiono na rysunku 13.

Rys. 13. Wyniki analizy regresji dla macierzy CN (program wxMaxima)

Zauważmy, że chociaż współczynnik korelacji jest bliski jedności (0,9614), to uzyskane 

wyniki różnią się zdecydowanie od zadanych wartości, zaś otrzymana wartość współ-

czynnika b
1
 jest wręcz ujemna.

Innymi słowy, popełnia się duży błąd, przyjmując model liniowy (1) do opisu zależno-

ści y(x
1
, x

2
) w przypadku danych zawartych w macierzy CN, o czym użytkownik, nie znając 

zależności (17), nie ma pojęcia.

Stosując jednak w tym przypadku procedurę przedstawioną w punkcie 2 niniejszej 

pracy, otrzymujemy wyniki przedstawione na rysunku 14.

Rys. 14. Wyniki dla macierzy CN postaci (18), uzyskane metodą redukcji zmiennych

(18)
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Wyniki te uzyskano w sposób przedstawiony na rysunku 15.

Rys. 15. Sposób obliczeń wartości modelu regresji dla macierzy CN postaci (18) metodą redukcji 
zmiennych

Jak widać z wykresu przedstawionego na rysunku 14, funkcja Y(X) nie jest funkcją li-

niową. Stąd możemy wywnioskować, że zmienna y zależy nieliniowo od zmiennej x
2
, przy 

czym osobnym problemem pozostaje określenie kształtu tej nieliniowości. 

Innymi słowy, uważamy, że zmienna y zależy od zmiennych x
1
, x

2 
w sposób określony 

wzorem:

 (19)

Jeśli funkcja f(x
2
) byłaby znana, wówczas wartości zmiennej zastępczej X dałoby się 

wyliczyć ze wzoru:

 (20)

Związek zmiennej zastępczej Y od tak określonej zmiennej X musi być liniowy – po-

staci:

 
(21)
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Jeśli w wyniku obliczeń zależność Y(X) jest nieliniowa, wówczas wiadomo, że przyjęta 

postać funkcji f(x
2
) nie jest właściwa. Zauważmy, że występuje to w przykładzie przedsta-

wionym na rysunku 14, gdzie do obliczenia wartości zmiennej X założono f(x
2
) = x

2
. Nie 

znając prawdziwego kształtu funkcji f(x
2
), można kolejno zgadywać, jakiej jest postaci aż 

do momentu, kiedy zależność Y(X) będzie zależnością liniową. Przykładowo, kolejno zakła-

dając, że funkcja f(x
2 

)
 
jest być może postaci:

   (22)

lub też:

   
(23)

uzyskuje się sposobem redukcji zmiennych wyniki przedstawione na rysunku 16.

a)         b)

  

Rys. 16. Zależności zmiennych zastępczych dla układu (19) przy różnych funkcjach f(x
2
):

a) – f(x
2
) postaci (22), b) – f(x

2
) postaci (23)

Porównując wyniki przedstawione na rysunkach 14, 16(a), 16(b), 12, łatwo zauważyć, 

że w miarę przybliżania się do prawidłowej funkcji f(x
2
) = x3 zależność Y(X) staje się coraz 

bardziej podobna do funkcji liniowej. Rośnie także stopniowo współczynnik korelacji R2, 

by ostatecznie przyjąć wartość R2 = 1 (por. rys. 12). Tak więc, przedstawiony w poprzednim 

punkcie sposób redukcji zmiennych może być wykorzystywany także, oczywiście w ogra-

niczonym zakresie, do poszukiwania właściwej postaci zależności y(x
1
,
 
x

2
,..., x

p
) w sytuacji, 

gdy zależność ta nie jest liniowa.

5. Przykład zastosowania redukcji zmiennych w przypadku p > 2

W niniejszym punkcie przedstawiono przykład zastosowania sposobu redukcji zmien-

nych w przypadku słabo uwarunkowanego układu liniowego postaci (1) o liczbie p = 3. 

Badania numeryczne przeprowadzono osobno dla trzech różnych macierzy obserwacji 

różniących się nieznacznie od siebie. Różnice między nimi polegały na wprowadzeniu

5,1

22
)( xxf =

2

22
)( xxf = ,
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drobnej korekty wartości tylko jednej obserwacji i tylko jednej zmiennej. Wybrano zmien-

ną x
2
,
 
dla której skorygowano wartość odpowiadającą i = 11. Jako wyjściową macierz ob-

serwacji przyjęto macierz P postaci (24), dla której skorygowano jedynie wyraz p
11,2

 czyli 

wartość 38,6067.

        P = (24)

Ostatnia kolumna tej macierzy została wyliczona dokładnie zgodnie ze wzorem po-

staci:

 (25)

dla następujących zadanych wartości parametrów b
µ
:

 
(26)

Wartości liczbowe pozostałych kolumn zostały dobrane tak, aby układ był słabo uwa-

runkowany. W tym celu przyjęto prawie liniową zależność x
2
(x

1
) postaci x

2
 = (x

1
)1,2, nato-

miast wartości zmiennej x
3
 obliczono według wzoru:

 
(27)

3322110
xbxbxbby +++=

 .6,0     ,3,0     ,2     ,18
3210

−==== bbbb

.
123
xxx −=
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Do obliczeń numerycznych zaokrąglano wszystkie wartości liczbowe do czterech 

miejsc po przecinku, uzyskując w ten sposób postać (24) macierzy P. Stosując dla tej ma-

cierzy typowy program analizy regresyjnej (program wxMaxima), uzyskano w tym przy-

padku wyniki przedstawione na rysunku 17.

Rys. 17. Wyniki analizy regresji dla macierzy P postaci (24), uzyskane za pomocą programu wxMaxima

Jak widać, otrzymano w tym przypadku wartości idealne równe założonym warto-

ściom (26). Jednakże drobna zmiana tej macierzy może dać już wyniki bardzo różniące się 

od wartości zadanych (26). Dla przykładu dla macierzy P
p
, utworzonej z macierzy P poprzez 

drobną zmianę wartości wyrazu p
11,2 

= 38,6067 na wartość 38,9067, program wxMaxima dał 

odpowiedź negatywną (rys. 18), zaś program Scilab 5.5.2 podał wartości estymatorów róż-

niące się znacznie od wartości zadanych (rys. 19).

Rys. 18. Odpowiedź programu wxMaxima dla macierzy Pp

[b,b0,a]=reglin(Pp(:,1:3)’,Pp(:,4)’)

a = 0.0130185

b0 = 18.136673

b =

2.0794108 0.1132107 - 0.4409738

Rys 19. Odpowiedź programu Scilab 5.5.2 dla macierzy Pp

Dalsza zmiana wartości p
11,2 

macierzy P na wartość p
11,2 

= 40,6067 daje za pomocą oby-

dwu programów bardzo podobne wyniki:

 
(28).3446,0     ;00193,0     ;132,2     ;21,18

3210
−=−=== bbbb
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Zauważmy, że w tym przypadku uległ także zmianie znak estymatora b
2
.

A zatem, stosując profesjonalne oprogramowania analizy regresji w przypadku ukła-

dów słabo uwarunkowanych, można uzyskać wyniki bardzo różniące się od siebie, w za-

leżności od liczby i zakresów błędnie podanych wartości liczbowych w macierzy obser-

wacji lub też wartości podawanych z dużym błędem pomiarowym.

Tymczasem, stosując przedstawiony w punkcie 2 niniejszej pracy sposób redukcji 

zmiennych, uzyskano zarówno dla macierzy P, jak i macierzy Pp i Pp
1
 zbliżone wyniki, któ-

re zostały przedstawione w tabeli 1.

Tab. 1. Zestawienie wyników uzyskanych sposobem redukcji zmiennych

Macierz b
0

b
1

b
2

b
3

P 18,0000 2,0000 0,3021 -0,6016

Pp 17,993 2,0052 0,2937 -0,5959

Pp
1

17,966 2,0843 0,1799 -0,5143

Zastosowanie tego sposobu w praktyce przedstawiono poniżej na przykładzie macie-

rzy Pp. W macierzy tej zmienne x
1
, x

2
 są silnie skorelowane zgodnie z zależnością x

2
 = (x

1
)1,2, 

z wyjątkiem wyrazu p
11

,
2
 = 38,9067 (rys. 20).

Rys. 20. Wykres zależności x
2
(x

1
) w macierzy Pp

Zastosowanie sposobu redukcji zmiennych przeprowadzono w tym przykładzie 

w trzech etapach. W pierwszym etapie zredukowano liczbę zmiennych x
1
, x

2
, x

3
 do dwóch 

zmiennych zastępczych X
2
, X

3
 (rys. 21).
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Rys. 21. Obliczenia pierwszego etapu redukcji zmiennych dla macierzy Pp (Excel 2013)

Następnie w etapie drugim powtórzono procedurę dla dwóch zmiennych X
2
, X

3
, redu-

kując liczbę zmiennych niezależnych do jednej zmiennej zastępczej X i jednej zmiennej 

zależnej Y (rys. 22).

Rys. 22. Obliczenia drugiego etapu redukcji zmiennych dla macierzy Pp (Excel 2013)
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Tak uzyskane wartości zmiennych X, Y posłużyły bezpośrednio do obliczenia estyma-

torów b
2
, b

3
. W tym celu zastosowano prostą regresję programu Excel danych liczbowych 

tych zmiennych przedstawionych na wykresie Y(X) (rys. 23).

Rys. 23. Sposób obliczenia wartości b
2
, b

3
 dla danych macierzy Pp

Następnie, wprowadzając nową zmienną zależną y
1
 postaci:

 (29)

przeprowadzono kolejną prostą regresję zależności y
1
(x

1
), uzyskując w ten sposób 

wartości b
0
, b

1
, podane w tabeli 1 (rys. 24).

Rys. 24. Sposób obliczenia wartości estymatorów b
0
, b

1
 dla danych macierzy Pp

)0,59592937,0(
321
xxyy −−=
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Identyczny tok obliczeń wykonano dla macierzy P i Pp
1
, uzyskując wyniki podane 

w tabeli 1.

6. Podsumowanie i wnioski

Przedstawiony w punkcie 2 niniejszej pracy sposób obliczeń parametrów modelu 

regresji daje dobre wyniki zarówno dla układów dobrze, jak i słabo uwarunkowanych. 

Ponadto, dzięki zastąpieniu poszukiwania optymalnych parametrów modelu regresji 

w przestrzeni p + 1-wymiarowej przez poszukiwanie dwu wybranych parametrów w prze-

strzeni D2, bardzo łatwo jest w sposób wizualny określić wadliwe wyrazy macierzy obser-

wacji, a także sprawdzić, czy spełniony jest postulat liniowości modelu regresji.

Osobnym problemem pozostaje sposób wyboru tej obserwacji, która ma być trakto-

wana jako pierwsza (i = 1) i odejmowana jest od pozostałych. Ponieważ numeracja ob-

serwacji jest dowolna, jako pierwszą należy przyjmować tę, która jest najbardziej wia-

rygodna (np. mierzona wielokrotnie dla tych samych wartości zmiennych niezależnych). 

Ponadto różnice ∆x
µ 

muszą być istotnie różne od zera, aby dało się przedstawioną metodę 

swobodnie stosować. Dalsze badania w tym zakresie są planowane. Problemem pozosta-

je także wyznaczanie rozkładów prawdopodobieństwa i statystyk wiarygodności wyzna-

czanych w ten sposób parametrów estymatorów b
µ
.
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