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OCENA DYNAMICZNA WYBRANYCH
SPOSOBOW LACZENIA ELEMENTOW TRASY
O ZROZNICOWANEJ KRZYWIZNIE

Streszczenie
Artykut przedstawia poréwnanie wlasciwosci dynamicznych kubicznych krzywych C-Bezier i PH
krzywych Bezier pigtego stopnia na tle krzywej typu K° uzyskanej przy zastosowaniu uniwersalnej
metody modelowania krzywizny. Wiasciwosci dynamiczne i mozliwosci zastosowania wymienionyCh
krzywych w projektowaniu drog kolejowych oméwiono na przyktadach {fgczenia krzywq przejscia
dwoch tukow kotowych odwrotnych oraz dwéch tukow zgodnych (bez przypadku zawierania sig
Jjednego tuku w drugim).

WSTEP

W ostatnich latach w szeregu publikacji dotyczacych krzywych Bezier [1, 2] autorzy
przedstawiaja nowe sposoby konstruowania tych krzywych oraz sugeruja mozliwosé
zastosowania tego rodzaju krzywych w dziedzinie projektowania drog kotowych
I kolejowych. Niniejszy artykul stanowi probe oceny mozliwosci zastosowania
proponowanych w pracach [1, 2] krzywych Bezier w projektowaniu ukladow
geometrycznych toru kolejowego. Ocena ta zostala dokonana na podstawie analizy
oddziatywan dynamicznych w ukladzie tor — pojazd oraz sprawdzenia, czy spelnione
sg warunki stawiane uktadom geometrycznym toru [3]. Jako element poréwnawczy
wykorzystano tzw. krzywa typu K°, uzyskang na drodze analitycznej przy zastosowaniu
uniwersalnej metody ksztattowania krzywizny.

Zastosowany model oraz sposdb oceny oddziatywan dynamicznych zostal przedstawiony
w pracach [4, 7]. Zasadniczym elementem analizy oddzialywan dynamicznych jest
wyznaczenie wielkosci drgan X(t) oraz wypadkowego przyspieszenia w ruchu drgajacym
X’(t) w rejonach, w ktorych wystepuja zmiany poziomej krzywizny toru. W pracy [7]
przedstawiono opis metody numerycznej stosowanej do wyznaczenia wielkosci drgan X(t)
przy zalozeniu, ze czynnikiem wymuszajagcym drgania poprzeczne pojazdu szynowego sg
zmiany Krzywizny poziomej toru.

Krzywizna parametrycznej krzywej P(t) wyznaczana jest na podstawie formuty:

P'(t)xP"'(t)

k() = —promr @)

Pochodna krzywizny, istotna z punktu widzenia oceny parametréw kinematycznych:
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1] e
KO = o @)

gdzie:

d(P’ (t) X P (1))
dt

d(P'(¢) - P'(1))
dt

3
p(t) = (P'(®)-P'(1) - 5 (P'(1) x P (1))

||la|| — dtugosé wektora, a X b —iloczyn skalarny wektoréw, a - b — iloczyn wektorowy.

1. KUBICZNE KRZYWE C-BEZIER

W pracy [1] przedstawiono sposob konstruowania kubicznej krzywej C-Bezier (cubic
C-Bezier curve) taczacej tuki odwrotne (S-shaped) i zgodne (C-shaped) wraz z warunkami
istnienia rozwigzania. Przyj¢to nastepujaca posta¢ kubicznej krzywej C-Bezier:

Y
B
| .

A0 i am T
sint 1 2 2—1 0 PO
_ 2 |ecost| |7 4=x i Py
PO=Z10 ) 2 =2 4 |l e ®)
-1 4-
e = owz |V
2 4-m  4-T -

zdefiniowang dla parametru t spelniajacego zaleznos¢ 0 <t < % Sposrod  punktow
kontrolnych {P;}3_, punkty Py i Pgstycznosci krzywej z tukiem odpowiednio pierwszym i
drugim (rys. 1 i 2) stanowig wezty krzywej Bezier.

Pierwsza pochodna krzywej (3) wyrazona jest nast¢pujacg formula:

P'(t) = é [(1—=sint)(Py — Py) + (1 —cost)(P3 — Py)] + ﬁ (cost +sint — 1)(P, — Py) (4)

Druga pochodna krzywej (3) przedstawia si¢ nastepujaco:
P'(t) = | (32 (P, — P1) — (P — Pg)) cost + (P3 — P, — === (P, — Py)sint)] (5)

W pracy [1] podano algorytm wyznaczania punktéw kontrolnych {P;};_, z
uwzglednieniem parametréw geometrycznych ukladu. Na szczego6lne podkreslenie zastuguje
fakt doktadnego uwzglednienia polozenia $rodkéw lukoéw 1 zaprojektowanie krzywej
przej$ciowej nie wymagajacej zmiany potozenia tychze tukow.

Wprowadzono wektory jednostkowe T; zwigzane z punktami kontrolnymi P; (rys. 1 i 2),
ktorych zastosowanie prowadzi do wyrazenia pierwszej 1 drugiej pochodnej projektowane;j
krzywej jako funkcji kata 6 i parametru ksztattu m:

P'(t) =mrytan @ - [(1 —sint)Ty, + m(cost + sint — 1) sec 6 - T; + A(1 — cos t)T,] (6)
P"(t) =mrytan@ - [—cost Ty + m(cost —sint) -secO - T; + Asint - T,] (7)

gdzie: m — parametr ksztattu,
R,— promien pierwszego tuku (Ry = R;),

Ry
;1=\/Rio.
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Rys. 2. Potgczenie tukow zgodnych (C-shaped) kubiczng krzywa C-Bezier

W przypadku tukow odwrotnych w celu zapewnienia monotoniczno$ci krzywizny
wymagane jest spelnienie jednej z dwoch par zaleznoSci pomiedzy parametrem m i A:

m 2> g i é <A<1llubm=>=1i % < A1 < 1. W przypadku tukéw zgodnych, z ktorych jeden
nie jest zawarty w drugim, uzyskanie pojedynczego ekstremum Kkrzywizny wymaga

. ., 1+V7
spetnienia zalezno$ci m > (3—)
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1.1. Luki odwrotne (S-shaped)

Rozwazono uktad geometryczny dwoch tukow kotowych Qo i ©; (rys. 1) opisany w
tabeli 1. Poczatek uktadu wspotrzednych punkt (0;0) znajduje si¢ w punkcie kontrolnym Py,
bedacym jednoczes$nie punktem stycznosci konstruowanej krzywej z tukiem Q.

Tab. 1. Parametry geometryczne uktadu tukéw odwrotnych

Potozenie $rodka tuku Promien tuku
Co (0;700) Ro 700 m
C1 (1000;0) Ry 500 m

Odlegtos¢ srodkow tukow opisanych w tabeli 1 wynosi R = ||C; — C,||=1220,66 m.

Dla roznych wartosci parametru me{0,7; 1; 2} otrzymano rodzing kubicznych krzywych
C-Bezier pokazana na rysunku 3.
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Rys. 3. Potaczenie tukow odwrotnych rodzing kubicznych krzywych C-Bezier

Kubiczne krzywe C-Bezier na rysunku 3 rdznig si¢ dtugoscia (tab. 2) i krzywizng (rys. 4).
Punkty stycznos$ci krzywych z tukami Qg i ©; s3 wspolne.
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Tab. 2. Dlugosci kubicznych krzywych C-Bezier w zalezno$ci od parametru ksztattu m
m 0,7 1 2
dhugos¢ krzywej | [m] 1139,95 1136,92 1130,62

Na rysunku 4 zaprezentowano krzywizny kubicznych krzywych C-Bezier w funkcji
parametru t spetniajacego zaleznos¢ 0 < t < % .
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Rys. 4. Krzywizna k(t) kubicznych krzywych C-Bezier taczacych tuki odwrotne

Zdecydowanie korzystniejszy przebieg pochodnej krzywizny maja kubiczne krzywe
C-Bezier z parametrem m = 0,7 i m = 1 w odrdéznieniu od krzywej z parametrem m = 2

(rys. 5).
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Rys. 5. Pochodna krzywizny kubicznych krzywych C-Bezier tagczacych tuki odwrotne
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W analizie oddziatywan dynamicznych przyjeto parametry opisane w tabeli 3.

Tab.3. Wartosci parametréw uwzglednione w analizie oddziatywan dynamicznych

V [m/s] 33,333 stata predko$é

ag [m/s’] 0,4286 warto$¢ niezrOwnowazonego przyspieszenia na tuku Qg
a; [m/s7] 0,6 warto$¢ niezrOwnowazonego przyspieszenia na tuku Q
D 0,175 wskaznik tlumienia Lehr’a

Q 3,5 pulsacja drgan wlasnych

Uzyskano przebieg drgan X(t) oraz wyznaczono wypadkowe przyspieszenie w ruchu
drgajacym X ’(¢)dla poszczegdlnych krzywych (rys. 6).
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Rys. 6. Przyspieszenie w ruchu drgajgcym X 'w funkcji dtugosci krzywej |

Na podstawie rysunku 6 mozna stwierdzi¢, ze kubiczna krzywa C-Bezier z parametrem
m = 0,7 ma najlepsze wlasciwosci dynamiczne (najmniejszg wartos¢ maksymalnych warto$ci
przyspieszenia w ruchu drgajacym X'’). Zdecydowanie najgorsze wtasciwosci ma kubiczna
krzywa C-Bezier z parametrem m = 2.

1.2. Luki zgodne (C-shaped)

Rozwazono uktad geometryczny dwoch tukoéw kotowych Qp i €1 (rys. 2) opisany w
tabeli 4. Poczatek uktadu wspotrzednych punkt (0;0) znajduje si¢ w punkcie kontrolnym Py,
bedacym jednoczesnie punktem styczno$ci konstruowanej krzywej z tukiem €.

Tab. 4. Parametry geometryczne uktadu dwoch tukéow zgodnych

Potozenie $rodka tuku Promien tuku
Co (0;700) Ro 700 m
C1 (600;600) R1 500 m

Odlegtos¢ srodkow tukow opisanych w tabeli 4 wynosi R = ||C; — Cy|| = 608,276 m.
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Dla réznych wartosci parametru m e {1,2; 1,3; 1,4} otrzymano rodzin¢ kubicznych
krzywych C-Bezier przedstawiong na rysunku 7.
Kubiczne krzywe C-Bezier na rysunku 7 r6znig si¢ dtugo$cia (tab. 5) i krzywizng (rys. 8).
Punkty stycznosci krzywych z tukami Qy i €1 s wspodlne.

Tab.5. Dhugosci kubicznych krzywych C-Bezier w zalezno$ci od parametru ksztaltu m

m 1,2 1,3 1,4
dhugos¢ krzywej | [m] 1270,98 1280,76 1290,95
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Rys. 7. Potaczenie tukow zgodnych rodzing kubicznych krzywych C-Bezier

Rys. 8 prezentuje krzywizny kubicznych krzywych C-Bezier taczacych tuki zgodne w
funkcji parametru t spehlniajacego zalezno$¢ 0 <t < % W przypadku Iaczenia krzywa

przejsciowa tukéw zgodnych, z ktérych jeden nie zawiera si¢ w drugim, obecno$¢

pojedynczego ekstremum krzywizny jest nieuniknione [1, 2].
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Rys. 8. Krzywizna k(t) kubicznych krzywych C-Bezier taczacych tuki zgodne

Rysunek 9 przedstawia odpowiednie wykresy pochodnych krzywizny.
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Rys. 9. Pochodna krzywizny kubicznych krzywych C-Bezier taczacych tuki zgodne
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Na rysunku 10 przedstawiono przyspieszenie w ruchu drgajagcym X’° wyznaczone z
uwzglednieniem parametréw opisanych w tabeli 3.
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Rys. 10. Przyspieszenie w ruchu drgajacym X~ w funkcji dtugosci krzywe;j |

Najkorzystniejsze wlasciwosci dynamiczne z rodziny kubicznych krzywych C-Bezier
faczacych tuki zgodne ma krzywa z parametrem ksztattu m = 1,2.

2. KRZYWE BEZIER PIATEGO STOPNIA

W pracy [2] przedstawiono zastosowanie krzywej Bezier pigtego stopnia (Pythagorean
hodograph quintic Bezier curve) opisanej formuta:

P(t)(= x(),y (1)) = Xi-o(3)P: (1 — )¢ ®)
zdefiniowanej dla parametru t, spetniajgcego zalezno$¢ 0 < t < 1.

Sposréd punktow kontrolnych {P;}?_, punkty Pg i Pgstycznosci krzywej z tukiem
odpowiednio pierwszym i drugim (rys. 11 i 12) stanowig wezly krzywej Bezier.

Zastosowana krzywa spelnia warunek stawiany Pitagorejskim hodografom (Pythagorean
hodograph), polegajacy na mozliwosci przedstawienia wyrazenia x'(t)? +y'(t)? jako
wielomianu kwadratowego zmiennej t. Pochodna krzywej wyrazona jest nastgpujaca formula:

P'(O)(=(x'(0),y'(©) = (w2 —v2(®), 2u()v(®)), 0<t <1 9)
gdzie:

u(t) = up(1 — )2 + 2u t(1 — t) + u,t?
v(t) = vo(1 — £)? + 2v,t(1 — t) + v,t?
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W przypadku tukéw odwrotnych:
(uo,ul, uz) == u0(1,3Tm,A) y gdZ|e /1 = 3/%
0

us
(V0, V1, 12) = (0 0 0)

) 4_1’0 )
W przypadku tukow zgodnych:

(ug, uq, uy) = 2¢/mrytan @ (1, m, A cos 260)
(vg,v1,v3) = 2{/mrytan 6 (0,mtan 6, 1sin 20)

W pracy [2] podano sposob wyznaczenia uUp (tuki odwrotne) i 6 (luki zgodne) dla
przyjetej wartosci parametru ksztattu m.

Algorytm konstruowania PH krzywej Bezier pigtego stopnia zaktada okreslenie warto$ci
R stanowiacej odlegtos¢ pomigdzy srodkami tukow zgodnych Qg i ©; (rys. 11 i 12). Niestety
potozenie srodka tuku Qjzmienia si¢ w zalezno$ci od przyjetego parametru m. Algorytm
gwarantuje jedynie utrzymanie zadanej warto$ci odlegtosci pomiedzy $rodkami tukow R.
Ograniczenie to stanowi wad¢ w porownaniu z algorytmem konstruowania kubicznej krzywej
C-Bezier, ktory gwarantowatl niezmienne potozenie srodkow obu tukow Qp i €.

Rys. 11. Potaczenie tukéw odwrotnych PH krzywa Bezier piatego stopnia

Podane przez autoréw [2] warunki istnienia rozwigzania w przypadku lukéw odwrotnych
wymagaja, by spetnione byly nastgpujace zaleznosci: R >Ry +R;; m=>1,; 03<1<1.

W przypadku lukéw zgodnych warunki ograniczaja si¢ do zaleznosci R > Ry — R;.
Spelnienie wymagan jest niezbedne w celu uzyskania monotonicznej krzywizny (tuki
odwrotne) 1 krzywizny z pojedynczym ekstremum (tuki zgodne).
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Rys. 12. Potaczenie tukéw zgodnych PH krzywa Bezier pigtego stopnia

2.1. Luki odwrotne (S-shaped)

Rozwazono uktad geometryczny dwoch tukéw kotowych Qp i ©; opisany w tabeli 1, z tg
roéznica, ze polozenie $rodka C; tuku ©; zostanie wyznaczone w toku algorytmu
konstruowania Kkrzywej, a zachowana zostanie jedynie odleglos¢ R = ||C; — Coll =
1220,66 m. Dla r6znych wartosci parametru m € {0,7; 1; 2} otrzymano krzywe pokazane na
rysunku 13.

Rodzina PH krzywych Bezier pigtego stopnia przedstawiona na rysunku 13 rozni si¢
dhugoscia (tab. 6), krzywizng (rys. 14) oraz potozeniem $rodka C; tuku Q;, a co za tym idzie
punktem stycznosci krzywej z tukiem ;. Punkt stycznos$ci krzywej z tukiem Qp jest wspolny.

Tab. 6. Dlugosci, potozenia $rodka Cituku £;0raz punkty stycznosci rodziny PH krzywych Bezier
piatego stopnia w zaleznos$ci od parametru ksztattu m

M 0,7 1 2
dhugos¢ krzywej | [m] 926,89 513,78 299,52

C; (843,01;-161,81) (504,27; -411,63) (299,10; -484,97)
Ps (punkt stycznosci) (843,01; 338,19) (504,27;88,37) (299,10; 15,03)

Na rysunku 14 przedstawiono krzywizny rodziny PH krzywych Bezier piatego stopnia
taczacych tuki odwrotne w funkcji parametru t spetniajacego zaleznos¢ 0 < t < 1.
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Rys. 13. Potaczenie tukow odwrotnych rodzing PH krzywych Bezier pigtego stopnia
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Rys. 14. Krzywizna k(t) rodziny PH krzywych Bezier pigtego stopnia taczacych tuki odwrotne
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Na rysunku 15 pokazano wykresy pochodnej krzywizny rodziny PH krzywych Bezier
piatego stopnia taczacych tuki odwrotne, a na rysunku 16 przyspieszenie w ruchu drgajacym
X*’. Najkorzystniejsze wlasciwosci dynamiczne z rodziny omawianych krzywych taczacych
tuki odwrotne ma krzywa z parametrem ksztattu m = 0,7, a zdecydowanie najgorsze m = 2.
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Rys. 15. Pochodna krzywizny rodziny PH krzywych Bezier pigtego stopnia taczacych tuki odwrotne
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Rys. 16. Przyspieszenie w ruchu drgajacym X’ w funkcji dtugosci krzywe;j |
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Znaczne réznice we wilasciwosciach dynamicznych krzywych z rodziny PH Bezier
pigtego stopnia wynikaja z ich zréznicowanej dlugosci. Krzywa z parametrem m = 2 0
najgorszych wtasciwosciach dynamicznych jest najkrotsza (tab. 6).

2.2. Luki zgodne (C-shaped)

Rozwazono jeszcze uklad geometryczny dwoch tukow kotowych Qo i Q; opisany w
tabeli 4, z ta r6znica, ze potozenie srodka C; tuku ©; zostanie wyznaczone w toku algorytmu
konstruowania krzywej, a zachowana zostanie jedynie odlegto$¢ pomiedzy $srodkami tukow
Qo 1 &1 wynoszaca R =||C; — Cyl| = 2385,37 m. Dla roéznych warto$ci parametru
me{1,29; 1,35; 1,4} otrzymano krzywe pokazane na rysunku 17.
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Rys. 17. Potaczenie zgodnych tukow kotowych rodzing PH krzywych Bezier pigtego stopnia

Rodzina PH krzywych Bezier pigtego stopnia na rysunku 17 rézni si¢ dtugoscia (tab. 7),
krzywizna (rys. 18) oraz potozeniem $rodka C; tuku Q4, a co za tym idzie punktem stycznos$ci
krzywej z tukiem Q1. Punkt stycznos$ci krzywej z tukiem € jest wspolny.
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Tab. 7.

Dhtugosci, polozenia srodka C; tuku £, oraz punkty stycznosci rodziny PH krzywych Bezier

piatego stopnia w zalezno$ci od parametru ksztattu m
m 1,29 1,35 1,40
4479,73 4338,28

dhugos¢ krzywej | [m]

4651,62

Cy

(249,86; 3072,25)

(493,00; 3033,87)

(690,23; 2983,33)

Ps (punkt stycznosci)

(252,48; 3572,24)

(597,67, 3522,79)

(876,35; 3447,40)

Rysunek 18 prezentuje krzywizny rodziny PH krzywych Bezier pigtego stopnia faczacych
huki zgodne w funkcji parametru t spelniajacego zalezno$¢ 0 <t < 1. Na rysunku 19
pokazano wykresy pochodnej krzywizny rodziny PH krzywych Bezier pigtego stopnia
faczacych tuki zgodne, a na rysunku 20 przyspieszenie w ruchu drgajacym X’.
Najkorzystniejsze wtasciwosci dynamiczne z rodziny omawianych krzywych taczacych tuki
zgodne ma krzywa z parametrem ksztattu m = 1,29.
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Rys. 18. Krzywizna k(t) PH krzywych Bezier piatego stopnia taczacych tuki zgodne
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Rys. 19. Pochodna krzywizny PH krzywych Bezier pigtego stopnia taczacych tuki zgodne
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Rys. 20. Przyspieszenie w ruchu drgajacym X’ w funkcji dtugosci krzywej |
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3. KRZYWA TYPU K°

3.1. Uniwersalna metoda modelowania krzywizny

Potaczenie elementéw trasy kolejowej o zrdéznicowanej krzywiznie powinno zapewniac
ciggla zmian¢ niezrownowazonego przyspieszenia bocznego, w sposob korzystny dla
dynamiki oddzialywan w uktadzie droga — pojazd. Wiaze si¢ to $cisle z wtasciwym sposobem
ksztattowania krzywizny. Uogolniajac metode identyfikacji przyspieszen
niezrownowazonych wystepujacych na réznych rodzajach krzywych przejsciowych [6],
mozemy poszukiwa¢ funkcji krzywizny K(I) wsrod rozwigzan rownania rozniczkowego

k™) = f[Lk k..., k™D (10)
z warunkami na poczatku (dla |=0) i na koncu (dla | = l) krzywej przejécia
k,; dla i=0
kO(0%) = o (11)
\0 dla i=12,..,n
k, dla j=0
KO = 7 (12)

0 dla j=1,2,..,m

przy czym parametrem | jest polozenie danego punktu na dtugosci krzywej. Rzad rownania
rozniczkowego (10) wynosi m = ng + n, + 2, a otrzymana funkcja k(I) jest funkcja klasy C"
w przedziale (0, ;) , gdzie n = min(ny,n,) .

Zastosowanie przedstawionej metody stwarza mozliwo$¢ Iaczenia roznorodnych
elementow geometrycznych, np. prostej z tukiem kolowym czy tez dwoch tukow kotowych o
przebiegu zgodnym lub odwrotnych. Metoda ta pozwala na generowanie rozwigzan o liniowe;
lub nieliniowej zmianie krzywizny.

Po wyznaczeniu krzywizny k(I) zadaniem podstawowym staje si¢ okreslenie
wspotrzednych krzywej w uktadzie X,y . Zaktadamy, ze poczatek tego uktadu znajduje sie w
punkcie koncowym krzywej wejsciowej o krzywiznie k; , a 0§ odcietych jest styczna do tej
krzywej w tymze punkcie. Rownanie szukanego potaczenia mozemy zapisa¢ w postaci
parametrycznej:

x(D) = [ cosO(D)dl (13)

y() = [sinO(l)dl (14)
Funkcje O (1) okreslamy na podstawie wzoru
o) = [ k(Ddl (15)

3.2. Przypadek liniowej zmiany krzywizny

Przyklad zastosowania omawianej metody bedzie obejmowat przypadek liniowej zmiany
krzywizny. Jak powszechnie wiadomo, liniowa zmiana krzywizny wystepuje na krzywej

przejsciowej zwanej klotoida, taczacg prostg (ky = 0) z tukiem kotowym (k, = %). Sprobujmy
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teraz ten przypadek uogdlni¢. Liniowg zmiane krzywizny na okre$lonej dtugosci Ik uzyskuje
si¢ przez przyjecie dwoch elementarnych warunkow:

k(0+) = k1
(16)
k(L) =k
oraz rowhania rozniczkowego rzedu drugiego dajgcego rozwigzanie wielomianowe
k"(D)=0 a7

Po wyznaczeniu statych rozwigzanie problemu rézniczkowego (16), (17) jest nastepujace:

k(D) = kg + (e = k) (18)

Poniewaz otrzymane rozwiazanie stanowi funkcja klasy C° zaliczymy je do kategorii
okre$lonej przez nas jako krzywe typu K°. Wyznaczenie funkcji @(l)

0() = kyl + i (ky — ky)I? (19)
umozliwia okreslenie wspotrzednych X(I) i y(l) za pomoca wzordéw (13) i (14) i rozwinigciu

funkcji podcatkowych w szereg Maclaurina [5]. Po przeprowadzeniu calej procedury
otrzymujemy nast¢pujace rownania parametryczne:

_ _ k2 k 54 k3 k¢
x() = [ cosOW dl = 1= 551 = (e, — ke 1" + [ M G —bo? 5+ ks = kayie - [5—— Gy -
2|7 _ 8 24 — k4o +
k1) ]l [19201 (kz — k) 38413 (ky = Jer)? ]l t |362880 28 12( 2 —k)* 3456 I} (kz — k1) ]l (20)

. kq k3 k?
y() = fsm o)dl = 712 +6L(k2 - kl)l3 ——114 2011 (k, — k1)15 + [

k) = gomz O = 00?7 = [ = o ey = 0?12 = [ — k) -

336 I 40320 384 lz 12960 I

(ks = k2|16 + ["1 k; -

3361

(ky — ky)3 ] °+- (21)

720 4-8 12

864 13

Latwo sprawdzi¢, ze powyzsze rownania dla k; = 0 opisuja krzywa przej$ciowa w postaci
klotoidy.

W przypadku tukow zgodnych funkcja 6(l) jest funkcja monotoniczng. W przypadku
hukow odwrotnych, z uwagi na fakt, iz funkcja 6(I) posiada ekstremum w punkcie lp, réwnania
parametryczne (20) i (21) obowigzujg dla [ € (0, [,).

kq
Ky—k,

lo =— Ly (22)

Dla [ € (ly, 1) funkcje podcatkowe nalezy rozwing¢ w szereg Taylora [5]. Otrzymujemy
wowczas:

— _ k3 _ [kea—k1) _ 3 (k—Kk;)? _ k? _
x(l)—x(lo)+cos( 2(k, k)lk)( lo) [ 6l Sm( 2(k, k)lk)] (=1lo)” - [ 4012 COS( 2(k2—k1)lk)](l

5, [Ge—k)® . k? 17 4 | Qes ky)* K 10 4 e
L) + 33613 sm( 2(ky—ky) K )] (I=l)"+ 34561} COS( Z(kz—kl)lk ](l lo)” + (23)

_ (L B (ko) (K} e [emk? o k2 _
YO = y(lo) + sin (= 5255 b ) = o) + [ cos (- 5255 1) | (= 1) [ o sin ( 2(kz_kl)zk)](z
5 _ [0k K oy o [kt (K o
lo) 33613 COS( 2(kp—ky) ¢ )] (=l + [34561;: Sm( 2(ky—kq) l")] (=l + (24)
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4. POROWNANIE WEASCIWOSCI DYNAMICZNYCH

Rozwazmy uktad geometryczny dwoch tukéw kotowych Qg i €7 opisany w tabeli 8.

Tab. 8. Parametry geometryczne uktadu odwrotnych tukow kotowych

Potozenie srodka tuku Promien tuku
Co (0;500) Ro 500 m
C1 ustalany w toku algorytmu R1 700 m
konstruowania krzywej

W uktad opisany w tabeli 8 wpisujemy krzywa typu K° o zatozonej dlugosci I, = 600 m,
w wyniku czego otrzymujemy potozenie srodka C; =(583,09; —572,33) tuku £ oraz odlegtos¢
pomiedzy $rodkami tukow R = ||C; — C,|[=1220,61 m. W celu porownania krzywych Bezier
z krzywa typu K® skonstruowano rodzing kubicznych krzywych C-Bezier zachowujac
potozenie $rodkow tukow Cy i C; dla réznych wartosci parametru ksztaltu m € {0,7; 1; 2}
oraz skonstruowano PH krzywa Bezier piatego stopnia przyjmujac potozenie srodka tuku Co,
zadane R = 1220,61 m poprzez dobér parametru ksztattu m = 0,895. W wyniku takiej operacji
otrzymano potaczenie tukow odwrotnych przestawione na rysunku 21.

140

120

100

80

60 /

E
>
40
0
0 100 200 300 400 500 600
x [m]
= krzywa K° C-Bezier m=0,7 = C-Bezier m=1
= C-Bezier m=2 PH quintic m=0,895

Rys. 21. Potgczenie lukoéw odwrotnych krzywa typu K°, rodzing kubicznych krzywych C-Bezier oraz
PH krzywa Bezier pigtego stopnia
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Krzywe na rysunku 21 réznig si¢ krzywizng (rys. 22) oraz nieznacznie dtugoscia (tab. 9) i
punktami stycznosci krzywych z tukiem ©Q;. W przypadku PH krzywej Bezier pigtego stopnia
nieznacznie przesunigty jest rowniez srodek C; tuku ;.

Tab. 9. Dlugosci, potozenia $rodka C, tuku £; oraz punkty stycznosci krzywej K°, rodziny kubicznych
krzywych C-Bezier i PH krzywej Bezier piagtego stopnia

Krzywa Krzywa K’ PH quintic C-Bezier C-Bezier C-Bezier
M - 0,895 0,7 1 2
dtugo$¢ krzywej | [m] 600 597,05 599,98 599,54 598,63
punkt stycznosci z £21 (583,05; (579,59; (583,09; (583,09; (583,09;
127,67) 127,82) 127,67) 127,67) 127,67)
C, (583,33; (583,09; (583,09; (583,09; (583,09;
-572,33) -572,18) -572,33) -572,33) -572,33)

Parametry ksztaltu krzywych Bezier oraz parametry geometryczne uktadu odwrotnych
lukéw kotowych (tab. 8 1 9) zostaly dobrane tak by spelni¢ wymagania niezbedne do

uzyskania monotoniczno$ci krzywizny okreSlone przez algorytmy konstruowania

krzywych [1, 2].

0,002

0,0015

[

0,0005 \\\—
: N
\

-0,0005

0,001

k [1/m]

-0,001

-0,0015

C-Bezier m=0,7 = C-Bezier m=1

PH quintic m=0,895

= Krzywa K°
= C-Bezier

m=2

Rys. 22. Krzywizny porownywanych krzywych taczacych tuki odwrotne

Na rysunku 23 pokazano wykresy pochodnej krzywizny poréwnywanych krzywych.
Rysunek 24 przedstawia przyspieszenie w ruchu drgajagcym X’’.

Najlepsze wiasciwosci dynamiczne posiada kubiczna krzywa C-Bezier z odpowiednio
dobranym parametrem ksztattu (m = 0,7) oraz PH krzywa Bezier pigtego stopnia z m = 0,895.
Stosowana w celach porownawczych krzywa typu K° o liniowym przebiegu krzywizny,
znajduje miejsce pomiedzy rozpatrywanymi krzywymi Bezier. Moze to wskazywac na to, ze
wsrod krzywych Bezier znajduja sie rozwigzania, ktore okaza si¢ korzystne do zastosowania
w drogach kolejowych (a takze w drogach kotowych).
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Rys. 23. Pochodne krzywizny porownywanych krzywych taczacych tuki odwrotne
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Rys. 24. Przyspieszenie w ruchu drgajacym X’ w funkcji dtugosci krzywej |
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PODSUMOWANIE

Krzywe C-Bezier (cubic C-Bezier curve) [1] oraz PH krzywe Bezier pigtego stopnia
(Pythagorean hodograph quintic Bezier curve) [2], pozwalajace taczy¢ ze sobg tuki kotowe (o
przebiegu zgodnym lub odwrotne) stanowig nowa, warta do rozwazenia propozycje z punktu
widzenia praktycznego zastosowania w ukladach geometrycznych dréog kotowych i
kolejowych.

Algorytmy konstruowania wszystkich porownywanych krzywych C-Bezier pozwolity na
uzyskanie monotonicznej krzywizny (S-shaped) lub krzywizny z pojedynczym ekstremum
(C-shaped), czyli warunku niezbednego do ich zastosowania w drogach kolejowych [3].

Kubiczne krzywe C-Bezier oraz PH krzywe Bezier pigtego stopnia porownano z krzywg
typu K® o liniowym przebiegu krzywizny (uzyskang za pomoca uniwersalnej metody
modelowania krzywizny) poprzez zastosowanie wymienionych krzywych jako krzywych
przejscia taczacych dwa tuki odwrotne (S-shaped). Uzyskano przy tym duza zgodno$é
przebiegu wszystkich krzywych i wykazano mozliwos¢ ich praktycznego zastosowania.

Przeprowadzona analiza dynamiczna wykazata, ze sposrdod analizowanych krzywych
najlepsze wiasciwosci dynamiczne posiada kubiczna krzywa C-Bezier z odpowiednio
dobranym parametrem ksztattu (m = 0,7). Réwniez PH krzywa Bezier pigtego stopnia
wykazata si¢ lepszymi wlasciwo$ciami dynamicznymi niz referencyjna krzywa typu K".

Wykonana analiza potwierdza celowos$¢ prowadzenia dalszych badan nad okresleniem
mozliwosci zastosowania analizowanych krzywych Bezier w wybranych przypadkach
projektowania uktadow geometrycznych drog kotowych i kolejowych.

DYNAMIC PROPERTIES EVALUATION
OF THE SELECTED METHODS OF JOINING
ROUTE SEGMENTS WITH DIFFERENT
CURVATURE

Abstract
Comparison of the dynamic properties of the cubic C-Bezier curves and the PH quintic Bezier
curves against the K° curve obtained using universal modeling curvature method is presented in the
article. The dynamic properties and application prospects of the mentioned curves in the railway route
design are presented on two cases of joining two circular arcs: with S-shaped and C-shaped transition
curves (without the case when one circle is inside the other).
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