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Abstract

A meshless method based on the moving least squares aproximation is ap-
plied to stress wave propagation analysis. Two kinds of node meshes, the
randomly generated mesh and the regular mesh are used. The nearest
neighbors problem are developed from a triangulation that satisfies mini-
mum edges length conditions. It is found that this method of neighbors
choice significantly improves the solution accuracy. The reflection of stress
waves from the free edge is modeled using fictitious nodes (outside the
plate). The comparison with the finite difference results also demonstrated
the accuracy of the proposed approach.
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Streszczenie

W pracy rozwigzano zadanie poczatkowo-brzegowe propagacji plaskiej fali
naprezenia w tarczy stalowej metoda ruchomych najmniejszych kwadra-
tow. Stosowano rozne siatki weztow. W przypadku siatek z weztami gene-
rowanymi losowo istotne znaczenie ma wybor wezlow sgsiedztwa aprok-
symacyjnego. Przyjeto kryterium topologiczne wynikajace z triangulacji
zbioru weztow, ktora minimalizuje taczng dhugosé krawedzi triangulacii.
Stwierdzono, zZe triangulacyjny sposdb wyboru otoczenia aproksymacyjne-
go 1 wygtadzanie siatki nieregularnej metoda Laplace’a znacznie poprawia
doktadno$¢ rozwigzania. Efekt odbicia fali napr¢zenia od brzegu swobod-
nego modelowano przez wprowadzenia weztow fikcyjnych (poza obszarem
tarczy). Otrzymane rezultaty porownano z wynikami obliczen metoda r6z-
nicowa stwierdzajac ich zgodnos¢ jakosciowa 1 ilosciowa.

Stowa kluczowe: mechanika konstrukcji, metody bezsiatkowe, metoda ru-
chomych najmniejszych kwadratow, fale sprezyste.

1. WSTEP

Wspoélczesne problemy mechaniki konstrukcji sg rozwigzywane
gltéwnie metoda elementow skonczonych (MES). Ma ona ugruntowane
podstawy matematyczne, bogata biblioteke oprogramowania 1 jest skutecz-

na w modelowaniu nawet bardzo zlozonych zagadnien poczatkowo-
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brzegowych mechaniki. Istnieje jednak grupa zagadnien, w ktérych MES
ujawnia swoje wady. Na przyktad analiza proceséw duzych deformacji. W
takich przypadkach elementy moga zmienia¢ swoj ksztalt na tyle, ze pro-
wadzenie dalszych obliczen wymaga zupelnej regeneracji siatki elemen-
tow. Powtorne tworzenie siatki, zwykle wiaze si¢ z utratg pierwotnej do-
ktadnosci obliczen lub zbieznosci. Innym przyktadem jest analiza procesow
powstawania 1 propagacji peknie¢ przy obcigzeniach dynamicznych.
Wplyw konfiguracji elementéw na kierunki rozwoju szczelin moze unie-
mozliwi¢ prawidtowa ocen¢ tego, w istocie silnie niestatecznego zjawiska.
Usuwanie tych ograniczen w ramach samej MES jest do$¢ klopotliwe z
uwagi na fakt, ze wezly taczy Scista relacja z elementami.

Ograniczen tych nie maja tzw. metody bezsiatkowe [1, 2, 3]. Stanowig
one pewne uogodlnienie metody roéznic skonczonych, w ktorej elementem
kluczowym jest wezet. W metodach bezsiatkowych aproksymacja jest roz-
pieta na zbiorze weztow 1 nie ma dodatkowych relacji miedzy weztami a
elementami. Zaletag metod bezsiatkowych jest to, ze mozna je implemento-
waé w wersji adaptacyjnej, ze zmienng gestoscig weztow. W efekcie pro-
blemy modelowania duzych deformacji, propagacji peknig¢ itp. mozna
rozwigza¢ spelniajagc wymagania sformutowan adaptacyjnych w sposob
naturalny.

W metodach bezsiatkowych stosowana jest najczesciej aproksymacja
wynikajgca z minimalizacji bledu metoda najmniejszych kwadratow. W
niniejsze] pracy wykorzystano metod¢ ruchomych najmniejszych kwadra-
tow (ang. Moving Least Squares - MLS). Strukture tej metody okreslaja
nastepujace elementy:

e baza wielomianowa, niekiedy wzbogacana o funkcje modelujace roz-
nego typu nieciggtosci,

e funkcja wagowa okre$lona na nosniku zwartym, zwigzana z kazdym
weztem siatki lub lokalnie z punktem, w ktorym definiujemy aproksy-
macje,

e 7bior wspotczynnikéw aproksymacji zaleznych od potozenia punktu.

Nosnik funkcji wagowej definiuje obszar wptywu wezla na aproksy-
macje. Istnieje wiele sposobow definicji obszaru wpltywu, wiele tez wpro-
wadzono réznych funkcji wagowych.

Niniejsza praca stanowi wstep do bardziej zaawansowanych analiz
zjawiska zniszczenia w materiatach niesprezystych przy obcigzeniach dy-
namicznych z wykorzystaniem metod bezsiatkowych. Jest takze kontynua-
cja wczesniejszych prac autora wraz z prof. P. Perzyng, w ktorych wyko-
rzystywano metod¢ réznic skonczonych w sformutowaniu konwekcyjnym
do modelowania procesoOw duzych deformacji i propagacji pgknie¢ w meta-
lach obcigzonych dynamicznie, [4, 5]. Wydaje si¢, ze konwekcyjne ujecie
metody ruchomych najmniejszych kwadratow otworzy mozliwosci bardzie;
efektywnej analizy tych zagadnien.



W rozdziale 2 pracy sformulowano zagadnienie poczatkowo-
brzegowe propagacji plaskiej fali naprezenia. Problem ten w niniejszej pra-
cy peini role testu proponowanej, numerycznej metody rozwigzania (MLS).

Rozdziat 3 zawiera sformulowanie metody ruchomych najmniejszych
kwadratow, a takze stosowanej w obliczeniach funkcji wagowe; W roz-
dziale tym podano réwniez sformutowanie réznicowe problemu, wykorzy-
stywane do odpowiednich porownan na etapie analizy rezultatow obliczen
numerycznych.

W rozdziale 4 przedstawiono rezultaty analizy numerycznej. Przed-
miotem tej analizy jest cienka tarcza stalowa poddana wymuszeniu kinema-
tycznemu na czesci brzegu. Przyjeto dwa rodzaje siatek weztow do aprok-
symacji MLS. Jako pierwsza analizowano siatke wezléw generowanych
losowo w obszarze tarczy. Do wyboru we¢ztow otoczenia aproksymacyjne-
go wykorzystano triangulacje minimalizujacg taczng dlugo$¢ krawedzi
triangulacji. Takie podejscie umozliwito takze poprawe jakosci generowa-
nej losowo siatki jedng z metod wygtadzania. Drugg siatke tworzy regular-
ny zbior weztow (siatka prostokatna), w ktorej zbiory weztow aproksyma-
cyjnych okre$lano wedlug kryterium odleglosciowego. Rozwazano rézne
liczby weztéw w tych zbiorach, adekwatnie do rzedu aproksymacji 1 lub 2.
Otrzymane wyniki porOwnano z rozwigzaniem réznicowym. Wnioski kon-
cowe zawiera rozdziat 5.

2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

W kartezjanskim uktadzie wspdirzednych prostokatnych zbior poszu-
kiwanych funkcji problemu w ptaskim stanie napr¢zenia tworzg odpowied-
nio sktadowe standw przemieszczenia, odksztatcenia i naprezenia:

0 (X, Y1) Ex (X, Y,1) O (X, Y, 1)
u(x, y’t)z[ux(x’ y’t)] e(x,y,t)=|e, (X ¥, )|, o(xy,t)=|o,xVyt)| (2.1)
T Yy (XY, 1) T4y (X, Y1)

Funkcje te zaleza od dwoch zmiennych przestrzennych x iy i czasu t.
Réwnania ruchu mozna zapisa¢ w postaci jednego roOwnania macierzowe-

go:

p&=D'o, (2.2)
w ktorym macierz operatorowa ma nastepujacg strukture:
o, 0
D=|0 &, | (2.3)
o, o



Wektor przyspieszenia
& =0T - (6, &), (2.4)

a p jest gestoscig materiatu.
Liniowe zwigzki geometryczne przyjmuja postacé

e=Du. (2.5)

Zalezno$¢ pomiedzy stanem napre¢zenia i stanem odksztalcenia wyrazi-
my prawem Hooke’a:

o =Es. (2.6)

Sktadowe macierzy moduléow sprezystosci w ptaskim stanie naprezenia
okreslamy wedlug nastgpujacych wzorow:

E E

E :E =, E =
11 22 1,2 33 2(1+v)

= G, E12 :VEll’ E13 = E23 = 0, (27)

gdzie E jest modutem Younga, v wspdtczynnikiem Poissona, a G 0znacza
modut Kirchhoffa. Odpowiednie warunki brzegowe i1 poczatkowe sformu-
hyjemy rozwigzujac wybrane zadanie poczatkowo-brzegowe (rozdz. 4).

3. METODA ROZWIAZANIA

3.1. Metoda roznic skonczonych

W klasycznej metodzie réznic skonczonych (MRS) stosuje si¢ wy-
tacznie regularne siatki weztow. Siatki te moga przybierac rozne formy, w
zaleznos$ci od ksztattu obszaru, w ktorym sformutowano zagadnienie po-
czatkowo-brzegowe. W pracy wykorzystano prostokatng siatke wezlow
0 wymiarach oczka AxxAy (rys. 3.1).

Aproksymacja poszukiwanych funkcji wielomianem pierwszego stop-
nia w obszarze oczka siatki roznicowe] prowadzi do prostych schematow
roznicowych. Struktura ilorazu rdéznicowego, np. pierwszej pochodnej

sktadowej przemieszczenia Uy wzgledem zmiennej X jest nastepujaca (rys.
3.1):

1
. Em(_uxl_uu+ux3+ux4) (31)

xux|x
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Rys. 3.1. Regularna siatka wezidw metody réznicowe;

Stan przemieszczenia w obszarze prostokatnego oczka siatki rdznico-
wej jest opisany przemieszczeniami jego weztow:

0T =[Uy Uy Uy Uy o Uy Uyl (3.2)
Natomiast stan odksztatcenia okreslimy wykorzystujac roznicowe sformu-
towanie zwigzkow geometrycznych (2.5). W zapisie macierzowym otrzy-
mujemy:

£=G0. (3.3)

Macierz operatoréw réoznicowych ma wymiar 3x8 1 nastepujaca postac:

1—5 o ¢ 0 -¢ 0 ¢ 0
GZE 0 - 0 —-n 0 n 0 7|, &=1IAx, n=1/Ay.(3.4)

-n =& -n & n =& n ¢

Znajomos$¢ odksztalcen w obrgbie oczka siatki r6znicowej pozwala, na
podstawie wzoru (2.6) obliczy¢ sktadowe stanu naprezenia. Naprezenia we
wszystkich punktach weztowych tworza macierz jednokolumnowa o dwu-
nastu sktadowych:

AT
o _[Gxxl O-yyl z-xyl Oxx2 O-yy2 TxyZ o Oyxa O-yy4 Txy4]' (35)

Z kolei przyspieszenia odpowiednich przemieszczen okreslimy wykorzy-
stujac roznicowe sformutowanie réwnan ruchu (2.2):

P& H6 . (3.6)



Macierz operatoroOw r6znicowych

Hzg{—f()—ﬂéo—n—éo n & 0 7p

](3.7)
200 - -6 0 - & 0 n =& 0 n ¢

ma teraz wymiar 2x12.
Przyspieszenie w obregbie oczka siatki roznicowej w chwili t, aproksy-
mujemy nastepujaca formuta roznicowa:

ur+1 N ZUT + ur—l B Aur,r+l N Aur—l,r

& = 3.8
At? At? (38)
W rezultacie rownania ruchu (3.6) przybierajg posta¢ przyrostowa:
2
AUt = AU et b= AH, (3.9)
o,

Jawne sformutowanie (3.9) jest warunkowo stabilne 1 wymaga okreslenia
wartosci krytycznej kroku czasowego At. Znajomo$¢ przemieszczen w
chwili poprzedniej i odpowiedniego przyrostu przemieszczen pozwala
okresli¢ przemieszczenia w chwili nastepnej, we wszystkich weztach siatki
roznicowe] wedtug wzoru:

u™=u"+Au (3.10)

Posta¢ warunkéw poczatkowych zaleze¢ bedzie od rozwazanego zagadnie-
nia poczatkowo-brzegowego.

3.2. Metoda ruchomych najmniejszych kwadratow

Rozwazamy zbior QO N weztow rozproszonych w obszarze dwuwy-
miarowym (nieregularna siatka wezlow). Wspotrzedne 1 — tego wezta
oznaczamy przez X;. Poszukujemy kompletnego wielomianu ztozonego
z m funkcji bazowych, ktory jest najlepszym przyblizeniem $redniokwadra-
towym aproksymowanej funkcji na podzbiorze Q n weztdw, przy czym
n>m.

W takim przypadku funkcja aproksymacyjna nie odtwarza Scisle war-
tosci weztowych. Minimalizujemy kwadraty roznic wartosci funkcji aprok-
symacyjnej 1 warto$ci wezlowych z pewng waga, ktora uwzglednia wptyw
odlegtosci rozpatrywanego wezta na btad aproksymacji. Funkcje u rozwi-
jamy w szereg w otoczeniu wybranego ze zbioru Q wezla x, :

0% X0) =3 P} (93, (6) =P (9alxo). (311)
j=1

gdzie p(x) jest kompletnym wielomianem rzedu p majgcym m wyrazow:



pT(x)=[1 Xy x2 xy y2.., xP,oxk, oyPk L yp]. (3.12)

Wektor wspotczynnikdéw zaleznych od wyboru punktu Xo ma nastgpujaca
strukture:

aT(Xo) =[a(Xg) a,(Xg) .- an(Xo)l. (3.13)

Funkcjonal btedu H jest funkcjg potozenia wezta Xo,

2

n m
H(Xo)ZZW(XiaXo) ij(xi)aj(xo)_u(xi) : (3.14)
i=1 i=1
W zapisie macierzowym forma funkcjonatu btedu jest nastgpujaca:
H =(Pa—u)' W(Pa-u), (3.15)
gdzie
Lxg v X5 xYn Vi X0, XS Y Y
po|l Xe Yo X2 XVa Yiew XD Xa Y7 e VI | (31
1 Xy Yo X3 Xo¥n Yaee X0 Xno YR YE

jest macierza nxm wartosci funkcji bazowych okreslonych dla wszystkich
n weztdw. Wartosci funkcji u w punktach weztowych zapisujemy w posta-
Ci:

u' =[u(x;) u(x,) .. u(x,)l. (3.17)

Macierz wag zalezy od wyboru (potozenia) wezta Xo 1 ma nastepujaca
strukture:
wW(X;,X,) 0...0

0 w(xz, %) ... O (3.18)

Wspodtczynniki a;(x,), j=123 wyznaczymy minimalizujgc funkcjo-
nat btedu H, zatem

m

0, H =2 W(X;. Xo)| D P(X)2; (x0) ~u(X;) [Py (%) =0. (3.19)

j

W rezultacie otrzymuje uktad rownan algebraicznych:



m n
=1 =1
w ktorym

Cij =Cic = D W(X;,X0) P (Xi) P (Xi) s By = D W(Xi, %) P (x;). (3.21)
i=1 i=1

W zapisie macierzowym jest:
Ca=Bu=a=C"'Bu, (3.22)

gdzie

C=P"WP, B=PTW. (3.23)
Podstawiajac (3.22) do (3.11) otrzymujemy nastepujace wyrazenie na roz-
wazang aproksymacje:

U(x,Xy)=p" (X)a(x,) =p C'Bu=N(x,X,)u, (3.24)

gdzie
N(x,x,)=p'C™'B (3.25)

sa funkcjami ksztattu w rozwazanej metodzie bezsiatkowe;.

W implementacji numerycznej funkcje u(x) w otoczeniu wezta X
zwykle przybliza si¢ wielomianem potegowym wzgledem wspodtrzednych
lokalnych X=x-x,, Y=Yy-Y, , ktore sg tak dobrane, aby w punkcie cen-
tralnym o wspoétrzednych (xy,Yy,) nowe wspotrzedne (X,,Y,) byly rowne
zZeru:

07, 5) =3 p; (K. §)a; (Ro. To) =P (%, 7)a(Ro. o) (3.26)
i1

W rezultacie wartosci funkcji aproksymowanej i jej pierwszych pochod-
nych przestrzennych w punkcie X, mozna okresli¢ na podstawie ponizszych
WZOTrOw:

U(Xo,Yo) =a1, U,(XYo) =2y, a, (X, Yo)=23. (3.27)
Funkcja wagowa na ogoét jest takze definiowana w uktadzie lokalnym

zwigzanym z punktem Xo. W niniejszej pracy funkcje wagowa przyjeto w
postaci [1]:

wW(p)=1-6p% +8p° —3p*, (3.28)

gdzie



p=rlry, r={x?+y?%. (3.29)

Przez r, oznaczono promien obszaru wplywu wagi. Dla wezta centralnego
w(p=0)=1iw(p=1)=0.

Na funkcjonat btedu (3.14) majg wpltyw tylko te wezly, ktére lezg
W obszarze wptywu wagi (w jej nosniku). Warto zauwazy¢, ze w propono0-
wanym podejsciu nie istnieje jeden globalny sposob tworzenia funkcji
aproksymowanej. Ten sposob w kazdym punkcie obszaru jest inny 1 to za-
sadniczo odroznia metody bezsiatkowe od MES. W zalaczniku A do arty-
kuhu zamieszczono podprogram napisany w jezyku FORTRAN 95, oblicza-
jacy gradienty aproksymowanej funkcji wedtug podanych wyzej zasad.

4. PRZYKEAD OBLICZENIOWY
I

70

60
200

kinematycznego
v

obszar wymuszenia

¥ X

L 100 N

Rys. 4.1. Wymiary (w milimetrach) oraz sposob obcigzenia cienkiej tarczy
stalowej
Przedmiotem analizy numerycznej jest cienka tarcza stalowa o wymia-
rach w planie jak na rys. 4.1. Obcigzenie cz¢sci brzegu tarczy modelowano
nadang predkoscig weztdw wedtug zaleznosci:

V() =Vot/t, dlat<t, i V(t)=V, dlat>t,. (4.1)

Czas wzrostu predkosci wymuszenia do wartosci V,=10m/s wynosi
t, =10ps. Przyjeto jednorodne warunki brzegowe 1 poczatkowe. Zatozono

ptaski stan naprezenia (rozdz. 2). Podobna tarcza byta przedmiotem analiz
propagacji pekania metoda roznicowa w pracach [4, 5].

Celem tej analizy jest m.in. przedstawienie mozliwo$ci niemalze do-
wolnego ksztaltowania zbioru punktow wezlowych metody ruchomych
najmniejszych kwadratow. Na wstepie przyjeto siatke punktow generowa-
nych losowo w obszarze tarczy. Problemem pozostaje wybor weztow sg-
siednich rozwazanego wezla Xo. Wykorzystano triangulacje obszaru tarczy
minimalizujaca aczng dlugos¢ krawedzi triangulacji. Przyjeto, ze zbior
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punktoéw sasiednich rozpatrywanego wezta Xo stanowig punkty koncowe
krawedzi triangulacji wychodzacych z Xo, rys. 4.2. Podejscie takie pozwala
takze poprawi¢ jako$¢ generowanej losowo siatki jedng z metod wygladza-
nia.

Idea wygladzania polega na przesuwaniu wezidw wewnetrznych
triangulacji (tzn. nie przylegajacych do zadnej z krawedzi brzegowych) w
taki sposob, aby $rednia jakos$¢ otoczenia punktéw sagsiednich ulegla po-
prawie. Nowe potozenie punktu w prezentowanym algorytmie jest oblicza-
ne wedlug nastgpujacej procedury iteracyjne;j:

n - -
| | Z(ther B Xger)
Xger+l — Xger +¢ i=1 ) (4_2)
n

W powyzszym rownaniu n jest liczbg weztow sgsiednich z otoczenia punk-
tu Xo, Xt oznacza potozenie wezla centralnego obliczone w kolejne;j ite-
racji iter+1, warto$§¢ parametru relaksacji ¢ zwykle przyjmujemy z prze-
dzialu (0,1]. Efekt wygladzenia siatki z rys. 4.2b uzyskano przy ¢ =0,7.

I AYAVAVAVAVAVAVAVAVAVAYS TR )
'-.."‘ . & . . H
Al ? * T | ® wezly siatki
. B i
o, 5 ) * B wezly obcigzone
» O P L0 IR A ] . .
Lom Ty X L ok e S A wezly sgsiednie
L o [ H
[N Aok . -
e A ".A' .A
'_Ax‘- ‘X‘_.‘i A
" A-A ..‘ A
L S Lt [ o .
¢ | *
* *
Vv
»- :

Rys. 4.2. Siatki weztow generowanych losowo: a) bez wygladzania, b)
siatka poprawiona metodg wygladzania Laplace’a

Fikcyjne wezly lezace poza obszarem tarczy stuza do aproksymacji
warunkéw brzegowych na krawedzi swobodnej (nieobcigzonej). W tych
weztach sktadowe stanu naprezenia znikajg, ¢=0.
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Rys. 43. Regularna s.ia.tk.a.WQzléw: a) rzad aproksymacji p = 1, b) rzad
aproksymacji p =2

W analizie numerycznej wykorzystano takze siatki regularne dobiera-
jac ,,sasiadow” wg kryterium odleglosciowego (najblizszych w stosunku do
wezla centralnego), rys. 4.3. Dobdr minimalnej liczby weztéw sasiednich
zalezy od zadanego rzedu aproksymac;ji. Jezeli rzad aproksymacji ma by¢
rowny jednosci to liczba weztow sgsiednich nie powinna by¢ mniejsza od
dwoch. W przypadku rzedu aproksymacji p=2 liczba punktéw sgsiednich
musi przekraczac 4.

Nizej przedstawiamy rezultaty obliczen, w ktorych wykorzystano r6z-
ne siatki. Rozwigzanie uzyskane na siatce punktow wygenerowanych lo-
sowo oznaczono przez L1. Siatka ta zawiera 5151 wezlow rzeczywistych.
7 uwagi na sposob doboru wezidw sagsiednich (rys 4.2b) mozliwa jest jedy-
nie aproksymacje rzedu 1. Odleglos¢é najblizej usytuowanej pary ,,sasia-
dow” w tej siatce wynosi As=9,78-10* m. Warto$¢ krytyczng kroku cza-
sowego w jawnym sformutowaniu ré6znicowym wzgledem czasu (3.9) wy-
raza wzor:

At =Aslc, (4.3)
gdzie
E
_ 4.4
" pa—v?) o

jest predkoscig falowa. Przyjmujac dane jak dla stali (E=200GPa,
v=0,3, p=7830kg/m?®) otrzymujemy: c=5298m/s, At, =01846ps. W obli-
czeniach operowano wartoscig kroku czasowego pomniejszong o 20%.
Rozwigzanie przy regularnej siatce weztdow umozliwiajgcej aproksy-
macj¢ rzedu 1 (rys. 4.3a) oznaczono przez R1. Siatka ta zawiera t3 samg
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liczbe weztow co siatka wygenerowana losowo L1, a As=20-10"* m, zatem
At,, =0,3775ps. Przez R2 oznaczono rozwigzanie uzyskane na siatce o tych

samych parametrach co w rozwigzaniu R1, lecz o zwigkszonej liczbie we-
ztow sasiednich. W tym przypadku jest mozliwa aproksymacja rzedu 2.
Oznaczenie D nosi rozwigzanie uzyskane metodg roznicowa wg podejscia
przedstawionego w rozdziale 3.1. Siatka metody rdznic skonczonych za-
wierala rowniez 5151 weztow rzeczywistych.

Na rysunku 4.4 przedstawiono zmienno$¢ w czasie naprezenia zastep-
czego wedhug hipotezy wytrzymatosciowej Hubera — Missesa — Hencky
(H-M-H) w punkcie srodkowego tarczy:

OlMH = \/O'f + GS +32'fy . (4.5)

Czas dotarcia frontu fali naprezenia do tego punktu wynosi t=9,44 us .

600

(=1
(=]

s Cewn [MPE] 4

[=]
(=]

0 10 i 20 30
Rys. 4.4. Zmienno$¢ w czasie naprezenia zastepczego wg hipotezy H-M-H
w punkcie srodkowym tarczy (oznaczenia stosowane na wykresie opisano
w tekscie)

Zwraca uwage zgodno$¢ rozwigzan L1 i R2 o réznych rzedach aprok-
symacji. Mozna wnioskowaé, ze sposdb wyboru otoczenia weztow sgsied-
nich ma kluczowe znaczenie dla stosowanej metody bezsiatkowej. Triangu-
lacja 1 wygladzanie siatki nieregularnej metoda Laplace’a poprawia do-
ktadno$¢ rozwigzania o rzedzie aproksymacji 1 na tyle, ze jest ono porow-
nywalne z rozwigzaniem na siatce regularnej o rzgdzie aproksymac;ji 2.

Rozwigzanie R1 (siatka regularna, rzad aproksymacji 1) charakteryzuje

si¢ wigkszymi amplitudami zmian o,_,,_,; W stosunku do pozostatych roz-
wigzan. Metoda réznicowa daje wartosci naprezenia o,_y,_y hieco wigksze
niz w pozostatych przypadkach.
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Rys. 4.5. Rozktad naprezenia zastepczego oy W przekroju wzdhuz

krotszej osi symetrii tarczy (y = b/2) w chwili t = 15 us (oznaczenia stoso-
wane na wykresie opisano w tekscie)

Na rys. 4.5 zamieszczono profil naprezenia wedtug hipotezy H-M-H
w przekroju wzdluz krotszej osi symetrii tarczy okre§lony w chwili t = 15
us. Charakterystyczng cechg rozwigzania R1 sg silne gradienty zmian ana-
lizowanego napre¢zenia. Zblizone wartosci oy uzyskano z rozwigzan
L1 1 R2 (r6zne rzedy aproksymacji), najwieksze zas w rozwigzaniu D (me-
toda réznicowa).

Charakter przestrzennych rozktadow naprezenia oy, W chwili t =

15 ps przedstawiono na rys. 4.6. Silna lokalizacja tego napr¢zenia na kra-
wedzi obcigzonej wynika z nieciagtego rozkladu wymuszenia kinematycz-
nego (rys. 4.1). Najbardziej regularny rozktad o, ,, , Uzyskano w rozwia-
zaniu R2 (siatka prostokatna z aproksymacja rzedu 2). W przypadku roz-
wigzania L1 mozna zauwazy¢ lokalne zroznicowanie warto$ci rozwazane-
go naprezenia, wynikajace z silnie niejednorodnego rozktadu weztow gene-
rowanych losowo. Rozwigzania R1 1 uzyskane metodg réznicowa D cha-
rakteryzuja si¢ wickszymi gradientami w rozwazanym rozktadzie.

Warto zwroci¢ uwage, ze przy wszystkich rozwigzaniach front fali po
okreslonym czasie (t = 15 ps) znajduje si¢ w tym samym miejscu tarczy
(rys. 4.6). Swiadczy to o poprawnosci stosowanej procedury catkowania
wzgledem czasu 1 o stabilno$ci rozwigzania numerycznego.
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Rys. 4.6. Wykresy przestrzenne napr¢zenia oy,_,,_y uzyskane w roznych
rozwigzaniach (t = 15 ps)

Przyjety sposob aproksymacji warunku brzegowego (o=0), przez
wprowadzenie weztow fikcyjnych umozliwia takze modelowanie odbicia
fali naprezenia od brzegu swobodnego. Na rys. 4.7 przedstawiono rozktady
naprezenia zastgpcezego wedtug hipotezy H-M-H dla chwili t=30us, czyli
po odbiciu si¢ fali naprezenia od brzegu swobodnego (rozwigzanie L1).
Mozna zauwazy¢ front fali odbitej, przemieszczajacej si¢ w kierunku brze-
gu z wymuszeniem kinematycznym.

front fali odbitej
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Rys. 4.7. Przestrzenny wykres naprezenia o, ,, 4 dla chwilit =30 ps
(rozwigzanie L1)
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5. WNIOSKI

Prezentowane w pracy rozwazania stanowig podbudowe do bardziej
zaawansowanych analiz zjawiska zniszczenia w materiatach sprezysto-
plastycznych w obecnosci fal naprezenia generowanych obcigzeniem dy-
namicznym. W numerycznej analizie tego typu zagadnien nabiera znacze-
nia mozliwos$¢ elastycznego dostosowywania siatki weztow aproksymacyj-
nych do powstajacych obszarow zlokalizowanych odksztatcen plastycz-
nych i1 pekania. Tego typu cechy majg tzw. metody bezsiatkowe, w tym
stosowana w niniejszej pracy metoda ruchomych najmniejszych kwadra-
tow.

W pracy rozwigzano zagadnienie poczatkowo-brzegowe propagacji
ptaskiej fali naprezenia w tarczy stalowej wykorzystujac rozne siatki we-
ztow metody MLS. Stosowano takze siatki weztow generowanych 1osowo.
Stwierdzono, ze w przypadku takich siatek istotne znaczenie ma sposdb
doboru weztow sagsiedztwa aproksymacyjnego. Przyjeto kryterium topolo-
giczne wynikajace z triangulacji zbioru weztdow minimalizujace] taczng
dlugos$¢ krawedzi triangulacji. Stwierdzono, ze triangulacyjny sposéb wy-
boru otoczenia aproksymacyjnego 1 wygtadzanie siatki nieregularnej meto-
da Laplace’a znacznie poprawia doktadnos¢ rozwigzania. Efekt odbicia fali
naprezenia od brzegu swobodnego modelowano przez wprowadzenia we-
ztow fikcyjnych (poza obszarem tarczy). Otrzymane metoda MLS rezultaty
poréwnano z wynikami obliczen metodg roznicowg stwierdzajac ich zgod-
nos¢ jakosciowaq 1 ilosciowa.
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Analysis of a plane stress wave by the moving least squares
method

Dodatek A
Program obliczajgcy gradienty funkcji u(x,y)metodg MLS

SUBROUTINE mls(n, xy, u, r, pw, gr)

Procedura oblicza gradienty funkcji aproksymowanej u w punkcie
o wspotrzednych x = xy(1, n), y = xy(2, n), metoda ruchomych
najmniejszych kwadratow.

|

|

|

|

!

I Dane:

! n = liczba punktéw,

I xy(2, n) = tablica wspdtrzednych punktow, ostatnig kolumne tej tablicy
! zajmujg wspotrzedne punktu obliczanego,
I u(n) =wartosci funkcji,

! r = promien wptywu funkcji wagowej,

I pw  =rzad wielomianu (pw =1 lub pw = 2).

|

|

|

|

|

wyniki:
gr(2) = gradienty funkcji aproksymowanej w punkcie
o wspodtrzednych xy(1, n), xy(2, n).

IMPLICIT NONE
INTEGER, INTENT (IN) :: n, pw
REAL(8), INTENT (IN) ::xy(2, n), u(n), r
REAL(8), INTENT(OUT) :: gr(2)
|
INTEGER ::m, i, 1, k, |
REAL(8) :: a(6, 7), xi, vi, ri, wi, p(6), c, d
|
I liczba sktadnikéw wielomianu
m=3
IF(pw==2)m=6
[F(n < m) THEN
WRITE(*, '("za mata liczba punktéw =", i2)') n
STOP
END IF
a=0.0
DOi=1,n
|
I wspdtrzedne lokalne i wagi
xi =xy(1, i) - xy(1, n)
yi=xy(2,1)-xy(2, n)
ri = (DSQRT(xi * xi +vyi *yi)) / r
IF(ri >= 1.0) THEN
wi=0.0
ELSE
wi=1.0-6.0*ri*ri+80*ri**3.0-3.0*ri**4.0
END IF

sktadniki wielomianu
p(1)=1.0

p(2) = xi

p(3) =vi

IF(m ==3) GO TO 10
p(4) =xi * xi

p(5) =xi *vyi

p(6) =yi *yi

10 CONTINUE

I
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uktad réwnan
DOk=1,m
c=wi*p(k)
alk, m+1)=c*u(i) +alk, m+1)
DOI=1m
alk, ) =c*p(l) +a(k, 1)
END DO
END DO
END DO
I
I rozwigzanie uktadu rownan
DOi=1,m
c=a(i, i)
a(i,i)=c-1.0
DOk=i+1, m+1
d=a(, k) /c
DOj=1,m
a(j, k) =a(j, k) -d *a(j, i)
END DO
END DO
END DO
I
I gradienty
gr(l)=a(2, m+1)
gr(2)=a(3, m+1)
END SUBROUTINE mls
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