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Nieliniowe modele zniszczenia belek drewnianych

przy zginaniu

Dr hab. inz. Piotr Rapp, prof. uczelni, Sie¢ Badawcza tukasiewicz

- Instytut Technologii Drewna w Poznaniu

1. Wprowadzenie

Celem tego artykutu jest przedstawienie trzech modeli znisz-
czenia belki drewnianej przy zginaniu. Drewno jako materiat
anizotropowy ma rézne wtasciwosci sprezyste oraz w roz-
ny sposob ulega zniszczeniu przy $ciskaniu oraz rozcigga-
niu, stad modele zniszczenia belek zginanych maja charak-
ter nieliniowy. Wielko$ciami umozliwiajgcymi zbudowanie
modeli s wytrzymatos¢ dorazna drewna przy sciskaniu o,
oraz wytrzymatos$¢ dorazna drewna przy rozcigganiu o,.
Ksztatt funkgji opisujacej rozktad naprezen w przekroju bel-
ki jest wzorowany na rozktadzie naprezen zgodnym z do-
$wiadczeniem. W najprostszym przypadku funkcja opisu-
jaca rozkfad naprezen musi zawierac trzy parametry, ktére
wyznacza sie z warunkéw brzegowych oraz z warunku réw-
nowagi. Warunki brzegowe formutuje sie dla wtékien skraj-
nych sciskanych, w ktérych naprezenie normalne ma war-
tosc¢ o, oraz dla wtokien skrajnych rozcigganych, w ktérych
naprezenie normalne ma wartos¢ o, . Warunek rownowagi
dotyczy wypadkowej naprezer normalnych w catym prze-
kroju, ktéra musi by¢ réwna zeru.

W artykule rozwaza sie proste modele, ktére mozna opisac
w sposéb analityczny wygodny w obliczeniach praktycz-
nych. Artykut ma charakter popularyzatorski.

2. Wytrzymatos¢ belki drewnianej na zginanie

Rozwaza sie belke drewniang o przekroju prostokatnym
o wymiarach bxh, gdzie b i h oznaczaja odpowiednio sze-
rokos¢ i wysokos¢ przekroju belki. Zaktada sie, ze rozktad
naprezen normalnych w przekroju belki podczas zginania
jest staty na szerokosci przekroju.

Przyczyna nieliniowej pracy belki przy zginaniu jest anizo-
tropia drewna, a w szczegolnosci jego budowa witdknista.
W probce bez wad zniszczenie drewna przy rozcigganiu
wzdtuz wtdkien nastepuje przez zerwanie witékien, a znisz-
czenie przy Sciskaniu nastepuje w wyniku lokalnej utra-
ty statecznosci widkien. Wytrzymatos¢ na rozcigganie jest
$rednio ok. 2-krotnie wieksza od wytrzymatosci na sciska-
nie, co ilustruje rysunek 1.

Z rysunku 1 wynikaja dwie rézne fazy pracy przekroju bel-
ki podczas zginania w zaleznosci od wielkosci momentu
zginajacego. Krzywa 1 na rysunku 1 odnosi sie do wtékien
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Rys. 1. Wykres zaleznosci naprezenie-odksztatcenie dla drewna
iglastego przy rozcigganiu i Sciskaniu wzdtuz wtdkien: 1 - rozciqga-
nie, 2 - sciskanie; [1] wedfug Méhlera

belki w strefie rozciagganej, a krzywa 2 odnosi sie do wtdkien
w strefie $ciskanej. Na odcinku 0A wykresy $ciskania i roz-
ciggania pokrywaija sie i s prostoliniowe. To oznacza, ze na
odcinku 0A modut sprezystosci jest staty i ma te sama war-
tos¢ przy rozcigganiu i $ciskaniu. W tej fazie drewno zacho-
wuje sie w sposdb liniowo-sprezysty, obowigzuje zasada

a)
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Rys. 2. Fazy pracy przekroju w belce zginanej: a) zakres liniowo-
-sprezysty dla 0 < o < 0,, b) nieliniowy rozktad naprezen w przekro-
ju obcigzonym momentem niszczqcym M, c) zastepczy liniowy roz-
ktad naprezeri w przekroju obcigzonym momentem niszczgcym M
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ptaskich przekrojéw, naprezenia normalne w przekroju bel-
ki maja rozkfad liniowy i 0$ obojetna przechodzi przez sro-
dek ciezkosci przekroju (rys. 2a). Maksymalne naprezenie
o, wspolne dla rozciggania i $ciskania wystepuje w punk-
cie A i osigga wartosc 65 do 85% wytrzymatosci doraznej na
Sciskanie 0. Po przekroczeniu przez naprezenia wartosci o,
wykresy rozdzielaja sie. W strefie rozciagganej drewno nadal
zachowuje sie w sposob liniowo-sprezysty zgodnie z wykre-
sem AR, a w strefie $ciskanej drewno zachowuje sie w spo-
s6b nieliniowy zgodnie z wykresem AS. W chwili zniszczenia
naprezenia w przekroju maja rozktad nieliniowy. Napreze-
nia w strefie rozcigganej osiggaja wytrzymatos¢ dorazng na
rozcigganie o, a w strefie Sciskanej wytrzymato$¢ dorazna
na sciskanie o, (rys. 2b).

Niech M oznacza no$nos¢ dorazng przekroju na zgina-
nie, tj. moment zginajacy powodujacy ztamanie belki. Je-
$li przekrdj jest obcigzony tylko momentem zginajacym M,
to z warunkéw réwnowagi wynika, ze moment statyczny
naprezen normalnych w przekroju wzgledem dowolnego
punktu musi by¢ réwny momentowi M. Ponadto wypadko-
wa naprezen normalnych w przekroju musi by¢ réwna zero,
co oznacza, ze wypadkowe naprezen $ciskajacych oraz roz-
ciggajacych sa rowne co do wartosci i przeciwnie skierowa-
ne. Stad, wobec nieréwnosci o, < 0,, wynika, ze 0$ obojet-
na w przekroju na rysunku 2b lezy ponizej srodka ciezkosci
przekroju. Wielko$¢ momentu niszczacego M zalezy od wy-
trzymatosci doraznych o, i 0, oraz od rozktadu naprezen nor-
malnych w przekroju.

W poczatkowym okresie badan belek zginanych (poczatek
XX w.) nie brano pod uwage réznych wiasciwosci drewna
przy $ciskaniu i rozcigganiu. W catym zakresie obcigzenia
postugiwano sie liniowym rozktadem naprezen w przekro-
ju belki. Wprowadzono wtedy pojecie: wytrzymato$¢ drew-
na na zginanie o, okre$lone wzorem:

g =— (1)

gdzie:
M jest momentem niszczacym belke przy zginaniu, a W jest
wskaznikiem wytrzymatosci przekroju prostokatnego okre-
slonym wzorem:
bh®

w p (2)
Wskaznik wytrzymatosci W okreslony wzorem (2) obowia-
zuje dla zginania belek z materiatu jednorodnego izotropo-
wego w zakresie liniowo-sprezystym. Stad wytrzymatos¢ na
zginanie o, jest takim naprezeniem w wtéknach skrajnych
belki prostokatnej w przekroju obcigzonym momentem M,
jakie wystapitoby, gdyby rozktad naprezen byt liniowy. W ten
sposéb otrzymuje sie schemat zastepczy przedstawiony na
rysunku 2c. W schemacie tym jest niekonsekwencja pole-
gajaca na tym, ze moment niszczacy M wystepuje w nie-
liniowej fazie pracy materiatu, a wskaznik wytrzymatosci

a4

W dotyczy fazy liniowo-sprezystej. Schemat pokazany na
rysunku 2c ma zatem charakter umowny (fikcyjny) i w rze-
czywistej belce nie wystepuje.

Mimo tej niekonsekwencji pojecie wytrzymatosci drewna
na zginanie utrwalito sie i jest nadal stosowane, gdyz jest
uzyteczne w praktyce, pozwala bowiem operowacé prosty-
mi wzorami znanymi z wytrzymatosci materiatéw. Wytrzy-
matos¢ na zginanie okreslona wzorem (1) ma charakter
wytrzymatosci doraznej, gdyz jest okreslona dla obcigze-
nia niszczacego.

Na bazie tego pojecia powstato okreslenie: wytrzymatosé
charakterystyczna drewna na zginanie, ktore jest podstawg
klasyfikacji wytrzymatosciowej drewna stosowanej w obli-
czeniach konstrukcji drewnianych.

Wielkosci o, 0, 0,, oraz M s3 z sobg zwigzane przez warun-
ki rownowagi i sposob roztozenia naprezer normalnych
w przekroju belki. W zaleznosci od ksztattu rozktadu napre-
zen normalnych otrzymuje sie rézne nieliniowe modele zgi-
nania belki w chwili zniszczenia.

Omowione zostana dwa podstawowe modele opisane w li-
teraturze oraz model zaproponowany przez autora tej pu-
blikacji. We wszystkich omawianych modelach naprezenia
normalne w rozcigganej czesci przekroju majg rozktad linio-
wy, a w czesci Sciskanej rozktady naprezen sg opisane wie-
lomianami lub linig famana.

3. Model nieliniowy 2 stopnia Suensona

Pierwszy dobrze uzasadniony doswiadczalnie nieliniowy
model zginania belki drewnianej w chwili poprzedzajacej
zniszczenie zostat opracowany przez Suensona [2, 3] przy
zatozeniu, ze rozktad naprezen normalnych w strefie $ciska-
nej jest opisany parabolg, a rozktad naprezen w strefie roz-
ciaganej jest liniowy. Schemat obliczeniowy jest przedsta-
wiony na rysunku 3.
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Rys. 3. Model nieliniowy 2 stopnia Suensona
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Przyjmuje sie, ze rozktad naprezen normalnych w sciskanej
czesci przekroju jest opisany rownaniem 2 stopnia:

OS
(h-z,)°
a rozktad naprezen w strefie rozcigganej jest opisany funk-
¢ja liniowa:

0.(z)= (z+h)’ -0, (3)

(4)

0,(z)= 9rzs o,
ZO

Funkcje (3) i (4) spetniaja warunki brzegowe dla naprezen.
Wielkos¢ z, okreélajacg potozenie osi obojetnej wyznacza
sie z warunku réwnowagi.
W przekroju obcigzonym tylko momentem zginajacym sita
normalna jest réwna zeru, zatem w przekroju o statej sze-
rokosci pole wykresu naprezen w strefie Sciskanej musi by¢
rowne polu wykresu naprezen w strefie rozcigganej. Stad:

2 1
gas(h—zo):EO'rZO (5)

Z réwnania (5) wyznacza sie pofozenie osi obojetnej z,;:

40.h

=0 (6)
30, +40,

0
Wypadkowa N naprezen normalnych w strefie rozcigganej
przekroju jest réwna:

1 _20,0.hb

N=-boz, = (7)
2 30, +40,

Te sama wartos$¢ ma wypadkowa N naprezen normalnych
w strefie $ciskanej przekroju. Ramie e pary sit N jest row-
ne (rys. 3):

. _3, % _ 400, +270,

e e S — (8)
5 15 1530, +40,)

Moment zginajacy M przenoszony przez przekrdj jest réw-
ny M = Ne, zatem:

_40,0,(400, +270r)x%
530, +40,)° 6

Stad, na podstawie wzoréw (1) i (2), wytrzymatos¢ na zgi-
nanie S jestrowna:

9)

_40,0,(400, +270,)
530, +40,)°

(10)

ml

4. Model nieliniowy 4 stopnia

W modelu Suensona na osi obojetnej wystepuje zatamanie
krzywej aproksymujacej rozktad naprezen przy przejsciu ze
strefy Sciskanej w strefe rozciggana. Zatamanie to nie jest
zgodne z rzeczywistym rozkfadem naprezen, gdyz w pobli-
zu osi obojetnej naprezenia majg mate wartosci i zgodnie
zrysunkami 1i 2 powinny sie zmieniac lokalnie liniowo. Te
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niezgodnos¢ mozna w znacznym stopniu wyeliminowac,
przyjmujac bardziej wypukta funkcje opisujaca rozktad na-
prezen w strefie Sciskanej. Przyjmuje sie zatem, ze rozktad
naprezen w strefie $ciskanej jest opisany funkcja 4 stopnia:

(1)

Rozktad naprezen w strefie rozcigganej nadal jest opisany
wzorem (2). Dla modelu nieliniowego 4 stopnia opisane-
go wzorami (11) i (2) rozktad naprezen normalnych w prze-
kroju bezposrednio przed zniszczeniem jest przedstawio-
ny na rysunku 4.

Pola wykreséw krzywoliniowego w strefie $ciskanej oraz
tréjkatnego w strefie rozcigganej sa rowne odpowiednio
ﬁos (h-z,) oraz lz{,o,. Pola te musza byc¢ réwne, zatem otrzy-
r%uje sie rbwnanie:

4

1
Eas(h—zo):izoo, (12)

Z tego réwnania oblicza sie potozenie osi obojetnej z,;:

8o.h

= (13)
50, +80,

)

Rys. 4. Model nieliniowy 4 stopnia

Sity wypadkowe naprezen w strefach $ciskanej i rozcigga-
nej sg rowne:
N="bz0,= b0, (h-2) (14)
2 0r 5 s 0
Srodek ciezkoéci pola krzywoliniowego jest oddalony od

wtdkien skrajnych Sciskanych na odlegtos¢ E(h_z") , Za-
tem, zgodnie z rysunkiem 4, ramie e pary sit N jest rowne:

e:lh+ﬁ

15
12 12 15)

Moment zginajacy M w przekroju belki jest rowny momen-
towi pary sit Ne, zatem:
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M=Ne=1bzo [Ln+2 (16)
2 120 12

Po wstawieniu do wzoru (16) wielkosci z, okreslonej wzo-
rem (13) i wykonaniu rachunkéw otrzymuije sie:

2
M= 20.0.(350, +624q) xﬂ
(50.+80,) 6

(17)

oraz:
_20,0,(350, +640,)
(50, +80,)°

5. Model odcinkowo-liniowy Thunella

m2

W modelu Thunella [3] rozktad naprezer normalnych w prze-
kroju jest opisany linig famang przedstawiong na rysunku 5.
Wypadkowa naprezen normalnych w przekroju jest rowna
zeru, zatem pole wykresu naprezen w strefie $ciskanej jest
réwne polu wykresu naprezen w strefie rozcigganej. Stad
wynika réwnanie (rys. 5):

-

l—l\) L =

N

5
o+
3

z

Rys. 5. Model odcinkowo-liniowy Thunella

(19)

co, +l og =lz o,
2 2
Z rysunku 5 wynikajg nastepujace zaleznosci geometryczne:

S A (20)

h=c+s+z (21)

Po rozwiazaniu uktadu réwnan (19)-(21) wzgledem ¢, s, z,
otrzymuje sie:

(22)

2

O, +0;

20.0
%0 +0,) 24

Wypadkowe sity N,, N,, N, poszczegdlnych czesci bryty na-
prezen normalnych, zgodnie z rysunkiem 5, sg réwne:

1 1
N,=bco, N, =§b505 N, :Ebzoar (25)
Moment M w przekroju belki obliczony jako moment statycz-
ny sit N,, N,, N,wzgledem punktu na osi obojetnej jest rowny:
2 2
M = [s +;]Nl + N+ 18N, (26)
Stad, po uwzglednieniu wzoréw (22)-(25) i wykonaniu ra-
chunkoéw otrzymuije sie:

(30, - 0,)0, XLW
o, + 0, 6

M= (27)
Z tego wzoru od razu wynika, ze wytrzymatos¢ na zginanie
jest okreslona wzorem:

_Bo,-09))o, (28)

0, +0,

m3

6. Obliczenia testowe i poréownanie modeli

Do obliczen testowych przyjeto wartosci wytrzymatosci do-
raznych o, 0, 0, uzyskane z badan doswiadczalnych drewna
sosnowego o wilgotnosci 12% pochodzacego z réznych sie-
dlisk Europy. Przyjete dane podane sa w tabl. 3-6 zamiesz-
czonych w monografii [4]. Dane te uznaje sie za reprezen-
tatywne dla drewna sosnowego.

Rys. 6. Graficzne poréwnanie modeli: 1 — model nieliniowy 2 stop-
nia Suensona, 2 - model nieliniowy 4 stopnia, 3 - model odcinko-
wo-liniowy Thunella
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Tabela 1. Obliczenia testowe

L. Wartosci obliczone G oo @
Wartosci pobrane z [4], A =——" %100% @
Zrédto tabl. 3-6 (MPa) 9) (18) (28) O we wzorzez,=a x h
danych
o, o, g, O 0,2 O3 A, A, A, (6) (13) (24)
ITB 42,2 129,3 79,6 72,9 81,4 85,1 -8,4 2,3 6,9 0,30 0,34 0,37
Krzysik 43,5 104,0 78,0 69,7 771 79,2 -10,6 1,2 1,5 0,36 0,40 0,42
Kollmann 46,8 104,0 90,0 73,1 80,7 82,3 -18,8 -10,3 -8,6 0,38 0,42 0,43
Batdin 40,0 100,0 75,0 65,0 72,1 74,3 -13,3 -3,9 -0,9 0,35 0,39 0,41
Dieriewo 43,0 108,6 83,0 70,1 77,8 80,2 -14,3 -6,3 -3,4 0,35 0,39 0,41
Srednia z wartosci |A| oraza 13,1 4,8 43 0,348 | 0,388 | 0,408

(6), (9) — wzory dla modelu nieliniowego 2 stopnia Suensona
(13), (18) — wzory dla modelu nieliniowego 4 stopnia

(24), (28) — wzory dla modelu odcinkowo-liniowego Thunella
Dieriewo - radziecki poradnik techniczny

Dane oraz wyniki obliczen sa zawarte w tabeli 1.
Wielkosci A, A,, A, okreélaja procentowe réznice miedzy
wartosciami o, , obliczonymi dla modeli oraz wartosciami
o, uzyskanymi z badan doswiadczalnych. Dla modelu Su-
ensona wszystkie wartosci A, sg mniejsze, Srednio 0 13,1%,
od wartosci z badan doswiadczalnych. Stad moment zgina-
jacy przenoszony przez przekroj belki oszacowany na pod-
stawie modelu Suensona jest zanizony srednio o 13,1%.
Dla modelu nieliniowego 4 stopnia oraz modelu odcinko-
wo-liniowego Thunella odchytki wartosci obliczonych o,
od wartosci doswiadczalnych o, sg dodatnie oraz ujem-
ne i Srednio nie przekraczajg odpowiednio A, = 4,8% oraz
A,=4,3%.To oznacza, ze modele te majg charakter uniwer-
salny, gdyz dla duzej populacji prob dajg wyniki wyposrod-
kowane o zadowalajacej doktadnosci.

W tabeli 1 mozna zauwazy¢, ze wszystkie wartosci liczbowe
dla modelu nieliniowego 4 stopnia znajduja sie miedzy war-
tosciami dla modelu Suensona oraz modelu odcinkowo-li-
niowego Thunella. To samo widac¢ na graficznym poréwna-
niu modeli przedstawionym na rysunku 6.

Modele nieliniowy 4 stopnia oraz odcinkowo-liniowy Thu-
nella mozna uznac za rbwnowazne i zarekomendowac je
jako modele przydatne do obliczen praktycznych.

7. Podsumowanie

Drewno jest materiatem anizotropowym i ma rézne wta-
Sciwosci sprezyste oraz rézne wytrzymatosci dorazne przy
sciskaniu i rozcigganiu. Stad wynika, ze modele zniszczenia

belek drewnianych przy zginaniu maja charakter nielinio-
wy. Ksztatt funkcji opisujacej rozktad naprezen w przekroju
belki w chwili zniszczenia mozna wzorowac na rozktadzie
naprezen zgodnym z do$wiadczeniem. Na tej podstawie,
stosujac warunki rownowagi naprezen w przekroju belki,
mozna budowac rézne modele zniszczenia belki drewnia-
nej przy zginaniu. Jednym z najstarszych jest model Suenso-
na, w ktérym naprezenia Sciskajace w przekroju belki aprok-
symuje sie za pomocg paraboli, a naprezenia rozciggajace
maja rozktad liniowy. Drugi - to model Thunella, w ktérym
rozktad naprezen w catym przekroju belki aproksymuje sie
za pomocg linii tamanej ztozonej z odcinkéw prostych. Na
tle tych modeli przedstawiono model autorski, w ktérym
naprezenia w strefie Sciskanej aproksymuje sie za pomocg
wielomianu 4 stopnia. W ramach tych modeli sformutowa-
no zwigzki miedzy wytrzymatosciami doraznymi drewna
bez wad na $ciskanie, rozcigganie i zginanie oraz oszaco-
wano moment zginajacy w belce w chwili zniszczenia. Na
przyktadach wykazano, ze model Thunella oraz zapropo-
nowany model nieliniowy 4 stopnia dobrze pasuja do da-
nych doswiadczalnych i moga by¢ stosowane w oblicze-
niach praktycznych.
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