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Streszczenie

W pracy zaproponowano przyblizona metode statystyk pozycyjnych
wykorzystang do opracowania losowych obserwacji o nieznanym a priori
rozktadzie gestosci prawdopodobienstwa. Wyjasniono problemy zastoso-
wania metody doktadnej zwiazane ze zlozonymi obliczeniami catek po-
dwojnych przy wyznaczaniu macierzy kowariancji. Metoda przyblizona
bazuje na prostych asymptotycznych zalezno$ciach wariancji i wspolczyn-
nika korelacji statystyk pozycyjnych od ich liczby i numeréw oraz rozkta-
du gestosci prawdopodobienstwa. Z tego powodu macierz kowariancji jest
wyznaczana przy uzyciu prostych operacji arytmetycznych. Przedstawiono
wyniki badan metody przyblizonej i wykazano jej skuteczno$¢ na podsta-
wie ich poréwnania z wynikami otrzymywanymi dla metody doktadne;j.

Stowa kluczowe: obserwacje losowe, statystyki pozycyjne niepewnos$c.

The influence correction method of
observation autocorrelation to standard
uncertainty of mean value

Abstract

In the present paper the approximate method of order statistics used to
processing of the random observations of unknown a priori probability
density distribution is proposed. The problems of precise method of
determination of the covariance matrix of order statistics based on
complex calculations of double integrals of two-dimensional density
distribution of order statistics (4) are discussed. The approximate method
is based on asymptotical dependencies of variance (11) and correlation
coefficient (12) of order statistics from their number and density distribution
function. The proposed method does not require the calculation of complex
integrals because the covariance matrix is determined by performing
ordinary arithmetic operations (13). In addition, the proposed method
provides an increase of the accuracy of the calculations if the size of the
matrix increases, i.e. if the number of observations increases (Fig. 3). The
results of Monte Carlo simulations of the approximate method are presented.
On the basis of a comparison of the characteristics of errors and standard
uncertainties (16), (17), (18) and (19) of the exact and approximate methods
effectiveness of the proposed method has been analyzed (Tab. 1).

Keywords: random observations, order statistics, uncertainty.
1. Metoda statystyk pozycyjnych

Standardowa metoda opracowania serii nieskorelowanych ob-
serwacji xy, X, ... X, (n jest liczno$cig zarejestrowanych obserwa-
cji) zapewnia minimalng warto$¢ standardowej niepewnosci typu
A estymatora wyniku (warto$ci $redniej) tylko w przypadku nor-
malnego rozktadu gegstosci prawdopodobienstwa populacji p(x)
lub odpowiednio bliskiego mu rozkladu. W przypadku istotnie
roéznigcych si¢ rozktadow istniejg parametry potozenia obserwacji
inne niz warto§¢ $rednia, ktorych standardowa niepewno$¢ jest
mniejsza niz standardowa niepewnos¢ wartosci sredniej. W pra-
cach [1], [2], [3] przedstawiono metode bazujaca na statystykach
pozycyjnych, w ktorej bezposrednio wykorzystuje si¢ informacje

o rozktadzie p(x). W [3] udowodniono, ze w tej metodzie, dla
wariancji var(/) i wariancji $redniej var(x), zachodzi nierow-
nos¢:

o2

var(i1) < =— = var(x), (1)
n

przy czym réwno$¢ g =x zachodzi tylko dla rozktadu normalne-
go.
Jednak niezbednym warunkiem wyznaczania wyniku najlep-
szego ze wzgledu na niepewnos¢ standardowq jest doktadna zna-
jomosci rozkladu prawdopodobienstwa obserwacji p(x). Jesli
rozklad ten nie jest znany, lecz jest wiadome, ze moze by¢ on
jednym ze zbioru modeli mozliwych do zastosowania, to mozna
si¢ postuzy¢ metoda opisang w pracach [4]-[6]. Zgodnie z tg me-
toda uporzadkowane wejsciowe obserwacje Xs=(X(1), X2+ X(m)
porownywane sg z zestawem J szeregow o tej samej licznosci,
czyli tak zwanych obserwacji referencyjnych Xref=(xref;,
Xrefy 1. xref,,,l)T, Xrefy=(xref,,, xrefss,.., xrefn,z)T, veey Xre-
fi=(xref1;, xrefsy,.., xre ,,,J)T, odpowiadajacych wybranym funk-
cjom rozktadow prawdopodobienstwa fi(x), f(x), ..., fi(x), jak to
pokazano na rysunku 1.
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Rys. 1.  Przyktadowe zestawy warto$ci przeci¢tnych statystyk pozycyjnych —
obserwacji referencyjnych (n=19)

Fig. 1.  The exemplary sets of expected values of order statistics - reference
observations (n=19)

Obserwacje referencyjne sg obliczane jako wartosci przecigtne
E(s;x) statystyk pozycyjnych x; (k=1,2,...,n), ktore zalezne sg
tylko od rozktadu p;(x) i dystrybuanty Fj(x) zgodnie z zaleznoScig:

Xnef,, = [0 Py (), 2)
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rozktadem prawdopodobienstwa k-tej statystyki pozycyjnej [7].

Obliczone wedlug (2) wartoéci przecigtne statystyk pozycyj-
nych sg liczbami doktadnymi dla rozktadu p;(x) i dlatego sa one
nazywane obserwacjami referencyjnymi.

Zasada wyznaczania najlepszych estymatoréw potozenia u
i szeroko$ci o proby badanej przy uzyciu tej metody polega na
wstepnym uporzadkowaniu obserwacji x;y, X(2), ... X(), , @ nastep-
nie na minimalizacji sumy kwadratow odchylen

Vi =,u+E[sk]-c7—x(k) = xref} —X(k) >

gdzie: xref = u+ xrefy - o (rys. 2a).

Uproszczony schemat blokowy algorytmu opracowania wyni-
kéw obserwacji przedstawiono na rys. 2b. Dla kazdego modelu
px) G=1,2,...,J) rozktadu prawdopodobiefistwa, parametry n;
i 0; proby wyznaczane s3 metodg wazonych najmniejszych kwa-
dratéw, ktora w zapisie macierzowym ma postac [3]:
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odwrotnos$cia macierzy kowariancji statystyk pozycyjnych, ktorej
elementy wyznaczane sa z obliczania dwuwymiarowych catek
od tacznego rozktadu prawdopodobienstwa k-tej i [-tej statystyk pozy-

22, 5)=C2 [F ) [ o) - | =) s )

strukcyjna; Af :[ ], W, :COV]1 - jest

cyjnych

0 postaci:

Covj.; = [ -x; P2 (xk,x, )dxkdxl —xref pxref ) » 4)
X]>Xk

gdzie C2=n!/[(n—0)-(1 -k -1)-{k-1)].
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Rys.2. Zasada wyznaczania parametrow x i 0 w metodzie bazujacej na
statystykach pozycyjnych (a), schemat blokowy opracowania
obserwacji wedtug metody statystyk pozycyjnych (b)

Fig. 2.  Principle of the determination of location x and width ¢ parameters
using order statistics method (a), block-scheme of the observations
processing by order statistics method (b)

Nastepnie dla kazdej pary obliczonych parametréw (1, o;) obli-
czane sg warto$ci nieobcigzonych estymatorow sum kwadratow
odchylen resztkowych (SKR), jako:

(Xs —A '(f’i"}j)T)T W '(Xs —Aj ‘(f‘.f'&./)T)

S2 .=
R n-2

®)

Na podstawie analizy warto$ci S}ZU, SI%JZ,...,SI%’J-,..,SI%’J
(rys. 2b), przyktadowo na drodze wyznaczania minimalnej warto-
$ci S}ey j » obliczane sg wartosci parametru potozenia i szeroko$ci
proby wejsciowej (,[1 6'), dla ktorych proba wejsciowa w najlep-
szy sposob (z minimalng SKR (5)) zostaje dopasowana do odpo-
wiedniej proby referencyjnej. Standardowe niepewno$ci wartosci

parametréw polozenia i szeroko$ci obliczonych w taki sposob
okreslane s3 zgodnie z zalezno$ciami:

u ()= dj;o,ovsfz?,j ;ug(6)= djay Sk ©)
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gdzie:

0
) ™

J1l

D,:(AT.W_.A‘TIZ dfz'"o’o
j WA 0 d

jest macierza kowariancji o wymiarach 2x2, ktoéra w przypadku
symetrycznych rozktadow prawdopodobienstwa jest diagonalna.
W pracach [4] - [6] pokazano, ze przy braku znajomosci roz-
ktadu gestosci prawdopodobienstwa populacji p(x) przedstawiona
metoda opracowania wynikow obserwacji zapewnia wyznaczanie
wyniku pomiaru ze standardowym odchyleniem mniejszym niz
odchylenie standardowe wartos$ci $redniej przy liczbie obserwacji
n~>15, a jej skuteczno$¢ rosnie przy zwickszeniu tej liczby.

2. Problemy praktycznej realizacji opisanej
metody

Podstawowym problemem praktycznej realizacji przedstawio-
nej wyzej metody jest zlozono$¢ obliczania macierzy kowariancji
COV. Chociaz dla niektorych rozktadéw, na przyktad dla jedno-
stajnego, sa gotowe proste wzory na obliczanie macierzy autoko-
wariancji, to jednak w przypadku innych funkcji gestosci rozkta-
dow prawdopodobienstwa p(x) obliczanie tej macierzy wedlug
wzoru (4), to jest obliczanie podwojnych catek dwumiarowych
tacznych rozktadéw prawdopodobienstwa statystyk pozycyjnych,
jest bardzo skomplikowane.

Oprocz tego doktadno$é obliczen macierzy kowariancji, a na-
stepnie jej odwrotnosci, zmniejsza si¢ ze zwigkszeniem liczby
obserwacji n. Dotyczy to tez macierzy rekonstrukcyjnej REC we
wzorze (3), ktora jest macierza dwuwierszowa o postaci:

REC./._(gl,j &2,j 8l(n+1)2)j -+ 82,5 gl,jJ’ ®)

-n, V2 0 V2 Ny

w ktorej, w przypadku symetrycznych rozktadow f(x), elementy g,
pierwszego wiersza charakteryzujg si¢ symetrig parzysta, natomiast
elementy drugiego wiersza y;; majg symetri¢ nieparzysta.

Dla rozktadu normalnego wartosci wszystkich wspotczynnikow
pierwszego wiersza macierzy REC powinny by¢ teoretycznie
jednakowe i réwne 1/n. Jednak przy obliczeniach w $rodowisku
Mathcad13 z doktadnoscig 107" przy liczbie obserwacji n =41
i 61, warto$ci czgsci wspolczynnikow w duzym stopniu roéznig si¢
od 1/n, tym bardziej, im wigksze jest n (rys. 3). Podobna sytuacja
zachodzi w przypadku innych rozktadow. Z kolei niedoktadnos¢
macierzy REC przeklada si¢ na niedoktadno$¢ wyznaczania po-
szukiwanych parametrow proby wejsciowej.
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Rys. 3. Wartosci wspotczynnikow pierwszego wiersza ,,doktadnej” macierzy REC
(®) oraz przyblizonej RECapr (0) dla rozktadu normalnego przy liczbie
obserwacji n=41 oraz n=61

Fig. 3.  Values of the first row coefficients of the “precise” matrix REC and
approximate RECapr (©) for the normal distribution for number of
observations n=41 and n=61
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3. Przyblizona metoda statystyk pozycyjnych

W celu uzyskania istotnego uproszczenia obliczen macierzy
kowariancji zaproponowano wykorzystanie asymptotycznego
przyblizenie dla wariancji i wspotczynnikow korelacji pomigdzy
dwoma statystykami pozycyjnymi dla duzych n—o. Do wypro-
wadzenia tych wzorow wykorzystano wlasciwosci parametrow
statystyk pozycyjnych.

Wiadomo jest [7], ze kwantyle x), i x¢) z proby prostej, pobra-
nej z populacji o rozkladzie p(x), przy n — oo majg rozktad
asymptotycznie normalny o warto$ciach oczekiwanych ny= x(, ),
m= x;,5, oraz wariancjach i wspotczynniku korelacji wzajemne;j:

o2 ~ A=) oF ~ A=) ) Pey®
n (Plx(z) n (p\x(z)) '

A-4)
2(-4) ©

gdzie k=[nA ]+1, 1 =[nA]+1, 0< 2, <4 <1.

Dla cigglego rozktadu p(x) kwantyl rzgdu A, oznaczony jako
Xz, spetnia rownos¢ A=F(x,)), to jest xywyznaczany jest przez
odwrotng dystrybuante Xy =F -1 (}L) =qgF (/1)

Okreslajac wartosci kwantyli dla 1<k<n jako A4;=k/(n+1), przy-

blizone warto$ci oczekiwane statystyk pozycyjnych (obserwacje
referencyjne) mozna obliczy¢ wedlug wzorow:

n+1

xrefy ~qF(Ak)=F"[ k ] (10)

a warto$ci wariancji i wspotczynnika korelacji jako:

2 k(n+l—k) 2 l(n+1—l) (11)
ok n(n+1)2(pj(xrefk)>2 ? n(n+1)2(pj(xref,))2
k(m+1-1)
Pri = —Z(n+lfk),13k<lsn. (12)

Na podstawie tych zaleznos$ci przyblizone warto$ci wspotczyn-
nikow macierzy kowariancji moga by¢ obliczone zgodnie z zalez-
nosciami:

k-(n+1-1) 1

J1<k<l<n.(13)
nn+1)? pilerefi ) pilvref)

COVj,‘k,l =

Nalezy zauwazy¢, ze otrzymany przyblizony wzor (13) na obli-
czenie macierzy kowariancji statystyk pozycyjnych po pomnoze-
niu przez staty wspotczynnik n/(n+2) jest doktadny dla jednostaj-
nego rozktadu prawdopodobienstwa. Z tego powodu proponowana
metoda nie zostala zbadana dla obserwacji o rozkladzie jednostaj-
nym.

Ze wzrostem liczby obserwacji doktadnos$¢ przyblizonych za-
leznosci (11) i (12) rosnie, co powoduje zwigkszenie doktadnosci
obliczen macierzy kowariancji wedlug wzoru przyblizonego (13).
Charakterystyki liczbowe dotyczace doktadno$ci zaréwno tych
obliczen, jak i wyznaczania poszukiwanych parametrow przed-
stawiono w kolejnej czesci pracy.

4. Badanie metody przyblizonej

Badania zostaly przeprowadzone w dwoch etapach. W pierw-
szym porownano wartosci oczekiwane statystyk pozycyjnych
i wartosci elementdw macierzy autokowariancji obliczone na
podstawie doktadnych i przyblizonych zaleznosci, a takze warto-
sci wspotczynnikow doktadnej i przyblizonej dwuwierszowej
macierzy rekonstrukcyjnej REC. Badania zostaly wykonane dla
liczby obserwacji n=21,41161 i dla wybranych rozktadow
prawdopodobienstwa: Laplace’a, normalnego oraz typu arcsinus.
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Okazato si¢, ze warto$ci wspotczynnikow macierzy REC obliczo-
nej na podstawie metody przyblizonej (13) mniej si¢ réznia od
warto$ci teoretycznych niz wspotczynniki macierzy obliczonej na
podstawie ,,doktadnej” macierzy kowariancji (4) (rys. 3). Poréw-
nano takze warto$ci wspolczynnikdw macierzy M; o postaci:

M, =W, (I-A; REC;), (14)

wykorzystywanej we wzorze (5) do wyznaczanie nieobcigzonego
estymatora wariancji odchylen resztkowych zgodnie z zalezno-
Scig:
T
) Xy -M;-X(

SRJ:T. (15)

Wspotczynniki macierzy M; oraz Dj decydujg o dokladno$ci
wyznaczania standardowych niepewnosci obliczanych na podsta-
wie parametrow proby badanej, zgodnie ze wzorem (6). Maksy-
malna réznica pomigdzy ,,doktadng” i przyblizong macierzg jest
rzedu kilku procent, co oznacza, ze metoda przyblizona w matym
stopniu wplywa na obliczane warto$ci standardowych niepewno-
$ci rozpatrywanych parametrow.

W drugim etapie skuteczno$¢ przyblizonej metody zostata zba-
dana metoda Monte-Carlo przy liczbie symulacji M = 10°. Przed-
stawione ponizej wyniki badan dotycza warto$ci parametrow
potozenia uy= 5,000 i szerokosci o = 0,200. Skutecznos¢ obydwu
metod pordwnano na podstawie analizy statystycznej wartosci

btedow A(]-") = ﬁ;") — 1y parametru potozenia i jego standardo-

wej niepewnosci u("). 1). Warto$ci $rednie parametréw bledéw
) niep A7 \H p ¢

i standardowych niepewnos$ci wynikoéw metody doktadnej i przy-
blizonej obliczono na podstawie zaleznoS$ci:

— 1 M T 1 M e
83t =5 £ i) 2 ),
a odchylenia standardowe jako:
1 M (l’l) —
L)) = [—— 2 A — A5 () 17
o) S -z

Su(;,m)—\/ﬁgl(m,j(ﬁ(”))—u ) am

W celu poréownania charakterystyk bledow i niepewnos$ci para-
metru potozenia zostaty one unormowane do teoretycznej wartosci

standardowego odchylenia o,=0 / «/; warto$ci Sredniej, zgod-

nie z zalezno$ciami:

:. J‘ (18)

S (-(n
o :M.Jn . (19)
u o

= n \/— Ef

Aﬂ/a!* ,u o‘*

)
__ AT
Esaijon =" V1 Esg

5. Wyniki badan i podsumowanie
Wartosci parametrow bteddéw i standardowych niepewnosci wy-

znaczone zgodnie z zalezno$ciami (18) i (19) dla obydwu metod
w zaleznosci od liczby obserwacji przedstawiono w tabeli 1.
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Tab. 1.  Charakterystyki btgdow i niepewnosci metody doktadnej i przyblizonej
Tab. 1. The characteristics of errors and standard uncertainties of the exact and
approximate methods

Charakterystyki btedow (Laplace)

) Metoda doktadna Metoda przyblizona
aifor | Eagye | Fmije | Eagyen
21 3,43-10° 0,886 3,73-10° 0,922
41 -2,96107 0,842 -5,05-10°° 0,863
61 6,77-107 0,831 8,59-10° 0,845
Charakterystyki niepewnosci (Laplace)
Metoda doktadna Metoda przyblizona

u(/ft) %u ES"([‘) "

E;([z)/a; E.\'u(ﬂ)/a;

21 0,782 0,247 0,817 0,303
41 0,799 0,193 0,820 0,210
61 0,800 0,168 0,802 0,180

Charakterystyki bledow (Normalny)

Metoda doktadna Metoda przyblizona
n
E- E E-
Apfor, Sa(@)/ % Aifor sa(a)/ g
21 4,71-10° 1,079 5,14-10° 1,077
41 3,25-10° 1,030 3,62:10° 1,033
61 10,9-10° 1,019 11,0-10° 1,019

Charakterystyki niepewno$ci (Normalny)

Metoda doktadna Metoda przyblizona
n
. E E- .
u( ) % Su(p)/oj “(#)/0'; Esu(/?)/aﬂ
21 0,822 0,266 0,860 0,285
41 0,937 0,203 0,962 0,211
61 0,976 0,158 0,993 0,162

Charakterystyki bledow (Arcsin)

Metoda doktadna Metoda przyblizona
n
—~ E E- E
Apfor, sa()/ou Ao SA()) T
21 -8,79-10° 0,470 -8,10-10° 0,423
41 -2,54107 0,459 -2,85-10° 0,476
61 -0,10-107 0,099 -0,41-10° 0,100

Charakterystyki niepewnosci (Arcsin)

Metoda doktadna Metoda przyblizona

E;(f‘ Jou E'Y"(il)/ %u E;(f‘ Jou Esuw/ o,

21 0,269 0,204 0,235 0,259
41 0,168 0,152 0,176 0,175
61 0,134 0,127 0,150 0,141

Jak wynika to z danych przedstawionych w tabeli 1, przy od-
chyleniu rozktadu prawdopodobienstwa obserwacji od normalne-
go obydwie metody zapewniaja mniejsze standardowe wartosci
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bledow SA(4) (podczas opracowania rzeczywistych obserwacji

btedy nie sa znane) oraz standardowe niepewnosci L_t([z) wyniku
(parametru potozenia) w porownaniu do standardowej wartoSci
btedu o i standardowej niepewnosci u(z) wartosci $redniej .

Ze zwickszeniem liczby obserwacji skutecznos¢ metody przybli-
zonej zwigksza si¢, przy czym jest ona tym wigksza, im bardziej
rozktad prawdopodobienstwa rozni si¢ od normalnego.

Roéznica pomiedzy wartosciami srednimi standardowych odchy-
len blgdéw wyznaczania parametru potozenia w obydwu meto-
dach nie przekracza kilku procent (dla rozktadu normalnego ta
roznica jest praktycznie nieistotna). Dla n =21, n=41 i n =61
wynosi ona odpowiednio:

- dlarozktadu Laplace’a: 4,0%, 2,5% i 1,7%;
- dla normalnego: 0,26%, 0,25% 1 0,02%;
- adla typu arcsinus: 9,9%, 3,4% 1 0,4%.

Roéznica migdzy $rednimi wartosciami standardowych niepew-
no$ci parametru potozenia w obydwu metodach jest nieco wigk-
sza, a mianowicie wynosi odpowiednio:

- dla rozktadu Laplace’a: 4,5%, 2,6% i 0,3%;
- dla normalnego: 4,6%, 2,7% i 1,7%;
- dla typu arcsinus: 12,5%, 4,9% 1 11,7%.

Na podstawie uzyskanych wynikéw mozna wyciagna¢ wniosek,
ze przyblizona metoda wyznaczania podstawowych macierzy,
wykorzystywanych do opracowania obserwacji metoda statystyk
pozycyjnych, z obliczeniowego punktu widzenia jest stosunkowo
prosta i zarazem istotnie nie pogarsza dokladnosci wyznaczania
parametru potozenia. Wykorzystanie zaproponowanego przybli-
zenia w metodzie statystyk pozycyjnych stwarza szerokie mozli-
wosci jej praktycznego zastosowania do opracowania wynikow
losowych obserwacji przy dowolnej ich licznosci i nieznanych
a priori rozktadach prawdopodobienstwa.
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