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Program Langlandsa wedlug Lafforgue’a

Celem tego artykulu jest wyttumaczenie wynikéw, a w pewnym stopniu
réwniez metod, uzyskanych przez L. Lafforgue’a. W 2002 roku otrzymal on
medal Fieldsa za swoje prace dotyczace programu Langlandsa, a doklad-
niej za dowdd odpowiednioéci Langlandsa dla ogélnej grupy liniowej nad
cialami funkcyjnymi krzywych w dodatniej charakterystyce. Odpowiednioéé
ta dotyczy zwigzkow miedzy teoria liczb i teoria grup, a jej dowdd uzywa
geometrii algebraiczne;j.

Zeby wyjaénié, na czym polegaja uzyskane przez Lafforgue’a wyniki,
postuzymy sie prostg analogia z teoria liczb i teorig cial klas.

Ciatem globalnym nazywamy albo skonczone rozszerzenie ciala liczb wy-
miernych (tzw. cialo liczbowe) albo skohczone rozszerzenie ciata F,(z) funk-
c¢ji wymiernych jednej zmiennej o wspélczynnikach w p-elementowym ciele
skoficzonym (tzw. cialo funkcyjne).

Okazuje sie, ze ,wszystkie” twierdzenia prawdziwe dla cial liczbowych
majg swoje odpowiedniki dla cial funkcyjnych, i na odwrét, twierdzenia
prawdziwe dla cial funkcyjnych powinny by¢ prawdziwe dla cial liczbowych.
Oczywiscie, dowody dla cial liczbowych sg zazwyczaj duzo trudniejsze, jak
widaé¢ na przykladzie Wielkiego Twierdzenia Fermata, ktére w przypadku
funkcyjnym jest prostym éwiczeniem.

Mimo ze prace Lafforgue’a dotycza wlasnie cial funkeyjnych, chcialbym
jednak zaczaé od oméwienia cial liczbowych, gdzie przynajmniej poczatkowe
wyniki i sformulowania sg bardziej intuicyjne.

1. Program Langlandsa dla cial liczbowych. Historia programu
Langlandsa zaczela sie wieki cale przed Langlandsem — od Fermata (XVII
wiek), ktory zauwazyl, ze nieparzysta liczba pierwsza daje sie zapisaé jako
suma dwoch kwadratow liczb catkowitych wtedy i tylko wtedy, gdy jej reszta
z dzielenia przez 4 jest réwna 1.

Za chwile zinterpretujemy ten wynik, a na razie zmienmy temat i roz-
wazmy pewne skoficzone rozszerzenie Galois K ciala liczb wymiernych Q. W
ciele tym mozna rozwazac pierScien liczb catkowitych A, to jest takich liczb
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a, ktére spelniaja réwnanie f(a) = 0 dla pewnego wielomianu f o wspdl-
czynnikach catkowitych, ktérego najwyzszy wspolczynnik jest réwny 1.

Woéwezas kazdy niezerowy ideal pierdcienia A daje sie¢ jednoznacznie za-
pisaé jako iloczyn idealéw pierwszych. W szczegdlnosci mozna tak zapi-
sa¢ ideal p - A, gdzie p jest liczba pierwsza w Z. Oczywiscie, grupa Galois
G = Gal(K/Q) dziala tranzytywnie na zbiorze idealéw pierwszych wcho-
dzacych w rozktad p - A.

Chcac otrzymadé dokladniejsza informacje o tym rozkladzie, dla ustalo-
nego ideatu P z rozkladu p - A, rozwaza si¢ grupe rozkladu Dp = {g € G :
g(P) = P} oraz podgrupe bezwladu Ip = {g € Dp : g(z) = z(mod P) dla
kazdego x € A}. Iloraz Dp/Ip jest grupg cykliczng izomorficzna z grupg
Galois Gal(A/P : Z/pZ), a pewien jej generator Frp nazywa sie elementem
Frobeniusa. Jedli rozszerzenie K/Q jest abelowe (tj. grupa G = Gal(K/Q)
jest abelowa), to Frp zalezy tylko od p.

Jesli teraz mamy reprezentacje o : G — GL(V), to o(Frp) jest dobrze
zdefiniowanym przeksztalceniem liniowym podprzestrzeni Vp wektoréw nie-
zmienniczych ze wzgledu na obraz o(Ip).

Dla prawie wszystkich liczb pierwszych p idealy wystepujace w rozkla-
dzie nie powtarzaja sie (tzw. przypadek nierozgaleziony), podgrupa bez-
wladu jest trywialna i Vp = V.

Rozwazmy teraz czynnik Eulera:

Ly(0,5) = [det((Id —o(Frp)p~*)|v; )] 7

Biorac produkt tych czynnikéw po wszystkich liczbach pierwszych otrzymu-
jemy L-funkcje Artina stowarzyszong z o

L(o,s) = H L,(o,s).

Produkt ten jest zbiezny, jesli Res > 1 i rozszerza sie do funkcji meromor-
ficznej na C.

Wréémy teraz do twierdzenia Fermata o rozkliadzie liczby pierwszej na
sume kwadratéw. Jesli K = Q(i), to A = Z[i] i wszystkie idealy pierwsze w
A sg postaci (n) lub (n + mzi). Zatem pytanie o rozklad p- A jest pytaniem
kiedy p = (n + mi)(n — mi) = n? + m?2, czyli kiedy p jest sumg dwéch
kwadratéw. Oczywiscie, bez straty ogélnosci mozemy zalozyé, ze p > 2.

Rozwazymy reprezentacje o : G = Gal(Q(¢)/Q) — GL(1,C) = C* posy-
lajaca sprzezenie w —1. Oczywiscie, o jest wlozeniem G na dwuelementows
podgrupe C*. Zeby znalezé obraz automorfizmu Frobeniusa Fr, rozwazymy
nastepujace dwa przypadki.

(1) Jesli p jest generuje ideal pierwszy w A, to cialo reszt A/P = A/(p-A)
jest izomorficzne z F,2, a zatem automorfizm Frobeniusa jest nietrywialny.
Stad o(Frp) = —1.
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(2) Jesli p sie rozpada, czyli p = (n + mi)(n — mi), to cialo reszt A/P
jest izomorficzne z [, i automorfizm Frobeniusa jest trywialny. Zatem w tym
przypadku o(Fr,) = 1.

Z drugiej strony wiadomo, ze automorfizm Frobeniusa spelnia dla
kazdego a € A kongruencje Fr,(a) = a?(mod p). W szczegdlnodci, Fr,(i) =
i?(mod p), skad

1, jeflip=1(mod4),
o(Frp) = { 1, jesli p= ~1(mod4).

Poréwnujac te dwa rézne sposoby wyznaczenia automorfizmu Frobeniusa
widzimy, ze p jest suma dwéch kwadratéw wtedy i tylko wtedy, gdy p =
1 (mod 4).

Jesli zdefiniujemy charakter x, : (Z/4Z)* — C* przez xo(n) = (-1)"7",
to nasze rozwazania mozna tez podsumowaé nastepujacym wzorem:

o(Frp) = Xo(p)-

W latach dwudziestych XX wieku E. Artin uogélnil powyzszy przyklad
pokazujac tzw. prawo wzajemnosci. Moéwi ono, ze dla dowolnego abelowego
rozszerzenia K ciala liczb wymiernych i dowolnej jednowymiarowe]j repre-
zentacji o : Gal(K/Q) — GL(1, C) istnieje pewna liczba naturalna N, i cha-
rakter Dirichleta x, : (Z/N,Z)* — C* takie, ze o(Frp) = x»(p). Ponadto
L-funkcja Artina stowarzyszona z o jest réwna L-funkcji dla charakteru Di-
richleta, zdefiniowanej przez

L0 s) = [T - xt@p) ™ = 3 X2,
P

Dopiero jednak Langlands, 40 lat pdzniej, sformulowat to prawo wzajem-
nosci i odpowiednie hipotezy dla n-wymiarowej reprezentacji grupy Galois i
to w przypadku nieabelowym.

Dokladniej, zdefiniowal on tzw. automorficzne reprezentacje grupy GL,
nad adelami Q (odpowiada to uogdlnieniu charakteréw Dirichleta), stowa-
rzyszyl z nimi L-funkcje i postawil hipoteze, ze kazda n-wymiarowa L-
funkcja Artina jest L-funkcja pewnej reprezentacji automorficznej 7, grupy
GL,.

Odpowiednio$é o «— 7, nazywa sie odpowiednioscig Langlandsa i wladnie
za, jej dowéd w przypadku funkcyjnym Lafforgue otrzymat medal Fieldsa.
Jest to pierwsze ogdlne prawo wzajemnosci w przypadku nieabelowym. Do
tej pory byly znane jedynie szczegélne przypadki dotyczace niskowymiaro-
wych reprezentacji. Na przyklad dwuwymiarowy przypadek cial liczbowych
(przy zalozeniu, ze grupa Gal(K/Q) jest rozwiazalna) byl jednym z waznych
elementéw dowodu Wielkiego Twierdzenia Fermata.

Za dow6d dwuwymiarowego przypadku dla cial funkcyjnych medal
Fieldsa otrzymal w 1990 roku Drinfeld, ktéry wprowadzil tzw. ,sztuki”
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i zasugerowal, ze ich uzycie powinno w ogélnym przypadku doprowadzié do
dowodu odpowiednioéci Langlandsa dla cial funkcyjnych. Ten krok zostal
zrealizowany wtlasnie przez Lafforgue’a.

2. Odpowiednio$¢ Langlandsa dla cial funkcyjnych. Zanim spré-
bujemy wyjasnié odpowiednio§é Langlandsa w przypadku cial funkcyjnych
(a takze dla wyzej wymiarowych reprezentacji w przypadku cial liczbowych)
musimy wprowadzi¢ kilka nowych pojeé. Przy okazji z powodéw technicz-
nych popelni¢ pare naduzy¢, ktére mam nadzieje zostang mi wybaczone ze
wzgledu na , popularno-naukowy” charakter artykulu.

Waluacjq dyskretng w ciele F' nazywamy taki surjektywny homomor-
fizm grup v : F* — Z, ze dla dowolnych a,b € F* mamy v(a + b) >
min(v(a),v(b)). Dla uproszczenia notacji przyjmijmy tez v(0) = oc.

Niech F' bedzie teraz skoficzonym rozszerzeniem ciala F,(z). Wowczas
rozwaza sie rodzing ® wszystkich waluacji dyskretnych v : F* — Z (ktére
automatycznie muszg zerowac sig na I} ). Z kazda taka waluacja mozna sto-
warzyszy¢ pierécien lokalny O, = {z € F : v(z) > 0} z idealem maksymal-
nym m, = {z € F : v(z) > 1}. Zbiér X wszystkich takich pierscieni tworzy
gltadkg krzywa rzutowg nad cialem F,, ktérej cialem funkeji wymiernych
jest cialo F'. Na odwrét, kazda krzywa rzutowa nad F, (ktéra jest gladka
i sp6jna nad algebraicznym domknigciem ciala F,) mozna uzyskaé¢ w ten
sposdb.

Dla kazdego domknietego punktu z € X odpowiadajacego waluacji v
wprowadza, si¢ stopien deg(z) réwny wymiarowi ciala reszt x(z) = O,/m,
nad cialem F, . Z waluacja v mozna stowarzyszyé norme ¢ = e~ 4¢8(€)v_Niech
teraz F), oznacza uzupelnienie ciala F wzgledem tej normy. Pierscieniem
adeli ciata F' nazywamy

Ap ={la,) € H F, : v(a,) > 0 dla prawie wszystkich v}.
veEP
Oczywiscie, mamy naturalne wlozenie ciata F' w pierécien adeli, ktére ele-
ment a € F posyla na adel (a,) taki, ze a, = a dla kazdego v.

Ogodlnie odpowiednioé¢ Langlandsa wiaze r-wymiarowe reprezentacje
grupy Galois rozdzielczego algebraicznego domkniecia F nad F z pewnymi
reprezentacjami grupy GL.(A) odwracalnych r x r macierzy o wspdlczyn-
nikach z pierécienia adeli A.

W przypadku ciat funkcyjnych wprowadza si¢ jeszcze pomocniczg liczbe
pierwszg | # p i rozwaza sie ciagle nierozkladalne reprezentacje grupy Grp =
Gal(F/F) w grupie GL,(Q,), gdzie Q, jest domknieciem algebraicznym ciala
Q utamkéw liczb {-adycznych calkowitych Z; = lim.Z/I"Z (o @ mozna
tez mys$le¢ jako o uzupelnieniu ciala Q wzgledem normy [-adycznej). Zbiér
klas réwnowaznos$ci wszystkich takich reprezentacji (spelniajacych jeszcze
pewien techniczny warunek na wyznaczniki) oznaczmy przez G,.
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Z kazdg taka reprezentacja o : Gal(F/F) — GL.(Q,) podobnie jak
w przypadku cial liczbowych mozna stowarzyszyé L-funkcje L(o, s). Defini-
cja tej L-funkcji zostala wprowadzona przez A. Grothendiecka i jest prak-
tycznie taka sama jak w opisanym wyzej przypadku cial liczbowych.

Mianowicie dla kazdego punktu € X wprowadza si¢ podgrupe rozkladu
D, (jest to grupa Galois pewnego rozdzielczego domknigcia ciata Fy) i pod-
grupe bezwladu I,. Ich iloraz D, /I, jest izomorficzny z grupa Galois I';,
domkniecia algebraicznego ciala reszt x(x) nad tym cialem reszt. W tej gru-
pie Galois I'; mamy naturalny wyrézniony element Fr, odpowiadajacy wy-
cigganiu pierwiastka stopnia pde8(®) Teraz uzywajac reprezentacji o mozna
zdefiniowaé obraz o, (Fry) w GL,.(Q,). Majac o, (Fr;) okre$lamy czynniki
Eulera, ktérych iloczynem jest nasza L-funkcja. Scislej rzecz biorge rozpa-
truje sie tylko czesciowg L-funkcje bedacy iloczynem po punktach xz € X
w ktérych o jest nierozgalezione, tj. tych x gdzie o, ma r réznych wartosci
wlasnych (nazywanych wartosciami wlasnymi Frobeniusa reprezentacji o).

Druga strona odpowiedniosci Langlandsa jest troche trudniejsza do $ci-
stego zdefiniowania. Najpierw wprowadza sie ostrzowe (ang. ,cuspidal”)
funkcje automorficzne ¢ : GL,(A) — Q,, tj. funkcje niezmiennicze ze wzgle-
du na dzialanie grupy GL,.(F) spelniajace pewne dodatkowe warunki (po-
dobnie w przypadku liczbowym wprowadza si¢ formy modularne np. jako
formy rézniczkowe okreSlone na gdrnej poéiptaszezyinie H niezmiennicze ze
wzgledu na dzialanie SLy(Z), a ostrzowe formy modularne odpowiadajg
formom modularnym znikajacym w ostrzach obszaru fundamentalnego tego
dzialania). Potem rozwaza sig tutaj zbiér A, klas reprezentantéw wszyst-
kich reprezentacji grupy GL,(A) bedacych, w pewnym uproszczeniu, sktad-
nikami prostymi naturalnej reprezentacji GL,.(A) na przestrzeni wszystkich
automorficznych funkcji ostrzowych. Takie reprezentacje nazywa si¢ nieroz-
kladalnymi ostrzowymi reprezentacjami automorficznymi.

Kazda taka reprezentacja m jest wyznaczona przez swoje skladniki lo-
kalne, tj. przez indukowane nierozkladalne reprezentacje m, grup GL,(Fy).
Oczywiscie z nimi réwniez mozna stowarzyszy¢ czynniki Eulera L;(m,s),
a biorac ich iloczyn mozna zdefiniowaé L-funkcje reprezentacji 7 (znowu de-
finiuje sie tylko czeSciowa L-funkcje). Poza skonczong liczbg punktéw 7, ma
r réznych warto$ci wlasnych, nazywanych wartosciami wiasnymi Heckego.

Teraz mozemy w koncu sformulowac giéwny rezultat otrzymany przez
Lafforgue’a:

TWIERDZENIE 1. Istnieje bijekcja pomiedzy zbiorami A, i G, taka, Ze od-
powiednie L-funkcje L(m,s) i L(o(m), s) sq réwne. Ponadto wartosci wlasne
Heckego reprezentacji m s¢ réwne odpowiednim wartoSciom wiasnym Frobe-
niusa reprezentacji o ().

Jako wnioski z tego twierdzenia Lafforgue wyprowadzil hipotez¢ Rama-
nujana-Peterssona moéwiaca, ze wartosci wlasne Heckego (przy dowolnym
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izomorfizmie cial Q, i C; takie izomorfizmy istniejg z aksjomatu wyboru) sa
liczbami algebraicznymi o module 1, oraz hipoteze Deligne’a méwigca, ze
obrazy wartosci wlasnych Frobeniusa tez majg modut 1.

W przypadku ciat liczbowych najprostszym odpowiednikiem Twierdze-
nia 1 jest twierdzenie Kroneckera-Webera. Méwi ono, ze maksymalny abe-
lowy iloraz grupy Galois Gal(Q/Q) jest izomorficzny z granica lim._(Z/NZ)*
grup Galois rozszerzen cyklotomicznych Q((n ). Poréwnanie wartoéci Frobe-
niusa z warto$ciami Heckego (czyli twierdzenie Artina) méwi tu, ze jesli p nie
dzieli N, to obraz Fr, jest réwny p modulo N. To pozwala na odtworzenie
rozkladu liczby pierwszej p w pierscieniu Z[{n] (czyli uogélnienie twierdze-
nia Fermata).

3. Geometria algebraiczna, czyli par¢ stow o dowodzie. Jak juz
wczesnie] wspominaliSmy, idea dowodu odpowiednioéci Langlandsa nalezy
do Drinfelda i nie tu nalezy szukal zastugi Lafforgue’a.

Drinfeld wprowadzil tzw. sztuki (w okresie powstawania byla uzywana
mniej enigmatyczna nazwa F'-snopy, F' pochodzi od Frobeniusa). Jesli S
jest rozmaitoscia zdefiniowang nad cialem F,, to mozna zdefiniowaé jej en-
domorfizm Frobeniusa Fg : § — S polegajacy na podnoszeniu do p-tej
potegi.

Sztukg rangi r na rozmaitosci S zdefiniowanej nad cialem F, nazywa sie
wiagzke wektorowa E' na produkcie X x S krzywej X i rozmaitoéci S, razem
z dwoma wlozeniami wigzki E i wiazki (Idx Xy, Fs)*E w pewng inng wigzke
E’ w taki sposéb, ze réznig si¢ one od E’ tylko na wykresach pewnych od-
wzorowan S — X nazywanych nieskonczonoscia i zerem. Odwzorowania te
indukuja odwzorowanie z rozmaitosci (dokladniej: stosu) Sht, klasyfikuja-
cego sztuki rangi r nad F,, do produktu X x X.

A. Grothendieck wprowadzil dla dowolnej rozmaitosci Z tzw. kohomo-
logie l-adyczne H'(Z,Q;) majace szereg dobrych wlasnoéci pozwalajacych
miedzy innymi na wyznaczanie liczby punktéw stalych endomorfizmu wia-
Sciwej (odpowiednik zwartosci w dodatniej charakterystyce) gladkiej rozma-
itoci przy pomocy $ladéw odwzorowania indukowanego na kohomologiach
l-adycznych (jest to odpowiednik wzoru Lefschetza dobrze znanego z kursu
topologii algebraicznej). Stosujac ten wzér do zlozeh endomorfizmu Fro-
beniusa mozna bez klopotéw obliczy¢ liczbe punktéw rozmaitosci Z nad
cialem F,-, a stad mozna latwo wyliczy¢ tzw. (-funkcje dla Z uogdlniajaca
¢-funkcje Riemanna i bedacag odpowiednikiem L-funkeji rozmaitosci.

Stosujac powyzsze idee do Sht,. i realizujac reprezentacje z A, 1 G, w ko-
homologiach [-adycznych Lafforgue byl w stanie dowie$¢ odpowiedniosci
Langlandsa przez indukcje za wzgledu na r.
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Zeby sie przekonaé, ze nie jest to wcale proste, wystarczy zauwazyé, ze
po pierwsze Sht, nie jest skoniczonego typu (podobnie jak przestrzen klasy-
fikujaca wszystkie wiazki na krzywej). Ten problem daje sie obej$é w kla-
syczny dosyé sposéb traktujac Sht, jako granicg naturalnie zdefiniowanych
rozmaitosci Shtfp , z ktoérych kazda klasyfikuje tylko czesé sztuk. Nawet jesdli
jednak uda si¢ pokonaé ten problem, to pozostaje inny: tak uzyskane roz-
maitosci nie sg zwarte i nie mozna stosowa¢ wzoru Lefschetza. I tutaj lezy
chyba gléwna zastuga Lafforgue’a, ktéremu udato si¢ skonstruowaé pewne
uzwarcenia rozmaitosci Shtfp , w kohomologiach ktérych mozna zrealizowaé
reprezentacje grupy GL,(A) x Gal(F/F) x Gal(F/F) odpowiadajaca sumie
T ® o(r) ® a¥(m) po wszystkich m € A, (0" jest pewng reprezentacja ka-
nonicznie wyznaczona przez o). Koncowy wynik, czyli odpowiednioéé Lan-
glandsa, otrzymuje sie przez poréwnanie wzoru Grothendiecka-Lefschetza
z wzorem $ladu Arthura-Selberga.

Na zakonczenie chcialbym wyjasnié, skad w ogéle bierze si¢ zwigzek mie-
dzy reprezentacjami automorficznymi a wigzkami wektorowymi. Zatézmy, ze
mamy dang wszedzie nierozgaleziong reprezentacje automorficzng 7 grupy
GL,(A) i polézmy O = [[, x| Ox. Wtedy przestrzen GL,(O)-niezmien-
nikow w 7 jest jednowymiarowa i rozpinana przez wektor v = ®g¢|x|Vz.
Wektor ten wyznacza GL,(O)-niezmiennicza funkcje na GL.(F)\ GL,(A),
czyli funkcje na GL,(F)\GL,(A)/GL,.(O). Takie funkcje sg w bijekcji
z wigzkami wektorowymi rangi r na X. Bijekcja ta jest realizowana przy po-
mocy trywializacji wigzki w punktach z € |X| i na duzym zbiorze otwartym
w X, przy czym zmiany trywializacji odpowiadaja dzieleniu przez GL,.(F)
i GL,(0).

Fakt ten zostal zauwazony juz przez A. Weila, ale niestety nie pozwala
on na skonstruowanie dobrej reprezentacji GL,(A) x Gal(F/F) w prze-
strzeni moduli wiazek wektorowych na krzywej. Fakt, ze mozna skonstru-
owaé bardziej skomplikowang reprezentacje dla przestrzeni moduli sztuk,
zostal w przypadku r = 2 zauwazony przez Drinfelda i uogélniony do do-
wolnej rangi przez Lafforgue’a.

Ponizej podaje tylko kilka przegladowych prac dotyczacych programu
Langlandsa, w ktérych mozna znalezé pelng bibliografie. Polecam zwlaszcza
elementarne wprowadzenie S. Gelbarta [3] do programu Langlandsa nad cia-

tami liczbowymi oraz, wymagajacg pewnego przygotowania, prace E. Fren-
kela [2].

Podziekowania:
Dziekuje Profesorowi J. Browkinowi za uwazne przeczytanie wstepnej wersji
tego artykulu i cenne uwagi.
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