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STRESZCZENIE W artykule przedstawiono dziatanie nieliniowego
algorytmu sterowania backstepping uzytego do stabilizacji wahadla odwro-
conego IWP (Inertia Wheel Pendulum). Analizowanym obiektem jest konst-
rukcja umocowana na dwoch kotach i posiadajqca silnik napedzajqcy koto
zamachowe. To czyni z niej nieliniowy uktad o dwoch stopniach swobody
(kat odchylenia od pionu i kqt obrotu kota) i jednym wymuszeniu (moment
sity na wale silnika). Jako punkt pracy obrano niestabilng pozycje pionowq.
W oparciu o teorie stabilnosci Lapunowa, analitycznie wyznaczono prawo
sterowania. Dla porownania wyznaczono rowniez sterowanie liniowo-kwad-
ratowe LOR (Linear Quadratic Regulator). Wykonano testy symulacyjne
obu algorytmow wykazujqc, ze w wielu sytuacjach sterowanie backstepping
pozwala uzyskaé lepsze rezultaty niz sterowanie LOR.
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1. WSTEP

Istnieje wiele metod sterowania nieliniowego. Sa to migdzy innymi: sliding
mode control, Lyapunov redesign, nonlinear damping czy backstepping. Niniejszy
artykut ukazuje zalety i wady nielinio-
wego sterowania typu backstepping.
W roku 1990 metodg t¢ przedstawit Petar
V. Kokotovic [3]. Jako testowany obiekt
wybrano wahadlo odwrocone z napg-
dem inercyjnym (IWP — Inertia Wheel
Pendulum). Zadaniem systemu steruja-
cego jest stabilizowanie uktadu w pozycji
pionowej. Wielko$cia sterujaca jest prad
w uzwojeniu silnika pradu stalego przekta-
dajacy si¢ bezposrednio na przyspiesze-
nie wirujacej masy umieszczonej w nieze-
rowej odlegtosci od podioza. Regulator
dwupotozeniowy z histereza zapewnia po-
prawne dziatanie uktadu nadaznego pra-
du. Uktad ma dwa stopnie swobody: kat
Rys. 1. Wahadlo odwrocone z napedem  odchylenia konstrukcji od pionu oraz kat
inercyjnym — obiekt laboratoryjny obrotu wahu silnika. Stosunek liczby

stopni swobody (dwa) do liczby wymu-
szen (jedno) sprawia, iz uklad ten jest z rodzaju underactuated. Do celow badawczych
zbudowano taki uktad pokazany na rysunku 1.

Celem artykutu byto ukazanie zalet 1 wad sterowania backstepping. Dodatkowo
porownano je z sterowaniem liniowo kwadratowym LQR (Linear Quadratic Ragulator)
1 ukazano kilka aspektow stanowiacych wyzszo$¢ metody pozbawionej linearyzacji
roéwnan rézniczkowych. Badania zostaty zrealizowane w postaci symulacyjne;.

2. MODEL MATEMATYCZNY

Roéwnania (1) 1 (2) stanowia rézniczkowy model matematyczny IWP [1].
o=y, +y,a+y,sin(a), (1)

. ki-b,é
¢ - ]k ' (2)

gdzie:
o. — kat odchylenia konstrukcji od pionu,
¢ — kat obrotu walu silnika,
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k. — stala silnika,

b, —wspolczynnik tarcia na wale silnika,

i —prad ptynacy przez uzwojenia silnika,

I, —moment bezwtadnosci kota zamachowego,

W, , ¥, 1y, — stale wspotczynniki.

Wspétczynniki te przyjmuja nastepujaca postac:

Ik
= . 3
v I +1 (3)
]k
72 I +1 (4)
glpmc
:—’ 5
¥ I +1 (5)

gdzie I, jest momentem bezwladno$ci catej konstrukcji, b, okre§la wspotczynnik
tarcia wahadta wzgledem podloza, g oznacza przyspieszenie ziemskie, /, jest wyso-

koscia wahadla, za§ m_ okreSla mas¢ wahadta. Wielko$ci te przyjmujq nastgpujace
wartosci: 1, =0,1036/ kg-m’ |, 5,=0,001[N-m-s*|, g= 9,81{22}, 1,=0,14[m],
S

m,=3962[kg], 1, =0,0094 kg-m’ |, k, = 0,421[%’“} , b, =0,001[N-ms].

3. STEROWANIE BACKSTEPPING

Sterowanie backstepping zrealizowano zgodnie z schematem blokowym przeds-
tawionym na rysunku 2.

regulator u a
backstepping Iwp >

Rys. 2. Schemat blokowy ukladu sterowania opartego o regu-
lacje backstepping
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Przyjeto nastepujace zmienne stanu:
¥ =a, (©)
X, =a. (7
W trakcie wyznaczania sterowania backstepping wzigto po uwage jedynie podsystem

scharakteryzowany rownaniem (1) i jako sterowanie potraktowano przyspieszenie
katowe kota zamachowego ¢ :

u=¢. (8)
Pochodne zmiennych stanu wygladaja nastgpujaco:

X =X, 9)

X, =y, d+y,atysin(a), (10)

Dzigki temu mozliwe bylo zapisanie rownan rézniczkowych podsystemu, korzystajac
ze zmiennych stanu:

X, X, 0
X2 WyX, TY5smyx, ¥

Na poczatek nalezy rozwazy¢ podsystem z,, gdzie mozna wyrdozni¢ kilka etapow.
Sterowanie backstepping mozna wyznaczy¢, post¢pujac zgodnie z ponizszymi krokami.
1) Podstawienie z, 1 z; :
=%, (12)
Z, =X, . (13)

2) Konstruowanie funkcji Lapunowa:

1
hiz)=22 (14)
a wiec:
I)I(ZI)ZZIZ'I' (15)
3) Wprowadzenie p:

pl(xl):_klzl > (16)
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kl >0 s (1 7)
gdzie k, 1 k, sa statymi konfiguracyjnymi.
4) Przedstawienie z, :

Zzzxz_p1(x1)’ (18)
a wiec:

z,=—kztz,. (19)
5) Przedstawienie rozwinigtej funkcji Lapunowa:

V(ZI)ZZJZZ ZZJ(—klzl +ZZ)=—kIZ§ +z,z,. (20)
Jesli z, > 0, wtedy:

Vi(z,)=—kz <0. 1)
Tym samym podsystem z, jest ustabilizowany. Teraz mozna zapisa¢ rOwnanie w postaci:

Z, =yox, tyssinyg tyutkpx, (22)
6) Konstruowanie funkcji Lapunowa:

1 1
Vl(zl,zz)=ng+gz§ (23)

1jej pochodne;j:

; _ . . 2 .
VI(ZI’ZZ)_ 2,2, % 2,2, = —kz; +Z2(Zl Ty,x, ty,sinx, Hyu +k1x2)'

(24)
7) Wyznaczenie prawa sterowania:
z, ty,x, Ty sinx, tyutkx, =—k,z,, (25)
VI(ZI,ZZ)Z—k]z]2 ~k,z; <0, (26)
dla &k, > 0. Na podstawie rownania (26) uzyskano sterowanie:
1 .
u =—(— Z, =W, X, —y,sinx, — k,x, —kzzz). 27)

¥
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Wyznaczone sterowanie zapewnia stabilno$¢ z, 1 z, z punktu widzenia Lapunowa,
czyli sprawia, ze: z;, >0 1z, > 0.

System (11) stabilizowany jest dzigki sterowaniu (27). Teraz nalezy wyelimi-
nowa¢ zmienne pomocnicze z; 1z, podstawiajac odpowiednio:

57X (28)
oraz
Zy, T X, _p(xl)z x, +kx, (30)

do réwnania (27), w wyniku czego uzyskano sterowanie:

1 )
u= ?(— k, ()c2 Jrk,)cl)—x1 —W,X, —Y,Siny, —klxz). (30)
1

Parametry k, 1 k, przyjgto na podstawie wzoru zaczerpnigtego z [4]:

k,+k,=100 (31)
1 przyjeto je nastepujaco:

k, =50, (32)

k, = 50. (33)

4. STEROWANIE LQR

Dziatanie algorytmu backstepping porownano z algorytmem LQR (Linear
Quadratic Regulator) [2]. Metoda LQR byta stworzona do stabilizowania ukladow
liniowych, jednak dzigki linearyzacji w zadanym punkcie mozna ja stosowaé do
uktadéw nieliniowych. W przypadku rozwazanego obiektu przyblizenie linearyzujace
uktad w potozeniu pionowym jest dosy¢ korzystne, poniewaz dotyczy ono linearyzacji
funkcji sinus dla argumentow zblizonych do zera. Zaktada sig, ze wahadto gléwnie ma
przebywac¢ w pozycji pionowej lub maksymalne odchylenie od tej pozycji jest mniejsze
od dwudziestu stopni.

Na rysunku 3 ukazano schemat blokowy regulacji LQR.

regulator u >

EE— IWP
> LQR ¢ >

Rys. 3. Schemat blokowy ukladu sterowania opartego o regulacje LQR
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Jak wida¢, sprzgzenie zwrotne zostalo zrealizowane, korzystajac z a, jak w przypadku
przedstawionego sterowania backstepping, ale rowniez z ¢ .
Prawo sterowania LQR wyraza si¢ wzorem:

Uror = _KXLQR 5 (34)

gdzie K jest wektorem wzmocnief, za$ x,,, jest stanem ukfadu. Celem sterowania jest

minimalizacja funkcji kosztu:

n r 5
J = z [ELQRQ&CLQR +R2LQR] (35)
i=0
gdzie O to macierz wag stanu, R to waga sygnalu sterujacego. Dla modelu zlinearyzowa-
nego na potrzeby sterowania za stan przyjgto:

a
Xpor =| & (36)
¢
Chcac otrzymac sterowanie optymalne nalezy wyznaczy¢ rownanie Riccatiego:

P =0+4p-pB,(R+BIPB,) BIR 4, . (37)

gdzie A, 1 B, sa macierzami dyskretnego rownania stanu. Zastosowano rownanie

iteracyjne 1 stad numer iteracji & .

Wzér do obliczenia wektora wzmocnien wyglada nastgpujaco:
K=(R+BIPB,)'B'P4,. (38)
Po obliczeniach wynidst on wartos¢:

K=[43,04 620 -0,13]. (39)

Jako wagi przyjeto nastepujace wartosci [2]:

R=100, (40)

0= (41)

S O =
S~ O
— O O
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5. WYNIKI SYMULACYJNE

Przed wykonaniem eksperymentu symulacyjnego ustalono okreslony stan po-
czatkowy ukladu x, . Przyjal on nastgpujaca postac:

[\
(=)
o I

(42)

Jako warto$¢ startowa przyjeto odchylenie wahadla od pionu o dwadziescia stopni,
a wszystkie pozostate zmienne stanu wyzerowano. W trakcie symulacji komputerowych
do obliczen réwnan rozniczkowych zastosowano numeryczng metode catkowania
Eulera w przéd. W niniejszym artykule glownym kryterium jakos$ci regulacji przyjgto
czas regulacji. Dodatkowo oceniano stabilno$¢ uktadu na podstawie wynikow eksperymentu.

Na rysunku 4 przedstawiono rezultat symulacji zachowania si¢ IWP ze stero-
waniem backstepping.

e backstepping - freg=100 Hz|:
— hackstepping - ima><=8 A

E‘ —backstepping -i__ =15 A
= ;
[=)
pr=]
L
&
<
e
5 | 1 | I I | 1 | | |
0 0.1 0.2 0.3 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t[s]
I0iN
10—
5, B
R ;
5L : :
A0k i N E NN
-15 ' 1 I i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Rys. 4. Wykres zmian kata o i pradu i w czasie dla sterowania typu backstepping
dla réznych ograniczen
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Sprawdzono 1 porownano dziatanie metody dla réznych ograniczen, a byty to:
e ograniczenie sygnalu sterujacego do 15 A,
e ograniczenie sygnatu sterujacego do 8 A,
e ograniczenie czgstotliwosci aktualizacji sterowania do 100 Hz.

Natozono takie ograniczenia, poniewaz brano pod uwagg realna aplikacj¢ urzadzenia.
W rzeczywistych urzadzeniach zawsze wystepuja graniczne prady w uzwojeniu silnika,
a co za tym idzie, generowane momenty. To samo dotyczy czgstotliwo$ci zamykania
petli regulacji, ktora jest determinowana albo mozliwo$ciami obliczeniowymi jednostki
komputerowej, albo maksymalna czgstotliwoscia odczytu z IMU (Inertial Measurement
Unit). Zadne z tych ograniczen nie wprowadzito niestabilno$ci. Przy zmniejszeniu
ograniczenia pradu silnika czas regulacji ulegt wydluzeniu. NaloZenie ograniczenia
czestotliwosci wywotywania regulatora do 100 Hz spowodowato powstanie matych,
ledwo zauwazalnych oscylacji w okolicach punktu rownowagi. Jesli chodzi o wielko$¢
sterujaca (prad), mozna wyraznie dostrzec pracg regulatora w nasyceniu w znaczacych
odcinkach czasowych. Jedynie dla zmniejszonej czgstotliwosci do 100 Hz skutkuje
czestymi 1 gwaltownymi zmianami sygnatu wyjsciowego. W realnych aplikacjach jest
to sytuacja niedopuszczalna, ktéora mogtaby doprowadzi¢ do zniszczenia jednostki
wykonawcze;.

; LQAR - freg=100 Hz |
20 .. e .. —LQR _ |ma}{=8 A
E 155 s _|—LQR- 'max=15A
| = : : :
=] : :
£ 10 B - SR
L : :
© : :
0 gz = e e e :
: - e—
5 | i | i i | i i i i
0 01 0.2 0.3 0.4 0.5 06 0.7 0.8 0.9 1
t[s]
5_.

sl i i ; ‘ i i i ; ‘ i
150 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t [s]

Rys. 5. Wykres zmian kata o i pradu i w czasie dla sterowania typu LQR dla réznych
ograniczen
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Na rysunku 5 przedstawiono analogiczny eksperyment do tego wczesniej opisa-
nego z rysunku 4, lecz tym razem dotyczacego sterowania LQR.
Mozna stwierdzi¢, ze ta metoda jest konkurencyjna do metody backstepping. Réwniez
zadne z nalozonych ograniczen nie wprowadzito niestabilnosci. Wida¢ tez, ze dla zmniej-
szonej czgstotliwosci aktualizacji sygnatlu sterujacego nadal si¢ on zmienia tagodnie,
co przemawia za wyzszoscia LQR nad backstepping w tym aspekcie.

Na rysunku 6 przedstawiono wyniki dziatania obu metod dla tego samego
ograniczenia — ograniczenie sygnatu sterujacego do 15 A.

20 : :
; — Dackstepping - imax=15A
151 . ---LQR-imaX=15A
E- 10
[=] :
pr=] H
o
= i
© -
0 an e _ -
_5 | | | | I | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

i [A]

_ ] i i i i i
150 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t[s]

Rys. 6. Wykres zmian kata « i pradu i w czasie dla sterowania typu backstepping i LQR
— poréwnanie obu metod

Wida¢ doskonale, iz backstepping gwarantuje krotszy czas regulacji. Dodatkowo widac,
ze metoda ta jest bardziej agresywna, pojawia si¢ praca w nasyceniu, kiedy w przy-
padku LQR tego typu sytuacja nie wystapila. Z pewnos$cia roznice jako$ci regulacji
bylyby jeszcze wyrazniej widoczne, kiedy punkt pracy zostalby przesunigty dalej
od punktu linearyzacji réwnan obiektu, sterujac regulatorem LQR.
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6. PODSUMOWANIE

W artykule przedstawiono i poréwnano dwie metody sterowania wahadta
odwroconego z napgdem inercyjnym. Pierwsza z nich to sterowanie nieliniowe
backstepping, a druga to sterowanie LQR. Wnioski oparto o wyniki symulacyjne.

Algorytm backstepping oparty o funkcj¢ Lapunowa daje obiecujace mozliwosci
implementacyjne. Po wykonaniu testéw z natozeniem rdznych ograniczen, metoda
zapewnia stabilno$¢ IWP w nieskonczonym horyzoncie czasowym. Zaleta backstepping
nad LQR jest krétszy czas regulacji. Wada za$ sa niebezpiecznie gwaltowne zmiany
sygnatu sterujacego dla malych czgstotliwosci zamykania petli sprzezenia zwrotnego.
Ta uwaga jest istotna przy projektowaniu rzeczywistych systemow sterowania.

Warto przeanalizowa¢ dziatanie algorytmu, kiedy ograniczenia zostatyby
zaimplementowane jeszcze w fazie projektowania regulatora. Mozna by sprawdzi¢ takie
rozwiazanie, gdyz daje to szanse na poprawne dziatanie systemu.
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NON-LINEAR BACKSTEPPING CONTROL
FOR AN INERTIA WHEEL PENDULUM

Adam OWCZARKOWSKI
Pawel BACHMAN, Jarostaw GOSLINSKI
Piotr OWCZAREK, Roman REGULSKI

ABSTRACT This article describes the non-linear backstepping
control algorithm used to stabilize the inverted pendulum IWP (Inertia Wheel
Pendulum). The analysed object is a construction mounted on two wheels
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with an electric motor accelerating the flywheel. This is the non-linear
system with two degrees of freedom (the angle of inclination and rotation
of the wheel) and one actuator (torque on the motor shaft). The vertical
position is the unstable operating point. The Lyapunov stability theory
allowed to formulate the control law analyticity. The result is compared with
the linear-quadratic control LOR (Linear Quadratic Regulator). The simulation
tests showed differences of both algorithms and benefits of using backstepping.

Keywords: nonlinear control, backstepping, LOR, IWP
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