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Streszczenie

Podano warunki dodatnio$ci i stabilnosci liniowych ukladow ciaglych
niecatkowitego rzedu. Sformutowano problem realizacji dodatnich stabil-
nych liniowych uktadoéw ciaglych niecatkowitego rzgdu z macierza syste-
mowa symetryczng Metzlera. Zaproponowano metod¢ sprowadzania
macierzy stanu w postaci kanonicznej Frobeniusa do postaci symetryczne;j
stabilnej Metzlera. Metod¢ zobrazowano przyktadem numerycznym.

Stowa Kkluczowe: liniowy uktad ciagly niecatkowitego rzedu, realizacja
dodatnia stabilna, macierz symetryczna, macierz Metzlera.

Positive stable realization problem for linear
continuous-time fractional-order systems
with symmetric system Metzler matrix

Abstract

A dynamical system is called a fractional-order system if its state
equations are given by fractional-order derivative of the state vector. Using
that theory, more precise mathematical models of systems can be obtained.
A dynamical system is called positive if its all inputs, outputs, state
variables and initial conditions are nonnegative. Variety of models having
positive behavior can be found in engineering, biology, economics etc.
Conditions for positivity and stability of linear continuous-time fractional-
order systems are presented in the paper. A positive stable realization
problem for linear continuous-time fractional-order systems with symmetric
system Metzler matrix is formulated. The method for finding the realization
is given. The problem is solved and conditions for the existence of the
realization are established. The paper is organized as follows. In Section 2
the conditions for internal positivity and stability of linear continuous-time
fractional-order systems are given. This section also contains the formulation
of the positive stable realization problem for linear continuous-time
fractional-order systems with symmetric system Metzler matrix. In Section
3 the procedure for computation of the realization is given. An example
illustrating the method proposed is presented in Section 4. Section 5
contains the concluding remarks.

Keywords: linear continuous-time fractional-order system, positive stable
realization, symmetric matrix, Metzler matrix.

1. Wstep

W uktadach niecatkowitego rzgdu rownania stanu zapisane sa
przy wykorzystaniu pochodnej niecatkowitego rzgdu wektora
stanu. Rachunek rézniczkowo-catkowy niecatkowitego rzgdu byt
rozwijany glownie w XIX wieku, kiedy to Liouville i Riemann
przedstawili pierwsza definicje rézniczko-catki niecatkowitego
rzedu. Teoria ta pozwala konstruowaé dokladniejsze modele
matematyczne réznorodnych zjawisk. Rachunek rézniczkowy
niecalkowitego rzgdu znajduje rowniez szerokie zastosowanie
w automatyce i robotyce. Dotychczas ukazalo si¢ wiele prac
z zakresu rachunku niecalkowitego rzedu i jego zastosowan, m.in.
monografie [6, 14-16]. Zagadnienie stabilnosci tej klasy uktadow

zostalo poruszone w pracach [1-3]. Problem realizacji dodatnich
i dodatnich stabilnych uktadéw niecatkowitego rzgedu rozpatrywany
byt np. w monografii [5], a takze w pracach [8, 17-19]. Zagadnienia
sterowalnosci uktadow niecatkowitego rzedu omowiono w [13].

W uktadach dodatnich wymuszenia, zmienne stanu, odpowiedzi
i warunki poczatkowe przyjmuja tylko wartosci nieujemne. Taka
sytuacja ma swoje odzwierciedlenie w wielu dziedzinach zycia,
migdzy innymi w technice, biologii, ekonomii itp. Przykladem
moga by¢ wymienniki ciepta, procesy w reaktorach chemicznych,
modele populacji. Teoria ukladéw dodatnich opiera si¢ na prze-
strzeniach stozkow, a nie na przestrzeniach liniowych tak jak
w przypadku uktadow standardowych, przez co jest trudniejsza.
Literatura dotyczaca uktadow dodatnich jest dos¢ bogata [4, 7].
Problem realizacji uktadow dodatnich i dodatnich stabilnych
rozpatrywany byl m.in. w monografii [5] oraz pracach [9-12].

Glownym celem tej pracy jest podanie metody wyznaczania re-
alizacji dodatnich stabilnych liniowych uktadéow ciaglych niecat-
kowitego rzedu z macierza systemowa symetryczna Metzlera.
Rozpatrzone zostang przypadki szczegdlne dla n=2 i n=3 oraz
przypadek ogdlny dla dowolnego n, gdzie n jest wymiarem
macierzy stanu. Dla ukladu rz¢du drugiego zostanie zaprezento-
wany przyktad numeryczny.

Praca ma nastgpujaca strukturg. W rozdziale 2 podane sg defini-
cje oraz warunki dodatnioéci i stabilnosci liniowego uktadu cig-
glego niecatkowitego rzgdu. Rozdzial ten zawiera rowniez sfor-
mulowanie problemu realizacji dodatnich stabilnych liniowych
uktadow ciaglych niecatkowitego rzedu z macierza systemowa
symetryczng Metzlera. W rozdziale 3 podana jest metoda wyzna-
czania pozadanej realizacji. Rozdziatl 4 zawiera przyktad nume-
ryczny, natomiast uwagom koncowym poswigcony jest rozdziat 5.

Wykorzystany zostanie nastgpujacy zapis: R - zbior liczb rze-
czywistych, R™" - zbior macierzy o wymiarach nxm , R7" -
zbidér macierzy o wymiarach nxmi elementach nieujemnych,
M, - zbiér macierzy Metzlera o wymiarach nxn, I, - macierz
jednostkowa o wymiarach nxn, L[i+ jxc] - dodanie do i-tego
wiersza j-tego wiersza, pomnozonego przez liczb¢ c=#0,
R[i+ jxc] - dodanie do i-tej kolumny j-tej kolumny, pomnozo-

nej przez liczbe ¢ #0 .

2. Podstawowe definicje oraz sformutowanie
problemu realizacji

Rozpatrzymy liniowy uklad ciagly niecatkowitego rzgdu opisa-
ny réwnaniami

oD x(t) = Ax(t) + Bu(t), O0<a<l, (1a)
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Y(£) = Cx(t) + Du(t) , (1b)

gdzie x(t)eR", u(®)eR", y(t)eR’ sa odpowiednio wektora-
Be®R"™",
CeR”™, DeR"™ . D jest operatorem pochodno-catki nie-

mi stanu, wymuszenia i odpowiedzi oraz 4 e R"™",

catkowitego rzedu @ na przedziale [0,z].

Definicja 1. [5, 6] Uktad (1) nazywamy (wewngtrznie) dodatnim,
jezeli x(t)eR}, y(t)eR?

)

t>0 dla kazdego warunku poczat-

kowego x(0) =x, € R ikazdego wymuszenia u(r)eR”, t20.

Twierdzenie 1. [5, 6] Uklad (1) nazywamy dodatnim wtedy
i tylko wtedy, gdy

AeM,, BeR", CeRI™, DeRI™. 2
Macierz transmitancji operatorowych uktadu (1) ma postaé
-1
T(s)=C[I,s"~A4] B+D. A3)

Macierz transmitancji operatorowych nazywamy wlasciwa, jezeli

lim7(s) = K € R"" @)

S
oraz $cisle wlasciwa, jezeli K =0 .

Definicja 2. [5, 6] Macierze (2) nazywamy dodatnig realizacja
macierzy transmitancji 7'(s) , jezeli spetniajg rownanie (3).
Realizacj¢ nazywamy (asymptotycznie) stabilna, jezeli macierz A
jest (asymptotycznie) stabilng macierza Metzlera.

Twierdzenie 2. [5, 6] Dodatnia realizacja (2) jest stabilna wtedy
i tylko wtedy, gdy wspodtczynniki wielomianu

pa(s)=det| 15" = A4]|=(s)" +a, ,(s) " +..+as+a, (5)

sg dodatnie, tj. @, >0 dla i=0,1,...,n—1.

Zadanie wyznaczenia realizacji mozemy sformutowa¢ nastepu-
jaco: znajac wielomian charakterystyczny (5) i zakladajac, ze
posiada on rzeczywiste i stabilne bieguny s,, s,,..., s,, znajdu-

jemy macierz 4 w postaci kanonicznej Frobeniusa

00 - 0 -q
1 0 - 0 =—g

A={0 1 - 0 -qa, |, (6)
0 0 1 -a

a nastepnie wyznaczamy macierz przeksztalcenia przez podobien-
stwo P tak, ze

A=A"=P'4P. @)
3. Rozwigzanie problemu realizacji

W pierwszej kolejnosci rozpatrzmy uktad o transmitancji opera-
torowe;j
by(s°) +bs“ +b,

T(s)=
©) (s“)Y +as+a,

®)

Macierz D mozemy wyznaczy¢ ze wzoru

D=1limT(s)=b,. )

50

Transmitancja $ci§le wlasciwa ma postac

bs® +b,
L) = (10)
() +a;s+a,
gdzie: b, =b —ab,, i=0,1.
Zaktadamy, ze transmitancja (8) spetnia warunek
ai —4a,>0 (11)

oraz ma dwa ujemne bieguny

_—aq +yal —4a,
5, = NA T (12)

2

Realizacja transmitancji (10) ma postac

-a,

Stosujac dziatania elementarne na wierszach i kolumnach, prze-

ksztatcamy macierz 4 do postaci symetrycznej Metzlera

_ 0 —a R[2+1x(0)] 0 —a L[1+2x(=0¢)]
A= 0 —> 0 —
I —q 1 c—aq

- =’ +ca, —a,
=4, (14)
1 c—a

przy czym dobieramy ¢ tak, aby 4= A", tzn. musi by¢ spetniony
warunek
—*+ca—a,=1. (15)

Stosujac powyzsze dziatania na macierzy jednostkowej, znajdu-
jemy macierze P i P':

1 0 L[1+2x(~0)] 1 —c .
- =P, (16)
01 0 1
1 ORI 1 ¢
> =P. 17)
0 1 01

Rozwigzanie réwnania (15) ma postaé

a, *\a —4a,-4 (18)

2
Aby c € R, musi by¢ spelniony warunek
~4—da,+a} >0. (19)

Pozadana dodatnia stabilna realizacja z macierza systemowa
symetryczna Metzlera ma postac

- - 1 — |b —ch
a=pap=|"" . B=P'B=| |
1 c—aq b,

C=CP=[0 1], D=b,. (20)
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Twierdzenie 3. Dla uktadu drugiego rzgdu ( n = 2) istnieje dodatnia
stabilna realizacja z macierza systemowa symetryczng Metzlera,
jezeli spelnione sg nastgpujace warunki:

D (11), (15)i (19),

2) by—cb, >0 oraz b, >0,

3) T(w0)=b, e R, .

Rozpatrzmy kolejno uktad o transmitancji operatorowej

by(s°) +b,(s°) +bs” +b,

T(s)= 21
(s) (s“)Y +a,(s*) +as” +a, @1
Macierz D mozemy wyznaczy¢ ze wzoru
D=lmT(s)=b,. (22)
Transmitancja $ci$le wlasciwa ma postac
b,(s*)* +bs® +b,
T,(s)= : : . (23)

- Y +a,(s*) +as” +a, '

edzie: b, =b,—ab,, i=0,1,2.
Realizacja transmitancji (23) ma postac

0 0 —a b,
A=|1 0 —-a|, B=|b |, C=[0 0 1], D=b,. (24)
01 —-q b,

Stosujac dziatania elementarne na wierszach i kolumnach, prze-

ksztalcamy macierz 4 do postaci symetrycznej Metzlera

_ 00 -q R2+1x()] 0 0 g Lli+2x(=))]
A={1 0 —a | — |1 ¢ -q -
01 -a 0 1 -a,
G G Ga 4 R[3+1x(~¢,)] G G 66 T6a ~4 L[143x(c,)]
1 c —-a, - 1 c —c, —q -
0 1 -a, 0 1 -a,
- —¢l+c, ¢, —ca, +oa —a,
1 e —c, —a, =4. (25)
0 1 -a

2
przy czym, aby 4= A" musi by¢ spetiony uktad réwnan
—Clz + CZ =1 , (263.)
e, —ca, +ca—a,=0. (26b)

Warto zauwazy¢, ze wraz ze wzrostem wymiaru macierzy A
rosnie liczba rownan oraz liczba wspotczynnikow ¢, , ¢,,..., ¢,
niezbgdnych do ich rozwigzania.

Rozwiazujac uklad réwnan (26), mozemy obliczy¢ wspotczyn-
nik ¢, , ktory dany jest wzorem

3 2 2 3 3
A O S S O S S S S
6 27 2 3 9 3 3 6 27 2 3
3 2 2 3 3
_|_a% & 4 @) (4 & 1) a4 & & & a4
6 27 2 3 9 3 3 6 27 2 3 3

@7
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Wspotczynnik ¢, mozemy obliczy¢, podstawiajac ¢, do réwnania
(26a). Ostatecznie otrzymamy macierz

- 1 0
A=|1 ¢ —c,—a]|. (28)
0 1 —a,

4= {C‘ Czaal} . (29)
2

do postaci symetrycznej, zgodnie z (14), otrzymamy symetryczna
macierz Metzlera o wymiarach 3x3.

Twierdzenie 4. Dla ukladu trzeciego rzedu (7 =3) istnieje do-
datnia stabilna realizacja z macierza systemowa symetryczng
Metzlera, jezeli spetnione sg nastgpujgce warunki:

1) istniejg rzeczywiste ¢, i ¢, dla danych q,, a,, a, oraz ma-
cierz (29) dla wyznaczonych ¢, i ¢, jest sprowadzalna do po-
staci symetrycznej,

2) B=P'BeR™",

3) T(0)=b,eNR, .

Przedstawimy teraz rozwazania dla dowolnego # .

Twierdzenie 5. Jezeli 4, B, C, D sa dodatnig stabilng realiza-
cja macierzy transmitancji 7'(s), to mozemy znalezé macierz

PeR"" taka, ze P" =P (jest macierza ortogonalng) i stosujac

przeksztatcenie przez kongruencje, sprowadzi¢ macierz stanu do
postaci symetrycznej Metzlera, otrzymujac realizacje w postaci

A=P"AP, B=P'B, C=CP,D=D. (30)

Dowéd. Przeksztatcenie przez kongruencje nie zmienia dodatniej
okreslonosci macierzy ani jej wielomianu charakterystycznego.

Jezeli 4 eM, to takze AeM, oraz BeR!", CeR!",
DeR”" wtedy, gdy BeR"™, CeRI™, DeR™. Ponadto,
jezeli P" =P to
T r T
(P"4P) =P 4P, (31a)

(Pap) =P A(P") =P4P. (1b)

Twierdzenie 6. Jezeli macierz 7(s) ma pierwiastki rzeczywiste
ujemne oraz zera macierzy 7,(s) leza pomigdzy jej
biegunami [5], to istnieje realizacja taka, ze A jest macierza

diagonalng Metzlera oraz B e R7", C e R, D e R

Dowéd. Dowod wynika wprost z metody Gilberta wyznaczania
realizacji dodatniej stabilnej [5].

4. Przykiad numeryczny

Wyznaczy¢ dodatnig stabilng realizacj¢ z macierzg systemowa
symetryczng Metzlera uktadu o transmitancji operatorowe;j

2(s“)’ +10s% +10

T == a4y 13

(32)
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Bieguny ukladu s, =-1, s, =-3, zatem jest on asymptotycznie

stabilny. Obliczamy macierz D oraz transmitancj¢ $cisle wlasci-
wa T, (s):
D=1lmT(s)=2, (33)

S0

B 25% +4
(%) + 45 +3°

T, (s) (34)

Realizacja transmitancji (34) ma postac
- |0 3] - |4 =
A= , B=| |, C=[0 1], D=2. (35)
1 -4 2

Korzystajac ze wzoru (18), wyznaczamy c :

_4x\4-43-4

2

¢ =2. (36)

Nastepnie przeksztalcamy macierz 4 do postaci symetrycznej
Metzlera, zgodnie z (14):

_ 0 -3 R[2+1x(2)] 0 -3 L[1+2x(-2)] -2 1
A= N N =4. (37)
1 4 1 -2 1 -2

Stosujac powyzsze dziatania na macierzy jednostkowej, znajdu-
jemy macierze P i P':

1 oth+2x-2][1 -2
N =p', (38)

0 1 0 1

1 0 R[2+1x(2)] 1 2
- =P. (39)

0 1 0 1

Pozadana dodatnia stabilna realizacja z macierzg systemowa
symetryczng Metzlera transmitancji (34) ma postac

a=piar=| > 1| p_pig=|®
1 =2/ 2

C=CP=[0 1], D=2. (40)

5. Podsumowanie

Przedstawiono metod¢ wyznaczania realizacji dodatnich stabil-
nych liniowych uktadoéw ciaglych niecatkowitego rzedu z macie-
rzg systemowa symetryczng Metzlera. Rozpatrzono przypadki
szczegblne dla n=2 1 n=3, podano réwniez warunki wystar-
czajace istnienia pozadanej realizacji. Metod¢ zobrazowano przy-
ktadem numerycznym.

W ogblnym przypadku otrzymujemy uktad n—1 réwnan nieli-
niowych o poszukiwanych wspétczynnikach ¢, ¢,,..., ¢, .
Ztozono$¢ obliczeniowa powyzszej metody rosnie wraz ze wzro-
stem wymiaru macierzy A, co sprawia trudnosci juzdla n=3.

Warto zauwazy¢, ze pierwsze n—2 rdéwnania wigzg ze soba
jedynie wspotczynniki ¢, , c,,..., ¢ natomiast tylko ostatnie

n-12
réwnanie (n—1) wigze powyzsze wspotczynniki ze wspotczynni-
kami wielomianu charakterystycznego macierzy stanu. Mozna
zatem sprowadzi¢ problem przeksztalcenia pierwszego wiersza
i pierwszej kolumny do jednego réwnania, wyznaczajac rekuren-
cyjnie wspolczynniki ¢, c,,..., ¢, , i podstawiajac je do ostat-

n-1

niego réwnania. Istotnym problemem pozostaje jednak ocena
wplywu tych wspoétczynnikéw na podmacierze uzyskiwane po-
przez wykreslanie kolejnych wierszy i kolumn.

Wyznaczenia pozadanej realizacji mozemy dokonaé, wykorzy-
stujac przeksztalcenie przez kongruencje (30) lub metodg Gilberta
przy zatozeniu, ze macierz transmitancji operatorowych ma pier-
wiastki rzeczywiste ujemne oraz zera macierzy transmitancji
scisle wtasciwych lezg pomiedzy jej biegunami [5].

Przedstawione rozwazania mozna przenie$¢ na uktady o wielu
wejsciach i wielu wyjsciach.
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