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Fstymacja macierzowa niepewnosc
wieloparametrowych pomiarow posrednich
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Streszczenie: w pracy podano zaleznosci wektorowe umozliwiajgce estymacje
bezwzglednych i wzglednych niepewnosci pomiarowych sktadowych multimenzurandu
mierzonego posrednio, tj. wyznaczanych z zaleznosci z wielkosciami mierzonymi
bezposrednio i z ich niepewnosci. Wyznaczone zostang macierze kowariancji dla trzech
przyktadéw pomiaréw posrednich: przyrostu i temperatury sredniej, trzech rodzajéw mocy
pradu elektrycznego oraz trzech sktadowych i modutu pola magnetycznego w dwu jego
punktach. Okreslono niepewnosci ztozone dla parametréw wyznaczanych z tych pomiardw,

czyli mierzonych posrednio.

Stowa kluczowe: pomiary posrednie, multimenzurand, macierz kowariancji, niepewnos¢ pomiaru

1. Wprowadzenie

Dla wielu wielkosci fizycznych i parametrow charakteryzuja-
cych obiekt badany nie istnieja techniczne mozliwosci pomia-
réw bezposrednich pomiaréw. Woéwcezas nalezy stosowad
metody posrednich, tj. mierzy¢ bezposrednio inne wielkosci,
nazywane tu wejsciowymi, od ktérych zalezg wielkosci badane
i oszacowaé ich niepewnosci. Nastepnie na podstawie znanych
zaleznosci wyznacza si¢ wartosci badanych wielkosci badanych
posrednio, nazywanych tu wyj$ciowymi (ang. observables) i ich
niepewnoéci. Schemat takiego systemu pomiarowego przedsta-
wiono na rysunku 1.

Schemat ten dotyczy ogdlnego przypadku posrednich badan
multimenzurandu Y = [y, y,, ..., ¥, |* o m wielkosciach wyj-
$ciowych jako sktadowych, na podstawie multimenzurandu
X = [z, ,, ..., z]" o n wielkodciach wejsciowych mierzonych
bezposrednio jako skladowych. Pomiary takie opisuje funkcjo-
nal F(X). Moze on by¢ zar6wno liniowy jak i nieliniowy, w og6l-
nosci obarczony niepewnosciami przetwarzania sygnalow w postaci
wektora u,. Bledy losowe i niepewnosci pomiarowe u, sygnaléw
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x o wielkosciach wejéciowych X moga by¢, lub tez nie, ze sobg
skojarzone statystycznie, czyli skorelowane. Czlon E wyraza
przetwarzanie sygnatéw wielkosci wyjsciowych y i niepewnosci
u_i u,iich macierzy kowariancji w celu wyznaczenia wartosci
sktadowych menzurandu wyjsciowego Y, np. ich wartosci sred-
nich ¥y oraz niepewnosci u, Wraz z macierzg kowariancji ¢,
gdyz zwykle sa one skorelowane.
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Rys. 1. Przetwarzanie sygnatéw w wieloparametrowych pomiarach
posrednich Y = F(X), X =[x, X,, ..., X, 15, Y = [V,, ¥,y -, ¥, I7

Fig. 1. Signal processing in indirect multi-parametrical measurements

Y = F(X), X = [X;s Xpy eees X1 Y = [Vg5 Yy vy ¥V, 1T

Wyb6ér metody estymacji parametréw sktadowych men-
zurandu Y zalezy od tego, czy wyniki pomiaréw posrednich
tych sktadowych beda uzywane osobno dla kazdej z nich, czy
tez wspdlnie, czyli jak dla wielkosci skojarzonych. W pierw-
szym z przypadkow korelacja miedzy niepewnosciami skta-
dowych menzurandu Y nie ma znaczenia. Wowczas do opisu
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propagacji bltedéw i niepewnosci pomiarowych dla kazdej ze
sktadowych wystarczy stosowaé prostsza metode oparta na
rézniczce zupelnej. Natomiast w przypadku dalszego tacz-
nego wykorzystywania wszystkich, lub kilku z wielkosci wyj-
$ciowych, obok wartosci sktadowych wektora Y opisujacego
multimenzurand wyjéciowy, trzeba uwzglednia¢ tez nie tylko
same niepewnosci u,, ale i korelacje miedzy nimi, czyli opero-
wac macierzg kowariancji ¢,. Ujmuje to macierzowa metoda
wyznaczania niepewnosci pomiarowych.

Do stosowania w praktyce zalecane jest miedzynarodowo
ujednolicone szacowanie wynikéw pomiaru i jego doktad-
nosci, ktére zawiera Przewodnik Wyznaczania Niepewnosci
Pomiaréw GUM i jego Suplementy. Operuje si¢ w nich war-
tosciami $rednimi wielkoSci mierzonej, czyli menzurandu i ich
bezwzglednymi niepewnosciami pomiarowymi. Macierzowa
metoda wyznaczania estymatoréw niepewnosci wynikéw
posrednich pomiaréw sktadowych multimenzurandu opisana
jest w Suplemencie 2 do przewodnika GUM [1], ktéry opubli-
kowano w 2011 r. Mimo ze metoda ta byla znana wczedniej
[2], to nie jest jeszcze szerzej stosowana w praktyce metrolo-
gicznej i to nie tylko w Polsce. W praktyce mierzy si¢ parame-
try wielu obiektéw wieloparametrowych, dla ktérych nalezy
stosowaé ten opis jako najbardziej wlasciwy.

W wiekszosci przypadkéow posrednie pomiary m sktado-
wych multimenzurandu mozna juz zrealizowa¢ automatycznie
za pomoca odpowiedniego sprzetu i oprogramowania. Jesli
jednak nie jest to mozliwe, to bezposrednio mierzy si¢ zbidr
X indywidualnych wielkosci z, i z niego oblicza sie zaréwno
wektor estymatoréw n wartoéci poszczegdlnych sktadowych
Y, jak i elementy macierzy kowariancji ¢, dla oceny ich nie-
pewnosci u,.

Zalecenia Suplementu 2 nie obejmuja takich przypadkoéw,
gdy operacje dalszego przetwarzania sygnaléw wielkosci bez-
posrednio mierzonych na wejsciu systemu pomiarowego sa
przyblizone lub obarczone niepewnosciami. W instrumental-
nych realizacjach operacji opisanych funkcjonalem F, moga
by¢ one obarczone niepewno$ciami u, ze wzgledu na sto-
sowanie roznych przetwornikéw pomiarowych, sumatoréw
i mnoznikéw sygnaléw, przetwornikéw AC i innych czlonow
funkcjonalnych niezbednych w danych pomiarach. Przy najdo-
ktadniejszych pomiarach, nawet przy przetwarzaniu cyfrowym
istotne staje si¢ tez zaokraglanie wynikéw, w tym wynikte
z precyzji ukladéw cyfrowych [3-6].

Wtlasciwosci metrologiczne przyrzadow i systeméw pomia-
rowych opisuje si¢ dla calego zakresu pomiaréw. Wartosci
bezwzgledne bledéow granicznych i niepewnosci przyrza-
dow 1 przetwornikéw pomiarowch przedstawia sie w postaci
dwusktadnikowej: jako wartosé¢ stala oraz zmienna, zwykle
w uproszczeniu jako przedzial o granicach proporcjonalnych
do wielkosci mierzonej [7]. Proces wykonywania badani eks-
perymentalnych i instrumentalne systemy pomiarowe pro-
jektuje sie jednak tak, aby uzyte przyrzady i przetworniki
nie pracowaly na poczatku zakresu. Wéwczas mozna w wielu
przypadkach, szczegdlnie przy stosowaniu przyrzadow cyfro-
wych, zalozy¢, ze skltadnik staly jest pomijalny, a wzgledny
btad graniczny i niepewnos$¢ wzgledna sa niezalezne od war-
tosci wielkosci mierzonej. Do opisu doktadno$ci przyrzadow

%Axl +%A9E2 + %Az3
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wzgledne wartosci tych miar doktadnosci sa bardziej przy-
datne, jako uniwersalne dla wielu wartosci wielkoSci mierzo-
nej. Dotyczy to tez opisu dokladnoéci kazdych pomiaréw
wieloparametrowych (nD), dla ktérych mozna stosowaé opis
wektorowy z Suplementu 2 do GUM [1].
Pomiary wielu wielkosci skojarzonych (pomiary wielopa-
rametrowe nD) opisuje sie ogélnie jako
Y = F(X) (1)
gdzie: X i Y — wektory n wielkoSci mierzonych bezposrednio
i m wielko$ci monitorowanych posrednio na podstawie tych
pomiaréw, czyli wartosci obserwowanych, F' — wielowymia-
rowy funkcjonal lub funkcja pomiaru.

Jesli opisane funkcja F' zaleznoSci przetwarzania sygna-
6w sa liniowe, to liczba wyznaczanych posrednio wielkosci
wyjsciowych m < n. Przy wystepowaniu zaleznosci nielinio-
wych liczba m jest taka, jak laczna liczba réwnan, ktéra
moze by¢ wieksza niz n. Przy wyznaczaniu propagacji bte-
déw i niepewnosci pomiarowych mozna zalozy¢ wystepowanie
maltych przyrostéw i wowczas zaleznosci nieliniowe lineary-
zuje sie wokdél punktow pracy. W pracy tej beda omawiane
przypadki, gdy przy przetwarzaniu danych wedlug funkcji F
bledy 6, = 0, a wiec i jej niepewnosci u, = 0 sa pomijalne.
Uwzglednienie niepewnosci funkcjonalu F omawiaja autorzy
w publikacji [7].

2. Btedy pomiardw posrednich
multimenzurandu

Wyznaczymy zalezno$ci bledéw dla m = 3 wielkosci wyjscio-
wych opisanych wektorem Y = [y, v,, 3,]*, ktére otrzymano
z bezposrednich pomiaréw n = 3 wielkosci wejéciowych opi-
sanych wektorem X = [z, z,, z,]". Biezace bledy bezwzgledne
wielkosci wyjsciowych i ich wspoétezynniki wrazliwo$ci mozna
zapisal macierzowo:

Ay, Az
Ay, |=S|Azy |czyliA, = S A,
Ay, Az,
oraz - -
oz, OJz, O,
g=|9% 9% 9y
oxr, Jz, Oy
9y, 9y, Jyy
| 0z, Oz, Oz, |

(2a, b)

gdzie: § — macierz wspolczynnikéw wrazliwosci dla ble-
déw bezwzglednych.

W postaci rozwinietej otrzymuje sie zapis macierzowy:

Y12 K] Y13 A$1 A$1
Y27y Y2y Y23 ’ AzQ = S ' AIQ (3)
Az, Az

Y32y Y3to Y33 3 3
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Macierz A, mozna tez zapisa¢ z uwzglednieniem bledéw wzglednych J, , 6, ,d, wielkodci wejéciowych

T

4 =5[4,4,.47] =8 [v6,206, 205 (4)

Dla bledéw wzglednych wielkodci wyjsciowych otrzymuje sie zaleznos¢ macierzowa:

igi ] +&§i512 LI gyl 5,
5]/1 o yl xQ v xS VVTA Eat VVM ] VV?/[ z3 5’1 5-”1
d ay. J
5y2 = ﬁﬁ 67;1 + &ﬁé‘“ + ﬁﬁé‘z; = I/Vyw;, I/Vy.zu@ VVygr, : 57,; = SJ ! 5{!‘.}
Y, O, Y, 0T, Y, 0T, i o i i (5)
Y3 ﬂ%é‘ﬁ +£%5IQ +&%515 Y3y Y3 Y33 3 3
L Ys oz, Ys oz, Ys 8373 )

Wprowadzona w (5) macierz Sy zawiera wspétezynniki wrazliwosei dla bledéw wzglednych. Przy oznaczeniach 8y = [@1 , 512 , ‘st ]T
idy=|d, ,%,é‘ys] wzor (5) przyjmuje zwarta posta¢ macierzowa

0, =8, 6, (6)

)

Ty

Dla najgorszego przypadku (ang. worth case) bledéw granicznych |5X| = [ S, 1,9, 1519, ]T i |§Y| El|5yl|,|5yz|,|5yx ”T otrzymuje

si¢ zaleznosé (7), w ktérej symbol | S| oznacza macierz wartodci bezwzglednych elementéw macierzy S,:

0] = 1S, - 104l (7)

W przypadku szczegélnym, gdy zbiory bledéw losowych 6 wielkosci mierzonych bezposrednio, lub odchylenia obserwacji
w probkach wielkosci wejéciowych nie sa ze soba skorelowane, czyli sa niezalezne statystycznie, to z prawa propagacji wariancji
wynikaja proste zaleznosci dla standardowych niepewnosci wzglednych wielko$ci wyjsciowych

Uy = S5 - uy (®)

. 2 2 . z . s . . . s . . s . .
gdzie uy, uy sa wektorami kwadratéw niepewnosci wzglednych ., u, odpowiednio na wyjsciu i wejéciu ukltadu pomiarowego,
. 2 . 4 . . ;. s . ..
a wyrazy macierzy Sy sa kwadratami wyrazéw macierzy Sj;. Niepewnosci wyjsciowe wu, s juz zwykle ze soba skorelowane.
Trzeba to uwzgledniac¢ przy wspélnym stosowaniu wyznaczonych posrednio z pomiaréw wartoéci y i niepewnosci u, wielko-
$ci wyjéciowych.

3. Pomiary wielkosci skorelowanych

Dokument JCGM 102:2011 Miedzynarodowego Biura Miar i Wag BIPM o nazwie Supplement 2 to the ,Guide to the expression
of uncertainty in measurement” — Extension to any number of output quantities [1] omawia wyznaczanie niepewnosci pomiaréw
wieloparametrowych. Wartosci bezwzglednych niepewnoéci standardowych dla wielkosci wejsciowych X i wyjsciowych Y sa
w nim opisywane przez macierze kowariancji, oznaczone odpowiednio jako ¢, i ¢, oraz przez macierz wspétczynnikéw wrazli-
wosci S jako zlinearyzowany funkcjonal przetwarzania F. Macierze te powiazane sa réwnaniem:

cy=S-¢cy- S" 9)
Podobna zalezno$¢ mozna tez poda¢ dla macierzy kowariancji c;,, c;, niepewnosci wzglednych 51/’ , 5‘%
T
Cspy =85 Csx° S (10)

€.
Po zastosowaniu dla macierzy S = [W J oraz S5 = {’W } = |:wy . J oznaczen ich elementéw odpowiednimi indeksami
Y; v

Y5 YiTj

i =1, 2, 3 dla wierszy oraz j = 1, 2, 3 dla kolumn, otrzymuje si¢ wzory

e e e
W W ) ) yl yl yl
no %17, Ty
_ I _ | Lo 3 . T
cY - VVyZml V[/yzarz Yoy cX S ’ C5Y - Yoy Yoo Yoy CJX SJ
b Ya )
VV;/‘;"] VVV:;"’E Y3y T, z, Z, (1 1&, b)
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Ze wzoréw (1la, b) otrzymuje si¢ macierze kowariancji c,
¢,y 7z podobnymi postaciami wzoréw. W macierzy c,, elementy
sa funkcjami niepewnosci A, i wspélczynnikéw wa Zas ele-
menty diagonalne macierzy Cs, S8 nastepujace

S22 <2 <2
5.% - w%ﬁ o + wl/ Ty 51”2 + w'/zfz 51”3
+2 (w%% w?/ﬂ"z p’l-’”z 5“1 5-”2+ w%-’”l w?/ﬂ’:; p oy é;l 637:£+ w%-’”zw?/ﬂ’:; p Tz-’”:saﬂzaﬁ)
(i=1,23) (12)
lub zapisane w sposob zwarty jako suma
S2 _ \"° 2,2 Ny
5% - Zj:1<k:2 (wwj Z; + 211)%1] Wy, pz]ﬂ% 515,‘ 51% )
(i=1,23) (13)

Pozostale elementy macierzy kowariancji wyjéciowej maja
postacie p,,,,6,,0,, . Przy czym wspotczynniki korelacji p,.,, = p,,,
oraz indeksy 4, j = 1, 2 lub 1, 3 lub 2, 3:

pomiaru dwu temperatur T, T, niezaleznie zmiennych w okre-
Slonym przedziale T, T i mierzonych dwoma niezalez-
nymi czujnikami platynowymi. W uktadzie pomiarowym kazdy
z sygnalow jest probkowany regularnie, nie za gesto, tj. tak,
ze wartosci poszczegdlnych obserwacji sa od siebie niezalezne
statystycznie, czyli ich autokorelacja jest pomijalna. Liczba
obserwacji pomiarowych N jest wystarczajaco duza i sa one
usredniane w zadanym okre$lonym odcinku czasu. Zmiany
temperatur sa na tyle powolne w stosunku do czasu ustala-
nia sie wskazan, iz wplyw bledéw dynamicznych czujnikéw
i ich przetwornikéw jest pomijalny. Znane z norm i z wzorco-
wania stale bledy systematyczne czujnikéw [8] skorygowano
przez adjustacje uktadéw pomiarowych ich przetwornikéw.
Wyjsciowe sygnaty przetwornikéw obarczone sa niepewnoscia
standardowa bedaca suma geometryczna niepewnoéci typu
A wynikajacej z rozrzutu obserwacji pomiarowych oraz nie-
pewnodcig typu B obejmujaca bledy systematyczne nieznane
w danym cyklu pomiaréw. Wyznaczone z pomiaréw posred-
nich wyniki obu wielkoSci wyjéciowych moga nastepnie by¢
wykorzystywane lacznie. Ich niepewnosci trzeba traktowaé
jako skojarzone. Nalezy wyznaczy¢ niepewnoéci bezwzgledne
i wzgledne obu wielkosci wyjsciowych oraz ich wspotczyn-
nik korelacji. Przetwarzanie wynikéw jest cyfrowe o pomijal-
nych biedach.
Sa wiec to pomiary posrednie dwupa-
rametrowe o wektorze wejsciowym X =

S2 S?2 S2 232 T cs . - B T
_ wyixl wyja:l 511 + wytm} wy,-.’l)2 5.%2 + wyirx w?/JTJ 513 + (wyimz wg/ﬂx + wyi.'z:3 wy,-:):2 )pleian 5@, [Tl’ T2] 1 “'I}f-]s?lowym Y _ [Tm Tl TZ} ’
Pyy, = 55 + Na wyjsciu nalezy wyzna-
i czyé dwie wartosci menzurandu
T3 2752 _ T
(wyﬂ?awyﬂ?x + wyizl w!/ﬂs )pflf.z Rt 59”3 + (wyvfzwyﬂ?x wyf11wyj12 )pflfz 59”1 57?2 [T (T + T )/2] [yl’ yQ]
+ = o oraz oszacowac ich niepewnosci i macierz
J 0
Yi Y

(14)

Gdy macierz S; ma wszystkie wspélczynniki wrazliwoéci
rowne 1, to niepewnosci wzgledne wejéciowe sa transformowane
w niepewnosci wzgledne wyjsciowe, identycznie jak bezwzgledne.
Funkcje tworzace funkcjonal sa wéwcezas multiplikatywne.
W szezegdlnym przypadku, gdy wielkoéci wejéciowe nie sa ze
soba skorelowane, czyli p,,, = Py = Puy = 0, to wzory (12)—
(14) przyjmuja prostsze postaci (tabela 1).

Oba sposoby oceny dokladnosci przez niepewnosci wzgledne
i bezwzgledne przedstawimy na przykltadach.

kowariancji. Pomiary te opisane sa wiec
dwoma réwnaniami:

y =T - T, (15a)
¥, = 0,5(T, + T) (15b)

Sa to operacje addytywne i latwiej jest uzy¢ wzoréw dla nie-
pewnosci bezwzglednych. Macierz S ich funkcjonatu

1 -1
S = (16)
. .. . re o 1/2 1/2
4. Niepewnosci tacznego pomiaru réznicy
1 wartosci SreanEI temperatu ry Czyli wspoétezynniki wrazliwoéci macierzy S wynosza:
Nalezy oszacowa¢ doktadnosé temperatury sredniej T i r6z- W =LW,, =-LW,, = 1/2; W, . = 1/2.
nicy temperatury T,—T, wyznaczanych posrednio z wynikéw
Tabela 1. Niepewnosci i ich wspétczynniki korelacji wielkosci wyjsciowych dla nieskorelowanych wielkosci wejsciowych
Table 1. The uncertainties and their correlations coefficients of output quantities for non-correlated input quantities
Lp. Niepewnosci wyjéciowe — wartosci diagonalne Wspotcezynniki korelacji
=2 =2
1 32 52 52 52 — wylﬁ wyZII 6951 + wyﬂwazﬁ 53”2 + wyﬂzwyﬂ% 53”2
Y1 J1T1 El J1T° Ty 1/173 T3 pylyZ é‘ 5
Y1 Y2
= = = = w.ow O 4w w0 w w0
2 _ 2 52 2 2 2 2 o ysm Yo DTy Y3t T vi%s ysty " a
2 v w’Jz-Tl ot w?/)’lz Ty wh-f's T3 pylllz = S S
: - 50,
Y3
=2 =2 =2
3 2 __ 2 2 2 2 2 2 — wyﬂlwml Rt + w?/z”zw!/ﬂzéiz + wylewyﬂxé‘l;
(7O wyafl o Y3Ty ~ Ty Y33 "Iy p?lzlls -
Y2 Y3
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Standardowe niepewnosci bezwzgledne wyjsciowe:

—2 =2 = = —2
0, =0; —2p;;,0,0y +07p,, (17a)

_ 1/ — = =
G :Z(O—% +2p;,, 64,0, +oz}2) (17b)

Y2

oraz ich wspdélczynnik korelacji:

-2 =2
O-Tl - O-Tg

py”/? =
4 = — =
\/O'T. - 241,01, 01, + O, \/O'H + 241,071, 01, + O,

(17¢)

Jesli temperatury sa mierzone przez dwa rézne czujniki
oddalone od siebie to ich sygnaly nie beda skorelowane, czyli
Pz, =0 wzory (16) i (17) upraszczaja sie

0, =07 +0p, (18a)

o, =—(67 +57,), (18b)
—2 —2
O'Tl — 0y,

py|l/2 - : (18C)
+0;,

Tabela 2. Wyniki pomiaréw temperatur i obliczeh niepewnosci
wielkosci wyjsciowych y,, y,

Table 2. The results of temperatures measurements and calculations
of uncertainties of output quantities y,, y,

Pomiar nr T, [°C] T, [°C]
1. 22,089 21,142
2. 22,105 21,138
3. 22,102 21,138
4. 22,103 21,139
5. 22,104 21,142
6. 22,105 21,146
7. 22,100 21,143
8. 22,101 21,139
9. 22,104 21,139
10. 22,103 21,138
X T, = 22,102 T, = 21,140
U, oy, = 0,001 oy, = 0,001
Y=[T-1T,T,) y, = 0,961 y, = 21,621
u, [°C] o, = 0,001 o,, = 0,002
Uk, = 2,45) [°C] U, =0,002 U, = 0,004
U, [%] 2,458, = 0,21 2,450, = 0,01
Py 0,5
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Macierz wspélezynnikéw wrazliwosci dla wartosci wzgled-
nych jest okreslona w postaci:

S5 = (19)

a wariancje niepewnosci wzglednych wielkosci wyjsciowych y,,
Y, W postaci:

’a/f = Sﬁ 7‘12 2 - 2pTwT‘z T‘lT‘z 2 ng gT‘z + 5;2 Tj:
(1,-1,) (1,-1,) (1,-1,)
(20a)
502509y D 555 D
(7, +1) (T,+1) (7, +17)
(20b)

Przyklad obliczeniowy. Zmierzono 10-krotnie dwie tem-
peratury osobnymi czujnikami na wejsciu i wyjsciu grzejnika
w punktach od siebie odlegtych. Wyniki pomiaréw mozna trak-
towaé jako nieskorelowane, tj. p] n = = (. Wyznaczono réznice
temperatur i temperature $rednia. "Wartosci obserwacji pomia-
rowych T, T, oraz obliczenia wielkosci wyjsciowych Y i ich
niepewnosci zestawiono w tabeli 2. Niepewnosci wzgledne
policzono dla wielkosci wyjéciowych. Mozna tez definiowaé je
odnoszac niepewnosci bezwzgledne do zakresu zmian tempe-
ratury T’

min’ "~ max’

5. Niepewnosci pomiaréw mocy czynne;j,
biernej i pozornej

Pomiary skltadowych mocy pradu przemiennego wykonuje
sie zazwyczaj specjalnie zbudowanymi do tego celu mierni-
kami i przetwornikami, tj.: watomierzami — dla mocy czynnej,
dla mocy biernej. Moc pozorna wyznacza
sie¢ z pierwiastka kwadratowego ich wskazan, lub z pomiaréw
wartosci skutecznych napiecia i pradu.

W prezentowanym przykladzie, aby zilustrowaé¢ wykorzysta-
nie macierzy kowariancji do wyznaczenia niepewnoéci wzgled-
nej trojwymiarowego menzurandu wyjsciowego o postaci
iloczynu, omawia sie inna metode. Zalozono, ze wektor wiel-
kosci wyjsciowych Y ma nastepujace skladowe: moc czynna
P, moc bierna @ i pozorna, czyli Y = [P, @, S]T. Jest on
wyznaczany z pomiaru wartosci skutecznych napiecia U i nate-
zenia pradu I oraz skladowej I - cos ¢ zmierzonej za pomoca
detektora fazoczulego. Wektor wielkosci wejsciowych ma wigc

i waromierzami —

posta¢ X = [U I cos ¢]" Standardowe niepewnosci wzgledne
tych pomiaréw to Oy = [é}r, o, 5%?, . Ich macierz kowariancji
¢, wynosi
gf Pur 5‘( ) I P cos ¢gu gcos ¢
Cx = pUIgUgl 5‘12 ,01(:054;:315«“» (21)
pU cos 4)3(} Scos ) p] cos q)gf 5‘cos ¢ czos 9

Nalezy wyznaczy¢ wartosci skladowych mocy Y = [P, @, S|,
ich niepewnosci i macierz kowariancji ¢,. Moce te opisane
sa znanymi wzorami: moc czynna P = UI cos ¢, moc bierna
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Q) = U Isin ¢, moc pozorna S =U 1 Zaleznosci dla mocy jako
poszukiwanych wielkoéci wyjéciowych sa operacjami multi-
plikatywnymi. Prostsze wzory do analizy otrzymuje sie przy
uzyciu niepewnosci wzglednych. Macierz wspétczynnikéw wraz-
liwosei (22) i postaé¢ macierzy kowariancji (23) dla tych nie-
pewnosci podano ponizej:

11 1
S;=|1 1 —ctg’o (22)
11 0

512’ Prq SP SQ Prs SP SS
Cy = pPQSPSQ 3(3 P cos ¢Slgros¢ (23)
Prs gpgs Pos g@ SS 552

W rezultacie niepewnosci wzgledne dla mocy czynnej, biernej
i pozornej okreslone sg przez wariancje niepewnoéci wzgled-
nych tych mocy, tj.:

gﬁ = SIZ/ +312 + 5’; tngﬁ +2[,DUJSUSI -0y tg¢(pb'cos¢gb'+pfcos¢ 5‘1)}

(24)

35 =5+ 8+ o, cte’p+ 2|:pwgpg} +0, ctgg/)(pUCM Sy +p1m¢31):|

(25)

82 = 62 + 8% + 26y (26)

Uzyto tu zaleznosci

d (cos ¢) 5
dgp "’

5. =
o0 cos @

= -0, tgy

a nastepnie wyznaczono wzory okreslajace wspélezynniki kore-
lacji wielkosci wyjéciowych:

3[2+312 - 6’; +2,0UISUSI +0, (Ctg¢—tg¢)(,0vms¢ gb""'plcow 51)

pro= 5,0
(27)
SLZ" + 512 -0, tg¢(p1cos¢ SI + Prcose 5‘1) + QPUIB‘USI
Prs = ==
Op0y
(28)
512 + 312 +0, Ctg¢(p1c<.s¢ g/ + Pucosy gu) + 2pmgu31
Pos = = 5
905
(29)

Przy braku korelacji wielko$ci wejsciowych wzory (24)—(29)
upraszczaja sie (tabela 3).
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Tabela 3. Niepewnosci wzgledne wartosci mocy i ich wspétczynniki
korelacji

Table 3. The relative uncertainties of power amount and their correlations
coefficients

Moc Wariancje niepewnosci ‘Wspolezynniki korelacji
wzglednych
o 5+ 50 -5
P =i+ 0+ Ootg% | pro=———t
Op 6,
= = 5+ 0}
Q | ®=d+dioictgs | prs = oo
0p O
o O+ 6}
S 0 = 0p +6f PQS=7U771
5,05
s s
Dla ¢=Z Op=0g 1 prs=pys-

6. Pomiary parametréw pola magnetycznego

Badanie stacjonarnego pola magnetycznego wykonuje sie
za pomocag pozycjonowanej sondy. Jej glowica dokonuje
pomiaréw trzech sktadowych wektora indukcji magnetycz-
nej w dwoch punktach przestrzeni w ukladzie kartezjanskim.
Nalezy wyznaczy¢ moduly wektoréw pola w obu punktach
i modut ich réznicy.

Za tréojwymiarowy wektor menzurandu przyjeto:

T = (B [Bj; |B, - BI" (30)

gdzie warto$ci modutéw dwédch wektorow indukeji magnetycz-
nej |B,|, | B,| i moduty wektora réznicy | B, — B,| sa w ukladzie
kartezjanskim nastepujaco okreslone przez sktadowe dwdch
wektoréw indukeji:

|B|=\BL+B;, +B. (31a)
|B| =B}, + B, +B.. (31b)

B, - B = (B~ B..) +(By - By) +(B. - B..)'  (32)

Dla niepewnosci wielkosci wejsciowych B, , Bly7 B, B, B,,
B, zalozono brak korelacji. Macierz kowariancji wielosci wej-
$ciowych ¢, tylko na gléwnej przekatnej zawiera jednakowe

warto$ci niepewnosci kazdej sktadowej pola oznaczone przez o:

5
/ T = [IB1; |B2|; |B1 = B2l]

Rys. 2. Schemat pomiaru wektora indukcji pola magnetycznego
Fig. 2. Diagram of measurements of magnetic field induction vector
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o 0 0 0 0
006> 0 0 0 0
0 0 o> 0 0 0
¢, = ‘ (33)
0 0 0 o 0 0
0 0 0 0 o 0
0o 0 0 0 0 o

Jednakowe odchylenia standardowe wynikaja z przyjetej pro-
stokatnej funkcji gestosci prawdopodobienstwa dla wszystkich
sktadowych pola B mierzonych w dwoch punktach. Za para-

1
metr rozkladu prostokatnego przyjeto a = 1 czyli 0 = —.
V3
Macierz wspolczynnikéw wrazliwosci S funkcjonalu przetwa-

rzania okreslono we wspolrzednych wejsciowych B, B, ; B, B, ,
Bzy7 B, i o wymiarach m = 6, n = 3. Ma ona postac

B, Bla/ B..
B |Bi] |Bi]

B,, B,, B,.

S5=| o0 0 0
|B| |B| |B|

B,-B,, B,-B, B.-B, B, -B, By, —-B, B,,—B.
B =B, |Bi-B)| |B-By) |B-B,)| |B-B) |B-B]

(34)

Wyznaczono macierz symetryczng kowariancji wielkosci wyj-
$ciowych ¢ = S+ ¢ - ST
Yy T

AA DD EE
¢, =|DD BB FF (35)
EFE FF CC
gdzie:
P
AA = 7 (B, + B!, + B.) = 0;
o
BB = o (B, + B3, + B).) = 0
9 .
(Bla: - B23:) + (Blg/ - BQ';/) + (Blz - B2z)
DD = 0;
EE = o’ I:Blf (Bl'r B B2t) + BLI/ (Blu B B2,1/) + B, (Bl.p - BQZ)] .
B \/(Bu, - Bzz)z + (Bly - B,, )2 + (Blz - Bz,z)z
P 0" [ Bo, (B, = B,) + By, (Bo, — By,) + Bu. (Bo. - B1.) |

BZ\/(Blz - Bzz)z + (Bly - By, )2 + (Blz - DB, )2

7. Obszar pokrycia

Obszarem pokrycia (ang. cover region) nazywa sie przestrzen
obejmujaca niepewnos$é¢ wektora wyjsciowego o okreslonym
prawdopodobienstwie, np. 0,95 — zalecanym w Suplemencie 2.
Dla uktadu tréojwymiarowego o skorelowanych zmiennych wyj-

Zygmunt Lech Warsza, Jacek Puchalski

$ciowych podlegajacych rozkladowi Gaussa, zaréwno macierz
kowariancji ¢, zmiennych wyjéciowych, jak i macierz odwrotna
do niej ¢!, powinny by¢ dodatnio okreslone. Oznacza to,
ze wyznacznik det(e,) = 1/det(c, ') = wo.0,0.. Parametr
w=1+2p, p,.p,.—p., —p.—p, >0 Granicg obszaru pokry-
cia opisuje réwnanie powierzchni elipsoidy w kartezjanskim
uktadzie p , P, P, ZWigzanym z gléwnymi osiami obszaru elip-
soidy i poczatkiem ukladu X Y Z umieszczonym w koricu wek-
tora menzurandu M, tj.

AN

2 2 2
a b c

-1 (36)

gdzie k jest wspélczynnikiem rozszerzenia,
D

R AR S SR A
A i A, COS%Q” As COS%‘L”

cos —
3

Pierwiastki A, A, i A, spetniaja réwnanie charakterystyczne:

Bog N+ K A-L=0 (37)

3k, _ 27TL+2€ —9eK

= Cos¥= -
7 e+2e - 3K 2 (52_3}()3

Za$s i kat

L(1-p. 1-p. 1-p;
‘If:0<\|1<nora28=w(aij+ag+ofy7

PO Y N SR SR S 1
w\oi 0y ©0,-00 oi-0l) wolool

Réwnanie (36) dla granicy obszaru pokrycia opisuje
powierzchnie elipsoidy styczna do Scian prostopadlodcianu o kra-
wedziach dlugosci 2ko, 2k o, 2k o, (rys. 3).

W ukladzie kartezjanskim X, Y, Z, zwiazanym z koncem
wektora menzurandu M, wspolrzedne punktéw stycznosei elip-
soidy wyznaczone sa przez pierwiastki podwéjne tego réwnania
kwadratowego ( ). Dwie zmienne (z,y), (2,2) i (y,2) traktuje si¢

kolejno jako stale w réwnaniu:

AX*+B-Y*+C-Z*+2-D-X-Y+2.X-E-Z+2-F-Y-Z=k (38)

gdzie: A = 2 5 ) ;
w-o, w- o, w- o’ w-0o,-0,
Py Py ~ P Py Po: =~ Py
E= JF = .
w-0, -0, w-0,-0,

oPe o

oy

(0,0,0)

Rys. 3. llustracja obszaru pokrycia
Fig. 3. llustration of cover region
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Po przyréwnaniu do zera kolejnych dwu delt — wyrdzni-
kéw réwnania kwadratowego (38), otrzymuje si¢ wspélrzedne
(z, y, z) par punktéw stycznosci elipsoidy ze $cianami prosto-
padlo$cianu (tabela 4).

Tabela 5. Wyniki pomiaréw indukcji i obliczone parametry macierzy
kowariancji

Table 5. The results of induction measurements and calculated parameters of
covariance matrix

B:rl B11 le |B]| BnZ B’lZ Bz’Z |B2|
Tabela 4. Wspétrzedne punktéw stycznosci elipsoidy ze §cianami ’ v ’ v
prostopadtoscianu 2k (0,x 0, 0))
Table 4. The coordinates of contiguity points of ellipsoid region with 94,01 | 42,02 | 2,04 102,99 21,99 | 18,97 | -99,09 | 103,26
rectangular region
Plaszczyzna: X=+ko, Y= ikpoy 7= :i:kpoz %e % o B, - B Py Paz Py w
Kolor punktéw: zielony czerwony 76ty 0,58 0,58 0,82 155,61 0,00 0,53 0,53 | 0,431
g —ko, | ko, |kp,o, | kp,o, | Thp.o, kp.o, kach wzglednych (dzielenie przez 6842 daje warto$é indukeji
magnetycznej w gausach). Na podstawie tych wartosci dla
—k k —k k —k k , . . .
Y P %) Bl il » % Py NP0y wspotczynnika rozszerzenia k. = 2.8 wyznaczono wartosci
B kp.o|kpo |kpol kpol| ko | ko Polom elipsoidy i katy nachylon.la osi elips jako T‘zuto.w elipso-
idy na plaszczyzny: X0Y do osi 0X, Z0X do osi 0X i Y0Z do

Rzuty prostokatne elipsoidy na $ciany boczne prostopadto-
Scianu z rys. 3 tworza elipsy wyznaczone przez punkty stycz-
noéci elipsoidy ze $cianami prostopadlymi do $ciany bocznej.
Kontur elipsy jest jednocze$nie obwiednia wyznaczona przez
wszystkie rzutowane na te¢ Sciane przekroje elipsoidy réwnolegle
do ptaszczyzny Sciany, na ktéra wykonano rzut. Kat nachylenia
elipsy, dla wybranej plaszczyzny rzutu np. XOY, do osi OX
okresla sie tak samo, jak dla dwu skorelowanych zmiennych z
i y z niepewnosciami o i o,i wspdélezynnikiem korelacji P bl

1 2p,0,0,
¥ = —arctg Py 9.9,

R (39

Ponizej, na rys. 4 podano rzut prostokatny elipsoidy na
plaszczyzne X0Y.

Ky 05

Rys. 4. Rzut prostokatny elipsoidy na ptaszczyzne réwnolegta do X0Y
Fig. 4. Orthogonal projection of ellipsoid on the plane parallel to X0Y

8. Obliczenia parametrow obszaru
pokrycia dla niepewnosci parametrow
pola magnetycznego

Zmierzone w dwu punktach wartosci sktadowych indukcji pola
magnetycznego zamieszczono w tabeli 5.

Na ich podstawie wyznaczono moduly indukcji magnetycz-
nej |B,|, |B,|, | B, - B,|. Wartoéci indukcji podano w jednost-
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osi 0Y. Podane je w tabeli 6. Dla tréjwymiarowego rozkladu
Gaussa elipsoida daje pokrycie, tj. zapewnia prawdopodo-
bienstwo wynikéw 95%.

9. Wnioski i podsumowanie

Ocene niepewnos$ci pomiaréw posrednich menzurandu
jednowymiarowego, zaleznego od kilku mierzonych lub
wplywajacych wielkosci, dokonuje sie dla propagacji ich nie-
pewnosci uzyskanej z rézniczki zupelnej réwnania podsta-
wowego pomiaru. Uwzglednia si¢ tez korelacje niepewnosci
wielkosci wejéciowych, jesli ona wystepuje.

Przy wyznaczaniu parametréw menzurandu wieloparame-
trowego, czyli wartosci i niepewnosci kilku wielkosci wyj-
$ciowych na podstawie pomiaréw tych samych wielko$ci
wejsciowych, nalezy uwzglednié tez, ze niepewnosci wielkosci
wyjéciowych beda skorelowanie. Takie rozszerzenie metody
propagacji niepewnosci przeprowadza si¢ w oparciu o macierz
kowariancji opisana w Suplemencie 2 do przewodnika GUM.
Jedynie w przypadku, gdy wynik danej wielkosci wyjscio-
wej bedzie wykorzystywany niezaleznie od wynikéw pozo-
statych wielkoéci wyjéciowych jej skorelowania z nimi mozna
nie uwzgledniac.

W pracy przedstawiono zastosowanie macierzowej metody
szacowania niepewno$ci pomiaréw podanej w Suplemencie 2
do przewodnika GUM. Dotyczy ona kilku wielko$ciach wyj-
Sciowych wyznaczanych z tych samych danych pomiarowych.
Wykorzystuje si¢ zwiazek macierzy kowariancji wielkosci wej-
Sciowych i wielkosci wyjsciowych. Podano wzory ogdlne dla

Tabela 6. Przyktadowe wartosci pétosi gtéwnych elipsoidy i katow
nachylenia ich rzutéw na ptaszczyzny scian bocznych stycznego do
niej prostopadtoscianu

Table 6. Examples of values of main half-axes of ellipsoid and slope angles
of their projections on planes of tangent cuboid sides

v|[stopnie °]
Nr a b c
X0Y 70X Y0Z
1 0,36 2,78 1,62 0 -30,92 | 31,53
2 0,92 2,65 1,62 0 28,16 28,26
3 0,85 2,67 1,62 0 26,54 30,45
4 0,77 2,69 1,62 0 -27,11 | -31,08
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parametréw tej macierzy o wymiarach 2 X 2, 3 X 3, 6 X 3
wystepujacej w przykladach pomiaréw wieloparametrowych
temperatury, mocy elektrycznej i pola magnetycznego. Roz-
szerzono te metode o modyfikacje polegajaca na bezposred-
nim stosowaniu niepewnosci wzglednych dla réwnan pomiaru
zawierajacych operacje multiplikatywne. Dla menzurandu
tréjparametrowego (3D) o rozkladzie Gaussa podano tez para-
metry obszaru pokrycia w postaci elipsoidy, zapewniajacego
niepewnosci o zadanym prawdopodobienstwie.
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Matrix Estimation of Uncertainty of Indirect Multiparameter

Measurements with Examples

Abstract: It this work the vector dependences are presented which gives possibility to estimate of
absolute and relative measuring uncertainties of components of the multimeasurand vector. These
components are indirectly measured by the multiparametrical measurement system with regarding of
the uncertainty directly measured input quantities. The covariance matrixes have been determined for
three examples: measurements of two temperatures, three components of the electrical power as well
as three component of magnetic field in two its points. The complex of uncertainties for parameters
determined indirectly from these measurements are presented.
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doc. drinz. Zygmunt Lech Warsza
zlw1936@gmail.com

Absolwent Wydziatu Elektrycznego
Politechniki Warszawskiej 1959, dok-
torat 1967, docent od 1970. Praca:
Instytut Elektrotechniki 1958-1963
i 1994-1995, Politechnika Warszawska
1960-70, Politechnika Swietokrzyska
1970-1978 (organizator i dziekan
Wydziatu Transportu w Radomiu),
Organizator i kierownik: Osrodka Apa-
ratury Pomiarowej w Instytucie Mete-
orologii i Gospodarki Wodnej 1978-1982
oraz Zaktadu Automatyzadji i Pomiarow w Instytucie Chemii Przemystowej
1983-1992. Doradca Ministra Edukacji Narodowej 1992-1995, Politechnika
Radomska 1983-2002. Obecnie gtowny specjalista w Przemystowym Insty-
tucie Automatyki i Pomiarow PIAP. Autor ponad 250 publikacji, 6 monografii,
kilkudziesieciu prac badawczych i konstrukcyjnych, 11 patentéw oraz pro-
motor 2 doktordw. Prezes Polskiego Towarzystwa Metrologicznego. Cztonek
stowarzyszenia PolSPAR oraz Akademii Metrologii Ukrainy.

drinz. Jacek Puchalski
j.puchalski@gum.gov.pl

Absolwent Wydziatu Fizyki Tech-
nicznej i Matematyki Stosowanej
(1986 r.) oraz Wydziatu Elektroniki
(1988 r) Politechniki Warszawskie].
W latach 1987-1995 asystent na
Politechnice Warszawskiej, w 1995
r. obronit prace doktorska. Kolejne
10 lat pracowat w branzy nowych
technologii w firmach produkuja-
cychiimportujacych kasy rejestru-
jace. Przygotowywat i uczestniczytw certyfikacji nowych modeli kas w Mini-
sterstwie Finansdw oraz prowadzit szkolenia i serwis urzadzen fiskalnych. Od
2006 r. pracuje w Gtownym Urzedzie Miar. Zajmowat sie zatwierdzeniem
typu i ocena zgodnosci taksometrow elektronicznych i miernikdw predkosci
w ruchu drogowym, a obecnie jako gtéwny metrolog rozwija metody mate-
matyczne szacowania niepewnosci pomiarowych.

39



40

P 0O M

A R Y

AU T O M AT Y KA

RO B O T Y KA

NR 2/2018





