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ANALITYCZNE I NUMERYCZNE OBLICZANIE WARTOSCI
NAPREZEN W SZYBKOOBROTOWYCH WIRNIKACH
7Z. MAGNESAMI TRWALYMI TYPU SPM

ANALYTICAL AND NUMERICAL CALCULATION OF STRESSES IN HIGH-
SPEED SPM TYPE ROTORS WITH PERMANENT MAGNETS

Streszczenie: Artykut prezentuje analityczne i numeryczne metody obliczen warto$ci naprezen
w szybkoobrotowych wirnikach z magnesami trwatymi typu SPM. Szczegdélna uwaga zostata poswigcona
wartos$ci naprgzen w cienko$ciennych pierScieniach, zabezpieczajacych magnesy trwate.

Abstract: The article presents analytical and numerical methods for stress calculating in high-speed SPM type
rotors with permanent magnets. The special attention is paid to stress in a thin-walled ring protecting perma-

nent magnets.
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1. Wstep

W  projektach wirnikéw szybkoobrotowych
z magnesami trwatymi typu SPM, zwraca si¢
szczegolng uwage na wyznaczanie wartosci na-
prezen, wywolanych dziataniem sit odsrodko-
wych. Pod wplywem obcigzenia wirujgcego,
zwigksza si¢ dlugos¢ obwodu kazdego kolej-
nego okregu, lezacego w plaszczyznie prze-
kroju poprzecznego tulei. Wydtuzeniu ulega
rowniez kazdy elementarny odcinek promienia
wirnika. W tulei wirnika, podczas ruchu
wirujgcego, Wwspolistniejg zatem napre¢zenia
obwodowe g oraz naprezenia promieniowe o;.

Rys. 1. Wirnik z magnesami trwalymi typu SPM
Z pierscieniem zabezpieczajgcym magnesy trwa-
te i gumowymi przektadkami miedzy biegunami

Podczas ruchu wirujgcego, powstajg rowniez
wyjatkowo niekorzystne napr¢zenia rozcigga-
jace w warstwie kleju, miedzy magnesem

trwatym a powierzchnig jego osadzenia. Powo-
duje to konieczno$¢ stosowania dodatkowych
elementow zabezpieczajacych magnesy trwate
przed oderwaniem. Jedno z rozwigzan opraco-
wywanych w Instytucie KOMEL przedsta-
wiono narys. 2.

Rys. 2. Przyklad zabezpieczenia magnesow
trwatych w wirniku typu SPM, przez pierscien
kompozytowy z warstwami wzmocnionymi wio-
knem weglowym CFRP

Celem prezentowanego artykutu jest przedsta-
wienie analitycznych i numerycznych metod
wyznaczania wartosci naprezen, powstatych
w tulejach wirnikbw SPM oraz piericieniach
zabezpieczajacych magnesy trwale w czasie ru-
chu obrotowego wirnika ze stata predkoscia
katowa w. W algorytmach nie uwzgledniono
wystepowania naprezen termicznych, zwigza-
nych z nagrzewaniem si¢ wirnika podczas pracy
oraz naprezen zwigzanych z dynamikg wirnika.
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2. Analityczne obliczenia
w grubos$ciennej tulei wirnika

Algorytm analityczny wyznaczenia napregzen
promieniowych o, oraz napr¢zen obwodowych
oy W tulei wirnika, bazuje na zadaniu Leme dla
tulei grubo$ciennych. Znane z teorii sprezy-
stosci zadanie Lame, zostalo rozwinigte
o problem naprezen, wywotanych dziataniem
odsrodkowych sit bezwladnosci w czasie ruchu
obrotowego wirnika.

Na skutek obcigzenia wirujacego, pewien do-
wolny punkt przekroju poprzecznego tulei wir-
nika A (rys. 3), przemieszcza si¢ promieniowo
o warto$¢ U do nowego potozenia 4°. Takie
samo przemieszczenie dotyczy wszystkich
punktow lezacych na danym okregu 0 pro-
mieniu r. Okrag o promieniu I, przechodzi wigc
podczas ruchu obrotowego wirnika w okrag
0 promieniu r+u a kazdy nieskonczenie maty
wycinek jego obwodu, doznaje wydluzenia
wzglednego [1]:

naprezen

_2n(r4+u)—2mnr u

& 2nr T

Jezeli przemieszczenie punktu A jest rowne U,
a punktu B (rys. 3) jest rowne u+du, to zmiana
dhugosci odcinka AB=dr jest u+du-u=du a jego
wydtuzenie wzgledne [1]:

_u+du—u_du
& = dr T dr

Analiza stanu naprezenia w grubosciennej tulei
wirnika, przeprowadzona zostala w plaszczyz-
nie przekroju poprzecznego. Tarcza kotowa,
bedaca przekrojem poprzecznym tulei, znajduje
si¢ w dwuwymiarowym stanie napr¢zenia. Dla
dwuwymiarowego stanu napr¢zenia obowigzuja
wzory [1]:

du+ u)
dr vr

E E
0 = T (et v e =10

E e, + ) E (u N du)
= v =—F|— V—
T2 T ET 2 \r dr
Wzory powyzsze wyrazajg warto$¢ naprezen
obwodowych ¢; oraz napr¢zen promieniowych
or w tarczy kotowej w funkcji przemieszczenia
punktéw U. Przemieszczenia punktow U sg, jak
si¢ okazuje funkcja promienia r, cO zostanie
udowodnione p6zniej [1].

Rys. 3. Rysunek pomocniczy do analizy stanu
naprezenia w tulei grubosciennej

Zbadano réwnowage elementarnego klina cdef
(rys. 3). Na klin cdef dziataja, podczas ruchu
obrotowego wirnika, nast¢pujace sity [1]:

* na boku ef sita:
Fep = 0p-7-df -6 [N]
* na boku cd sita :
F.q = (0, +do,)  (r+dr)-dp -6 [N]
* na bokach ce oraz df, rowne sobie sity:
F.e = F4y = 0y - dr - § [N]

* sita masowa, przyczepiona w srodku ciezkos$ci
klina cdef i proporcjonalna do jego objetosci:

qr-(dV)=p-w? r-(d-r-dr-8)[N]
Gdzie: p — gesto§¢ materiatu [kg/m®], # — kat
rozwarcia analizowanego klina [rad], 0 — gru-
bo$¢ klina [m].

Stosujac przeksztalcenia, rownanie rownowagi
klina sprowadza si¢ do postaci [4][5]:

do,
dr

Wstawiajac do powyzszego réwnania, opisane
wyzej wartosci naprezen promieniowych oy
oraz naprgzen stycznych oy a takze pochodng
naprgzenia promieniowego o, PO promieniu r,
otrzymuje si¢ nastgpujace rownanie [1][4]:

d?u N 1 du u
dr?2 r dr r? E
Rozwigzaniem powyzszego rownania roznicz-

kowego jest funkcja:

") =c +CZ 1—v?
e
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"qr =0
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Posta¢ powyzszej funkcji, dowodzi zaleznosci
przemieszczen punktow przekroju poprzecz-
nego U od warto$ci promienia r okregu, na ob-
wodzie ktorego te punkty si¢ znajduja.

Funkcja u(r) oraz jej pochodna po promieniu r,
zostala nastepnie podstawiona do wzoréw na
napr¢zenia promieniowe o oraz naprezenia
styczne . W wyniku tego, otrzymano wzory na
naprezenia, niebgdace funkcja przemieszczenia
punktoéw przekroju U a jedynie funkcja promie-
nia r [1][4]:

1 3+v s o
Ur_Bl_BZ'r_z_T'p w-r
1 1+3v s 2
Ut:B1+Bz'r_2—T'P"U T

Wartosci B; oraz B, wyznaczono z warunkow
brzegowych zakladajac, ze dla promienia r=a
warto$§¢ naprgzenia promieniowego Wynosi
0,=S,, natomiast dla promienia r=b warto$¢ na-
prezenia promieniowego wynosi a,=Sy,.

Dla potrzeb niniejszego artykutu zatozono do-
datkowo, ze naprezenie S, na wewnetrznej po-
wierzchni  tulei w miejscu jej kontaktu
z walem, nie wystgpuje. Zatozenie takie odnosi
si¢ do przypadku suwliwego pasowania mi¢dzy
watem a tulejg wirnika. Wcisk wowczas nie
wystepuje. Naprezenie S, pochodzi od kontaktu
z zewnetrznym pierscieniem osadzonym na tu-
lei wirnika. Ostatecznie wzory na napr¢zenia
promieniowe o, oraz napr¢zenia styczne oy
w tulei grubo$ciennej wirnika, wywolane dzia-
faniem sity od$rodkowej oraz nacisku S, ze
strony zewnetrznego pierscienia, majg postac:

3+v 2 a® r?
0, = 3 'O'p +b—2——2—ﬁ:|+5b
b2 (r2 — a?)
[rz.(bz_aZ)
3+v a? a?
Oy = 3 'O'p'[1+b—2+r—2]+5b

b%?-(r>’+a®)] 1+3v
'[rZ-(bZ—aZ) 8
,’,.2
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gdzie: o, = p-w?-b* =p - (vp)?

3. Analityczne obliczenia naprezen
w cienkoSciennym pierscieniu zewnetrz-
nym

Grubos¢ pier§cienia zewngtrznego g, jest niepo-
réwnywalnie mniejsza od jego $rednicy d=2b
(rys. 4). Mozna wigc uwaza¢ go za pierscien
cienko$cienny, dla ktorego obowigzuje jedno-
wymiarowy stan napre¢zenia [2].

Podobnie jak w przypadku tulei grubo$ciennej,
przeprowadzono analize réwnowagi wycinka
pierscienia cienko$ciennego. W tym przypadku,
na wycinek pierScienia dziataja nastepujace
sity:

* sila od naprgzen obwodowych po obu stro-
nach wycinka:

d
Fozaz-g-h-sin(7¢>

* sita od$rodkowa zwigzana z ruchem obroto-
wym wirnika:

F—ddh 2.4
p=75do-h-g-p-w 3

* sita od nacisku ze strony tulei wirnika:

d
Fo=—Sy 5 dph

tuleja gruboscienna
dwuwymiarowy stan naprezenia

o N

pierscien cienkoscienny
jednowymiarowy stan naprezenia

Rys. 4. Rysunek pomocniczy do analizy stanu
naprezenia w pierscieniu cienkosciennym

Z rownania roOwnowagi wycinka pierscienia
cienko$ciennego wynika, ze warto$¢ naprgzen
rozciagajacych o, W pierScieniu wynosi:
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d'(g'p'wz'%—sb)

2+g
Liczac wydtuzenie wzgledne obwodowe pier-
$cienia cienko$ciennego w ktérym wystgpuje
jednowymiarowy stan napr¢zenia, korzysta sie
z najprostszej postaci Prawa Hooke’a, dzielac

napregzenie g, przez Modutl Younga dla mate-
riatu pier§cienia:

g, =

d'(g'p'wz'%—sb)
2 = 2E, g

4. Zestawienie réwnan obowiazujacych
dla tulei grubosciennej i pierscienia cien-
kosciennego

W oparciu o rOwnania zapisane w poprzednim
punkcie, nie mozna jednoznacznie wyznaczy¢
warto$ci naprezen o, w pierscieniu zewnetrz-
nym. Powodem jest wystepowanie we wzorze
naprezen Sp, pochodzacych od nacisku ze
strony tulei grubosciennej. Poniewaz napreze-
nie S, wystgpuje rowniez we wzorach obowig-
zujacych dla tulei grubo$ciennej, zestawiono je
ze sobg, celem wyznaczenia jego wartosci. Od-
ksztatcenia wzgledne ¢ w miejscu kontaktu tulei
grubosciennej i pierscienia cienko$ciennego sa
sobie rowne. Dla pierscienia cienko$ciennego,
zostaly one wyznaczone w poprzednim punk-
cle:

d'(g'p'a)z'%—sb)
2:E;v g

&, =

Dla tulei grubosciennej, mozna je obliczy¢ ze
wzoru obowigzujgcego dla dwuwymiarowego
stanu naprezenia a mianowicie:
1

€w=a'[dt—v'0r]
Przyrownujac do siebie &,=¢,, uzyskuje sig
warto$¢ naprezenia Sp, ktorg nastepnie podsta-
wia si¢ w miejsce niewiadomej do wzoru na
naprezenie rozciggajace g, w pierscieniu cien-
koSciennym.
5. Implementacja algorytmu analitycz-
nego w arkuszu kalkulacyjnym
Wszystkie opisane wyzej formuly zaimple-
mentowano w arkuszu kalkulacyjnym. Pozwala
to na swobodne wprowadzanie wartosci para-

metrow geometrycznych takich jak $rednice,
dlugos¢ wirnika, grubos$¢ pierScienia cienko-

sciennego a ponadto parametrow materiato-
wych takich jak gesto$¢, Modut Younga, Liczba
Poissona. Dodatkowo wprowadza si¢ wartos¢
predkosci katowej wirnika. Dla tak wprowa-
dzonych parametrow, arkusz kalkulacyjny
szybko zwraca warto$¢ napr¢zenia rozciagaja-
cego o, w cienkosciennym pierscieniu, zalozo-
nym z zerowym luzem na powierzchni¢ grubo-
$ciennej tulei wirnika.

Naprezenia o, obliczono dla przypadku wyko-
nania tulei grubosciennej jak i pierscienia cien-
ko$ciennego ze stali. Niezbedne warto$ci para-
metrow geometrycznych i materialowych ze-
stawiono w ponizszej tabeli. Warto$¢ naprezen
0,, Wyznaczona za pomoca algorytmu anali-
tycznego wynosi 0,=49,23 MPa.

Tab. 1. Wartosci parametrow geometrycznych
i materiatowych wirnika, niezbedne do prze-
prowadzenia algorytmu analitycznego

Tuleja grubo- | Pierscien cienko-
$cienna $cienny
Materiat Stal Stal
Modut 206940 MPa 206940 MPa
Younga
Liczba 0,288 0,288
Poissona
Gestos¢ | 7829 kg/m’ 7829 kg/m®
a 0,02 m
b 0,04 m
g 0,5mm
w 30000 obr/min=3141,6 rad/s
o, 49,23 MPa

6. Obliczenia numeryczne z wykorzy-
staniem Metody Elementow Skonczo-
nych

Na zamodelowane bryly natozono siatke ele-
mentdw skonczonych. Siatke reprezentujaca
tuleje gruboscienng utworzono z elementéw 3D
CHEXAB8. Zastosowano odwzorowanie cztero-
katne, bez uzycia trojkatow. Na grubosci bryty,
odpowiadajacej szerokosci jednego magnesu
trwatego, utworzono 5 warstw siatki elementow
skonczonych. Wybrano predefiniowany w bazie
material Stal. Siatke reprezentujaca pierscien
cienkos$cienny utworzono z elementow 2D
CQUAD4. Zastosowano odwzorowanie cztero-
katne, bez uzycia trojkatéw. Na grubosci siatki,
odpowiadajacej szerokosci jednego magnesu
trwatego, utworzono 5 elementow skonczo-
nych. Wybrano, podobnie jak poprzednio,
predefiniowany w bazie materiat Stal.
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W powyzszej symulacji nie uwzgledniono
istnienia magnesow trwatych, jako warstwy
posredniej migdzy stalowa tulejg gruboscienng
a stalowym pierscieniem cienkos$ciennym.
W  kolejnych symulacjach zamodelowano
cztery magnesy trwale za pomocg elementow
3D CHEXAS8 w sposob analogiczny do tulei
gruboséciennej. Zatozono, dla uproszczenia
obliczen, 7e materialem magnesu trwatego
rowniez bedzie Stal. Jednorodnos¢ materialow
trzech wspotpracujacych warstw, w odniesieniu
do Modulu Younga a w kolejnych pracach
rowniez do wspotczynnika rozszerzalnosci
cieplnej, gwarantuje jednorodnos¢ odksztalcen
osiowych i brak napr¢zen w tym kierunku.
Zamiarem autora byto zatem zblizy¢ model do
warunkow ptaskiego stanu napre¢zenia.

Zdyskretyzowany model MES pokazano na
rys. 7 a wyniki symulacji, przy zatozeniu
analogicznych obcigzen i warunkéw brzego-
wych co poprzednio, na rys. 8.

Rys. 5. Zdyskretyzowany model MES

Przeprowadzono automatyczne dopasowanie
siatek a nastgpnie przy uzyciu obiektu sklejanie
powierzchnia — powierzchnia, dokonano ich
wzajemnego potaczenia.

Zastosowano warunek brzegowy w postaci
wigzu cylindrycznego na wewngtrznej po-
wierzchni tulei wirnika. Zalozono mozliwos¢
wzrostu promieniowego, przy jednoczesnym
zablokowaniu mozliwosci obrotu osiowego
oraz wzrostu osiowego.

Nastepnie zadano obcigzenie w postaci predko-
$ci katowej w, odnoszacej sie do catego ztoze-
nia.

”

Wyniki symulacji MES, przedstawiono na

rys. 6. Rys. 7. Zdyskretyzowany model MES wycinka

wirnika z uwzglednieniem magnesow trwatych

Wynik Model = tuleja sim1 : Solution 1
‘Subcase - Static Loads 1, Krok statyczay 1

clenkobciennego :
Min. : 47.52, Maks. : 101.73, Jednostki = MPa
Odisetalcenie : Praemieszczenic - Wezlowy Wiclkoié,

49.246 i ‘
! 49.074 @
48.720 | )
48.557 ‘;
o, .. °
! e %
.. :
. AN
. ?,
B N
. =2

paps]

Rys. 6. Wyniki symylacji MES. ]\fap@z’enia zre- Rys. 8. Wyniki symulacji MES. NaprezZenia
dukowane von Misesa. Naprezenie zreduko- zredukowane von Misesa we wszystkich
wane maksymalne o = 49,246 MPa warstwach modelu.
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Wyniki symulacji, pokazane na rys. 8, wskazuja
na kumulacje naprezen w obszarach tulei
grubos$ciennej, lezacych migdzy magnesami
trwalymi. Wyniki symulacji MES dla
pierscienia cienko$ciennego, pokazano na rys.9.

e |@]m| B &

Rys. 9. Wyniki symulacji MES. Naprezenia
zredukowane von Misesa w  pierscieniu
cienkosciennym

[MPa)

Wyniki symulacji, pokazane na rys. 9, pokazuja
przyblizong jednorodno$¢ warto$ci naprezen
zredukowanych w obszarach przylegania do
magnesu trwalego. Warto$¢ napre¢zenia zredu-
kowanego von Misesa w tym obszarze (dla
wszystkich  biegundéw), wynosi  $rednio
44,7 MPa. W odniesieniu do wynikow uzyska-
nych w poprzedniej symulacji (rys. 6), jest to
warto§¢ o 4 MPa nizsza. Uwage zwraca
natomiast powazne spigtrzenie naprezen w od-
cinkach lezacych migdzy magnesami trwalymi.
Spigtrzenia napr¢zen w tym obszarze nie oddat
model w ktérym magnesy trwate nie zostaly
uwzglednione. Zagadnienie to bedzie prze-
dmiotem kolejnych prac autora z tego cyklu.

7. Podsumowanie i wnioski

W artykule zaprezentowano przyblizone
metody obliczen naprgzen o, W cienko-
$ciennych pierécieniach, zabezpieczajacych
magnesy trwale w czasie ruchu obrotowego
wirnika. Model analityczny, jak rowniez
odpowiadajacy mu model MES, zostaty
opracowane przy zalozeniu ptaskiego stanu
naprezenia. Zatozenie to wyklucza istnienie
naprezenia w kierunku osi wirnika. Zostato to
osiaggnigte przez zastosowanie jednorodnego
materiatu wszystkich analizowanych czgsci.
Przy takim zatozeniu z zadania Lame wynika,
ze wydluzenie wzglegdne w kierunku osi
wirnika, bedzie jednorodne we wszystkich
punktach modelu. Tym samym nie pojawig si¢
naprgzenia osiowe, wynikajace z roznicy Wy-

dluzen sklejonych siatek. Dla potrzeb upro-
szczenia obliczen analitycznych na tym etapie,
nie uwzgledniono w modelach wptywu tempe-
ratury. Algorytm analityczny uwzgledniajacy
naprezenia cieplne, powstate w wyniku nagrze-
wania si¢ wirnika podczas pracy, zostanie
zaprezentowany w kolejnych artykutach.

Celem nadrzednym stawianym sobie przez
autora, jest stworzenie algorytmu anali-
tycznego, umozliwiajacego obliczanie naprgzen
w cienko$ciennym pier$cieniu kompozytowym
GFRP lub CFRP z uwzglednieniem wptywu
temperatury oraz efektu potaczenia wcisko-
wego. Materialty kompozytowe z zalozenia
cechuja si¢ ortotropiag. Nie jest wowczas mo-
zliwe zalozenie ptaskiego stanu napre¢zenia
w analizowanym modelu. Ortotropia odnosi si¢
nie tylko do wtasnosci wytrzymato$ciowych ale
rowniez wspotczynnika rozszerzalnosci cie-
plnej, co stwarza powazne problemy oblicze-
niowe. Wyniki prac w tym kierunku, przedsta-
wione zostang w kolejnych opracowaniach.
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