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W pomiarach pośrednich wieloparametrowych wyznacza się 
wyniki i szacuje dokładność multimenzurandu ze zbioru innych 
wielkości z nim skojarzonych. W ogólnym przypadku zależność 
między zbiorem n wartości wielkości xi mierzonych na wejściu 
systemu pomiarowego oraz danymi uzyskanymi dla m wielkości 
yi na wyjściu po przetworzeniu wyników tych pomiarów, jest 
funkcjonałem �(X, Y) = 0. Zwykle można go też przedstawić 
jako funkcję wielu zmiennych w postaci macierzowej

 Y = F(X) (1)

gdzie: X, Y – wektory opisujące n wielkości wejściowych i m 
wyjściowych (ogólnie n � m).

Metodę szacowania niepewności menzurandu w wielo-
parametrowych pomiarach pośrednich podaje Suplement 2 
do międzynarodowo uznanego Przewodnika Wyznaczania 
Niepewności Pomiarów o angielskim akronimie GUM [1], 
a jej stosowaniu poświęcone są liczne prace [2–6, 9–12]. 
Wymiar m wektora Y zależy od tego, czy funkcja F(X) jest 
liniowa (m � n), czy nieliniowa (m � sumy równań liniowych 
i nieliniowych). Propagacja wariancji wielkości mierzonych 
między wejściem i wyjściem, a więc i związek ich niepewności 
pomiarowych opisuje następująca relacja między ich macie-
rzami kowariancyjnymi 

 UY = S UX ST (2)

gdzie:
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Streszczenie: W artykule rozważa się wyznaczanie niepewności wieloparametrowych pomiarów 
pośrednich dla trzech przykładów układów prądu stałego. Zaproponowano rozszerzenie podanej 
w Suplemencie 2 do GUM statystycznej metody wektorowej szacowania niepewności pomiaru 
zbioru pojedynczych wartości parametrów multimenzurandu na opis niepewności dla zakresów 
tych parametrów. Podano wzór dla macierzy kowariancji niepewności względnych wektora 
multimenzurandu. Przedstawiono macierze kowariancji dla niepewności pośredniego pomiaru 
rezystancji trzech skojarzonych ze sobą rezystorów, tj. jako ramion mostka Wheatstone’a trzykrotnie 
połączonych w różnej kolejności oraz bez konieczności rozłączania obwodu mostka, dzięki 
zastosowaniu niekonwencjonalnego obocznego sposobu jego zasilania z dwu źródeł prądu; oraz 
omówiono pomiar trzech wewnętrznych rezystancji obwodu o strukturze gwiazdy z jej zacisków. 
Podstawowy wniosek jest taki, że w opisie dokładności dla zakresów wielkości mierzonych 
bezpośrednio i pośrednio w pomiarach wielowymiarowych możliwe jest stosowanie wektorowego 
prawa propagacji, nie tylko niepewności bezwzględnych wg GUM, ale również niepublikowanych 
dotychczas – dla niepewności względnych.  

.��
��
�����
�G�
�	����
�����

�����

�	���	��
"�������	����"�	���������
��*�����6	���*������������*����������	�	��

����"���	����
�����������

31

Pomiary Automatyka Robotyka,  ISSN 1427-9126, R. 22, Nr 4/2018, 31–38, DOI: 10.14313/PAR_230/31



 

1 1

1

1

n

m m

n

y y
x x

y y
x x

⎡ ⎤∂ ∂
⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
∂ ∂⎢ ⎥

⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

�

� � �

�

S  (2b)

 

2
1 1 1

2
1 1

y y m y ym

y m y ym ym

σ ρ σ σ

ρ σ σ σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

�

� � �

�

YU  (2c)

W tekście używa się następujących symboli: xi, yi – wartości 
zmiennych wejściowych i wyjściowych oraz ich wektory; X = 
[x1, x2, …, xn], Y = [y1, y2, …, ym]; standardowe niepewności bez-
względne sxiº uxi, syjº uyj oraz względne dxiº urxi

, dyjº uryi
, przy 

czym symbol u jest używany w przewodniku GUM [1]; UX, UY 
i U

dx, Udy – macierze kowariancji dla niepewności bezwzględ-
nych i względnych.

Dokładność liniowych przetworników i przyrządów pomiaro-
wych dla całego zakresu wartości wielkości mierzonych opisuje 
się obecnie przez maksymalne dopuszczalne błędy, czyli błędy 
graniczne, jako najgorszy możliwy przypadek kombinacji skła-
dowych tych błędów (ang. the worth case), tj.:

 ( )0 0max maxi i iy y i i Sy y εΔ ≤ Δ + −  dla i = 1, …, m (3)

gdzie: 
iyΔ  – błąd bezwzględny wartości yi, 0 maxiyΔ  – graniczny 

błąd bezwzględny wartości początkowej yi0 zakresu; Dyi  – y0,( )0 0/
i iS y y i iy yε −≡ Δ −  – bezwzględny i względny błąd różnicy 

(yi – yi0) sygnału wyjściowego lub odczytu, 
maxiSε  – graniczna 

wartość modułu tego błędu.

Jeśli ( )0 0
,

i i iy y y−Δ << Δ  to względny błąd graniczny wielkości 
yi wynosi

 max max
/

i iy i Sy εΔ ≅  (3a)

Prawdopodobieństwo zaistnienia maksymalnego błędu gra-
nicznego jako sumy jego składowych jest bardzo małe. Co wię-
cej, niepewność standardowa typu B jest znacznie mniejsza od 
maksymalnego błędu granicznego, ponieważ szacuje się ją jako 
pierwiastek kwadratowy ze średnich wartości składników, a nie 
z sumy ich wartości maksymalnych. Dlatego też zastosowanie 
losowego opisu dokładności, np. takiego jak w GUM [1] z uży-
ciem niepewności, może w wielu przypadkach okazać się bardziej 
wartościowe. Można więc go zastosować dla standardowej nie-
pewności u w całym zakresie wartości każdej z wielkości, 
zarówno bezpośrednio jak i pośrednio mierzonych oraz użyć 
w podobnej dwuskładnikowej postaci, jak dla błędów granicz-
nych w równaniu (3). Przy stosowaniu oznaczeń wg GUM należy 
więc wyznaczyć standardowe niepewności: bezwzględną u0 
początkowej wartości yi0 i względną ( )0i ir y yu −  dla przyrostu (yi 
– yi0) oraz wzór na względną niepewność rozszerzoną Uri dla 
wszystkich wartości każdego zakresu. Niepewności te szacuje się 
dla określonego poziomu ufności, czyli prawdopodobieństwa P, 
np. dla P = 0,95 otrzymuje się U0i � 0,95u0i oraz Uri � 0,95uri. 
Standardowa niepewność wielkości wyjściowej yi w przypadku 
yi0 � 0 wynosi

 0 0

2 2
0 02

i i i i i i iy y yi y y y y yu u u u uρ − −= + +  (4)

gdzie:
00, ,

i i i iy y y yu u u −  – standardowe niepewności bezwzględne 
dla wartości mierzonej yi, dla początku zakresu i przyrostu yi 
– yi0, ryi – ich współczynnik korelacji.

Jedynie dla współczynnika korelacji ryi = ±1 obie składowe 
niepewności 

iyu  są addytywne, tak jak błędy graniczne w (3). 
W wielu przypadkach obie te niepewności nie są skorelowane, 
czyli statystycznie niezależne. Wówczas ryi = 0. Ponadto często 
można przyjąć, że niepewność względna przyrostu ( )0i ir y yu −  jest 
stała w całym zakresie wielkości mierzonej lub też oprzeć osza-
cowanie niepewności 

iyu  na wartości maksymalnej max| .
iryu  

Wtedy wzór (4) dla niepewności bezwzględnej upraszcza się.

 
 (4a)

Niepewność początkowa 0iyu  występuje też w zakresach 
o wartości początkowej yi0 = 0. Gdy ( )0

22 2
0 ,

i iy i i ryu y y u<< −  to 
poza małym obszarem bliskim początkowi zakresu yi0 wpływ 

0iyu  na niepewność 
iyu  staje się pomijalny i dokładność para-

metru yi opisuje tylko pojedyncza wartość niepewności 
względnej 

0i i i iry ry y yu u δ−≅ ≡ , np. stała dla danego zakresu, 
lub max| .

i iy ryuδ =  Zaś dla yi0 = 0 niepewność bezwzględną 
opisuje bardzo prosta zależność

 max| .
i i iy i ry ryu y u yu= ≤  (4b)

Rekomendacje Przewodnika GUM [1] dotyczą wyznacza-
nia niepewności wyniku pomiarów poszczególnych wartości. 
Dotychczas nie ma międzynarodowych regulacji dla statystycz-
nego opisywania dokładności systemów instrumentalnych do 
wieloparametrowych pomiarów pośrednich. W przypadku mul-
tiplikatywnego typu równań pomiaru prostsze jest stosowanie 
podanej poniżej zależności (5) między macierzami kowariancji 
U

dX i U
dY dla względnych niepewności standardowych urxi, uryi 

zaproponowanej przez pierwszego z autorów [9]. Współczynniki 
korelacji są takie same jak dla niepewności bezwzględnych we 
wzorach (2a, c).

 U
dY = S

d
 U

dX Sd
T (5)
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 (5c)

gdzie: standardowe niepewności względne dxi � urxi, dyi � uryi; 
współczynniki korelacji rxij, ryij , tj. takie same jak dla nie-
pewności bezwzględnych we wzorach (2a, c).
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Aby zagadnienia te stały się bardziej przejrzyste poni-
żej przedstawi się dwa przykłady wyznaczania niepewności 
w pośrednich pomiarach trójparametrowych (3D) z multi-
plikatywnym i addytywnym typem funkcji przetwarzania F. 
Poda się także wnioski ogólne.
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Przykładem wyznaczania niepewności pomiarów w układzie 
o równaniach multiplikatywnych jest pomiar trzech rezystan-
cji ramion mostka. Nieznane wartości R2, R3, R4 rezystancji 
trzech rezystorów można określić bez użycia cyfrowego omo-
mierza o dużej dokładności. Rozpatrzono dwa przypadki takich 
pomiarów pośrednich 3D, gdy rezystancje te wraz z regulowa-
nym wielodekadowym rezystorem R1, połączone w szereg tworzą 
obwód oczka. W pierwszym przypadku wykorzystuje się układ 
mostka Wheatstone’a, ale trzy razy przy różnej kolejności połą-
czenia rezystancji, tj. R2, R3, R4 (rys. 1a), lub R2, R4, R3 oraz R3, 
R2, R4 by je zmierzyć z precyzją, którą umożliwia regulowany, 
np. dekadowo rezystor R1. Z warunku równowagi, tj. dla UCD = 
0 każdego z trzech tych układów mostka otrzyma się wartości 
nastaw rezystancji Rx1, Rx2, Rx3 rezystora R1. W drugim przy-
padku (rys. 1b) mierzy się połączone w oczku rezystancje R2, R3, 
R4 bez jego przełączania. Układ również trzy razy równoważy 

Rys. 1. Struktury układów DC do pomiaru trzech rezystancji R2, R3, 
R4: a) pierwszy z trzech wariantów włączenia tych rezystancji jako 
ramion zrównoważonego mostka Wheatstone’a; b) dwa różne typy 
zasilania układu tego samego oczka 4R: klasyczne – jak dla mostka 
w a) z pojedynczego źródła J (lub U); zasilanie niekonwencjonalne 
– z dwu źródeł prądowych J1 = J3 dołączonych równolegle do 
przeciwległych gałęzi 1 i 3
Fig. 1. The structures of DC bridges for measurement three resistances R2, 
R3, R4: a) the first from three variants of the connection of arm resistances 
of the balanced Wheatstone bridge; b) two different types of supplies of the 
bridge loop circuit: classic one – as in a) from single source J (or U) and 
balance UDC = 0 is for Rx1R3 = R2R4; unconventional double current supply 
J1 = J3 connected in parallel to opposite arms 1 and 3

się przy użyciu rezystora R1, tj. dla zasilania AB, takiego jak 
poprzednio uzyska się Rx1. Zaś stosując niekonwencjonalne zasi-
lanie z dwu źródeł prądowych J1 = J3 dołączonych równolegle do 
przeciwległych ramion 1, 3 mostka [7, 8] i równoważąc najpierw 
wyjście z przekątnej DC a następnie z przekątnej AB, uzyska 
się takie same wartości Rx2, Rx3 jak w pierwszym przypadku. 

Dla układu z rys. 2b) przy klasycznym zasilaniu przekąt-
nej AB jak dla mostka Wheatstone’a. np. ze źródła prądo-
wego J, warunkiem równowagi UDC = 0 jest równość iloczynów 
rezystancji ramion przeciwległych Rx1R3 = R2R4. Przy zasilaniu 
niekonwencjonalnym obocznym z dwu źródeł J1 = J3, lub dla 
sumy napięć wyjściowych z dwu pomiarów dla J3 = 0 i źródła 
J1 przełączanego między tymi ramionami, dla równowagi na 
wyjściu DC (UDC = 0) lub AB (UAB = 0) otrzymuje się dwa 
inne warunki jako równości iloczynów rezystancji w ramionach 
przyległych: R1R4 = R2R3 i R1R2 = R3R4 [7, 8]. W obu układach 
z nastaw Rx1, Rx2, Rx3 na rezystorze R1 uzyskuje te same trzy 
równania pomiaru:

 
4

1 2
3

x
RR R
R

= ,
 

3
2 2

4
x

RR R
R

= ,
 

4
3 3

2
x

RR R
R

=
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Z powyższych wzorów można pośrednio wyliczyć wartości bada-
nych trzech rezystancji jako elementy wektora wyjściowego Y

     2 1 2 ,x xR R R=  3 2 3 ,x xR R R=  4 1 3x xR R R=  (7a, b, c)

Ponieważ równania (7a, b, c) są typu multiplikatywnego, 
można zastosować równanie (5) do oszacowania ich niepewno-
ści względnych. Macierz czułości S

d
 ma postać
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  (8)

Wyznaczymy wzory dla estymacji niepewności względ-
nych wyników pośrednich pomiarów rezystancji R2, R3, R4 
przy założeniu, że wielkości wejściowe Rx1, Rx2, Rx3 nie są sko-
relowane i użyjemy wzór (5) dla niepewności względnych, tj.  
U

dY = S
d
 U

dX Sd
T. Otrzymuje się wówczas
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 (9)

Standardowe względne niepewności wielkości wyjścio-
wych wynoszą:

2 1 2 3 2 3 1 1 3

2 2 2 2 2 21 1 1, ,
2 2 2x x x x x xR R R R R R R R Rδ δ δ δ δ δ δ δ δ= + = + = +  

  (10a, b, c)
i współczynniki korelacji

a)

b) 
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  (11a)
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  (11b)
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  (11c)

Wszystkie powyższe współczynniki korelacji są dodatnie. Jeżeli 

 1 2 3
,

x x xR R Rδ δ δ δ= = =  to 
2 3 4

2 ,
2R R Rδ δ δ δ= = =  to

 

 

2 3 2 4 3 4

1 ,
2R R R R R Rρ ρ ρ= = =

  

i obszar pokrycia dla niepewności względnych jest elipsoidalny  
 
o parametrze 1 11 3 2 3 0

2 2
w = − ⋅ + ⋅ = >  [9, 10 ]. W tym przy- 

 
padku obszar pokrycia, w którym będą znajdować się niepew-
ności względne elementów wektora Y z prawdopodobieństwem 
0,95 określa elipsoidę o półosiach a = 2,8d, b  =  1,4d, c   = 1,4d. 
We wzorach przyjmuje się, że współczynnik rozszerzenia dla 
obszaru pokrycia o prawdopodobieństwie 95% w trójwymiaro-
wym (3D) rozkładzie Gaussa wynosi kp = 2,8.  Elipsoida ta 
przylega w sześciu punktach do ścian sześcianu  
 
o krawędziach 22 2,8 3,96 .

2
d δ δ= ⋅ =  Stosunek objętości 

 
elipsoidy i sześcianu wynosi 4 p abc/(3d3) = 37%.
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W wielu sytuacjach praktycznych stosuje się obwód połączenia 
trzech rezystancji w gwiazdę trójramienną i nie ma możliwo-
ści odłączania ich od punktu wspólnego 0, a nawet punkt ten 
może być niedostępny, lub struktura gwiazdy jest tylko obwo-
dem zastępczym. Zatem wartości rezystancji ramion gwiazdy 
muszą być wyznaczone pośrednio z pomiarów trzech rezystancji 
wejściowych między zaciskami A, B, C (rys. 2) [11]. Jeśli rezy-
stancje gwiazdy i ich zmiany muszą być zdalnie wyznaczane 
i monitorowane, to trzeba użyć urządzeń przesyłania i przetwa-
rzania sygnałów z pomiarów bezpośrednich – człon E. Operacje 
te również mogą być obarczone niepewnościami.

Przyjmiemy najpierw, że wyniki mierzonych na wejściu war-
tości rezystancji między zaciskami gwiazdy są dalej przetwa-
rzane precyzyjnie bez żadnych zakłóceń i modyfikacji przez 
przetworniki A/D i moduły arytmetyczne zlokalizowane w bloku 
E. Układ równań opisujących pomiary jest więc następujący:

 RAB = R1 + R2,

 RBC = R2 + R3,

  RAC = R1 + R3  (12)

lub w zapisie macierzowym:

 

 

AB 1

BC 2

AC 3

1 1 0

0 1 1

1 0 1

R R

R R

R R

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  (12a)

Po lewostronnym wymnożeniu równania (12a) przez odwrot-
ność macierzy łączącej wektory rezystancji otrzymuje się podsta-
wowy wzór Y = F·X, opisujący pomiary pośrednie rezystancji 
gwiazdy w następującej postaci:

 

1 AB

2 BC

3 AC

1 1 1
1 1 1 1
2

1 1 1

R R

R R

R R

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤−
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⋅ = = −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

Y F X   (13)

Wartości rezystancji połączonych w gwiazdę są więc nastę-
pujące

 
AB BC AC

1 ,
2 2 2

R R RR = − +  (14a)

 
AB BC AC

2 ,
2 2 2

R R RR = + −  (14b)

 
AB BC AC

3 .
2 2 2

R R RR = − + +  (14c)

Aby oszacować dokładność pomiarów wprowadza się poprawki 
dla znanych błędów systematycznych, a ich zindyfikowane skła-
dowe o wartościach nieznanych w tych pomiarach ocenia się 
i randomizuje jako elementy niepewności uB (typu B). Następnie 
dla bezpośrednio mierzonych rezystancji między parami zacisków 
gwiazdy znajduje się standardowe niepewności bezwzględne sAB, 
sBC, sAC jako pierwiastki z sum kwadratów niepewności uA i uB 
(typu A i B) oraz ew. niepewności względne dAB, dBC, dAC. Bez-
względne niepewności i współczynniki korelacji pośrednio mie-
rzonych rezystancji gwiazdy wyznacza się metodę wektorową 
podaną w Suplemencie 2 do GUM [1]. Macierze kowariancji 
UY i UX wektora wyjściowego Y i wektora wejściowego X są 
powiązane wzorem (2), tj. UY = S·UX·ST, w którym: S – to 

Rys. 2. Schemat układów gwiazd z modułem pomiarów wydajności
Fig 2. The diagram of the star circuits with module of processing 
measurements
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Jakobian, czyli macierz współczynników czułości dla niepewności 
bezwzględnych. Dla rezystancji gwiazdy ma ona postać

1 AB 1 BC 1 AC

2 AB 2 BC 2 AC

3 AB 3 BC 3 AC

/ / / 1 1 1
1/ / / 1 1 1
2

/ / / 1 1 1

R R R R R R

R R R R R R

R R R R R R

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

S F   

  (15)

*0T0�.
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Rozważymy ogólny przypadek, gdy bezwzględne niepewności 
wielkości wejściowych sAB, sBC, sAC są skorelowane. Wówczas 
w macierzy kowariancji wielkości wejściowych UX, na pozy-
cjach niediagonalnych występują elementy niezerowe, zawie-
rające współczynniki korelacji rAB, rBC, rAC

 

2
AB AB AB BC BC AB AB

2
AB AB BC BC AC BC AC

2
BC AB AC AC BC AC AC

σ ρ σ σ ρ σ σ

ρ σ σ σ ρ σ σ

ρ σ σ ρ σ σ σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

XU   (16)

Jeżeli względne niepewności rezystancji mierzonych na zaci-
skach gwiazdy są takie same, tj.:

dAB = dBC = dAC = d,

to wówczas bezwzględne niepewności wielkości wejściowych to:

sAB = d ⋅ RAB,   sAC = d ⋅ RAC,   sBC = d ⋅ RBC.

Wyjściowe niepewności bezwzględne są następujące:

( )2 2 2
1 AB BC AC BC AB AC AB AB BC AC BC AC2

2y R R R R R R R R Rδσ ρ ρ ρ= + + + − −  

(17a)

( )2 2 2
2 AB BC AC AB AB BC BC AB AC AC BC AC2

2y R R R R R R R R Rδσ ρ ρ ρ= + + + − −  

  (17b)

( )2 2 2
3 AB BC AC AC BC AC BC AB AC AB AB BC2

2y R R R R R R R R Rδσ ρ ρ ρ= + + + − −  

  (17c)

Wyjściowe niepewności względne:

 

( )2 2
BC AB AC

1

1 2
;

1y

δ β γ ρ γ ρ β ρ βγ
δ

β γ

+ + + − −
=

− +
 (18a)

 

( )2 2
AB BC AC

2

1 2
;

1y

δ β γ ρ β ρ γ ρ βγ
δ

β γ

+ + + − −
=

+ −
 (18b)

 

( )2 2
AC BC AB

3

1 2
;

1y

δ β γ ρ βγ ρ γ ρ β
δ

β γ

+ + + − −
=

+ −
 (18c)

gdzie: BC

AB

R
R

β =  i AC

AB

R
R

γ = .

Współczynniki korelacji wielkości wyjściowych określono 
następująco

 

2 2 2 2
AB BC AC AC BC AC

1 2
1 2

2 ,
4y y

R R R R Rδ ρρ
σ σ

− − +=  (19a)

 

2 2 2 2
AC BC AB AB BC AC

1 3
1 3

2 ,
4y y

R R R R Rδ ρρ
σ σ

− − +=  (19b)

 

2 2 2 2
BC AC AB BC AB AC

2 3
2 3

2 .
4y y

R R R R Rδ ρρ
σ σ

− − +=  (19c)

Jeśli RAB = RBC = RAC = R, to niepewności wynoszą

 
( )1 BC AB AC3 2 ,

2y
Rδσ ρ ρ ρ= + − −  (20a)

 
( )2 AB BC AC3 2 ,

2y
Rδσ ρ ρ ρ= + − −  (20b)

 
( )3 AC AB BC3 2 .

2y
Rδσ ρ ρ ρ= + − −  (20c)
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Dla nieskorelowanych zmiennych wejściowych rAB  =  rBC  = rAC  =  0 
oraz z (20) bezwzględne niepewności wynoszą

 
AB AC BC

2 2 2
1 2 3

1
2y y y R R Rσ σ σ σ σ σ= = = + +  (21)

i z (13) wynikają współczynniki korelacji

 

2 2 2
AB BC AC

1 2 2 2 2
AB BC AC

,y y
σ σ σρ
σ σ σ

− −=
+ +

 (22a)
 

   
 

2 2 2
AB BC AC

1 3 2 2 2
AB BC AC

,y y
σ σ σρ

σ σ σ
− − +=

+ +
 (22b)

 

2 2 2
AB BC AC

2 3 2 2 2
AB BC AC

.y y
σ σ σρ

σ σ σ
− + −=

+ +
 (22c)

Jeżeli sAB = sBC = sAC = s, 

to 1 2 3
3 ,
2y y yσ σ σ σ= = =  1 2 1 3 2 3

1 .
3y y y y y yρ ρ ρ= = = −

W literaturze statystycznej wykazano, że wyznacznik macierzy 
UY jest zawsze dodatni [9, 10], gdyż parametr

 

 
2 2 2
1 2 1 3 2 3 1 2 1 3 2 31 2 0y y y y y y y y y y y yw ρ ρ ρ ρ ρ ρ= − − − + ⋅ ⋅ >  (23)

Przy oznaczeniach 
2 2
BC AC

2
AB

0σ σχ
σ

+= >  oraz 
2 2
BC AC

2
AB

σ σν
σ

−=   
 

otrzymuje się współczynniki korelacji jako

   
1 2 1 3 2 3

1 1 1; ; .
1 1 1y y y y y y

χ ν νρ ρ ρ
χ χ χ

− + −= = − =
+ + +

 (24a, b, c)
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Parametr 
( )

2 2

3
4

1
w χ ν

χ

−=
+

 powinien spełniać warunek 2 2,χ ν>  
 
co zachodzi zawsze i równanie charakterystyczne macierzy 
odwrotnej ma trzy dodatnie pierwiastki. Granica obszaru pokry-
cia dla wyników z prawdopodobieństwem P � 0,95 jest elipsoidą 
styczną wewnętrznie do ścian sześcianu w sześciu punktach odle-
głych od krawędzi o

 
 (25)

kp = 2,8 – współczynnik rozszerzenia obszaru pokrycia dla nie-
pewności bezwzględnych.
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Wyznaczymy parametry obszaru pokrycia niepewności dla przy-
padku pomiarów 3D rezystancji połączonych w gwiazdę, gdy są 
jednakowe niepewności standardowe (pomiary jednym z przeła-
czaniem, lub trzema miernikami tego samego rodzaju, wartości 
mierzonych rezystancji zbliżone do siebie), tj. dla:  

sAB = sBC = sAC = sin, rAB = rBC = rAC = rin,

Na wyjściu otrzymuje się trzy jednakowe niepewności:

1 2 3
1 3 2 ,
2out y y y in inσ σ σ σ σ ρ= = = = −  

oraz współczynniki korelacji:

1 2 1 3 2 3
2 1 ;
3 2

in
y y y y y y

in

ρρ ρ ρ
ρ
−= = = −

−  

Z analizy tej postaci rout wynikają wartości ujemne

 

i dodatnie   dla rin  >1/2;
 

• Przy braku korelacji na wejściu (pomiary trzema miernikami 
lub jednym w różnych warunkach, przyczyny losowych roz-
rzutów wartości mierzonych nieskorelowane), tj. dla

rin = 0: 3 ,
2out inσ σ=  1 2 1 3 2 3

1 ;
3y y y y y yρ ρ ρ= = = −  

Obszar pokrycia( w przestrzeni 3D) dla niepewności stan-
dardowej będzie elipsoidą obrotową o półosiach:  
1,4sin, 2,8sin, 2,8sin.

• Przy pełnej korelacji niepewności wejściowych (trzy pomiary 
tym samym miernikiem, jednakowe niepewności uB, pomi-
jalne, lub w pełni skorelowane niepewności uA), tj.

dla rin = 1: 1min ,
2out inσ σ=  1 2 1 3 2 3 0;y y y y y yρ ρ ρ= = =   

 
Wielkości wyjściowe są tu nieskorelowane. Obszar pokrycia 
będzie kulą o promieniu 1,4sin.

• Dla korelacji ujemnej na wejściu dla rin = –1:
 5max .

2out inσ σ=

 i współczynnik w < 0.

Z porównania przypadku dla  rin = 0 (np. gdy niepewność 
uA >> uB i nie są skorelowane) z przypadkiem (np. dla uA<< uB  
i pomiarów w tych samych warunkach oraz na tym samym zakresie 
miernika) wynika, że niepewność standardowa pomiarów rezystan-
cji sout jest dla rin = 0  √3 razy większa niż dla rin = 1.

Rys 3. Obszar pokrycia 3D dla niepewności w pośrednich pomiarach 
rezystancji wewnętrznych z końcówek układu z rys. 2 w postaci 
gwiazdy
Fig 3. The 3D coverage region for uncertainty in indirect measurements of 
internal resistances from terminals of the star form circuit given on  fig. 2  
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W instrumentalnym systemie pomiarów rezystancji gwiazdy 
(rys. 2), ich wartości wraz z niepewnościami otrzymuje się po 
przetworzeniu następuje sygnałów jednostce cyfrowej E. Warto-
ści wyjściowe Y są rozwiązaniami (14) podstawowego równania 
macierzowego Y = F  ·  X. Ich niepewności nie uwzględniają nie-
pewności wzmocnienia/tłumienia sygnałów w kanałach pomia-
rowych i niepewności obliczeń wynikłych z zaokrąglania. Na 
wejściu układu obliczeniowego jednostki E powinny być teraz 
następujące wielkości:

 

1 1

2 2

3 3

k x

k x

k x

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

SX   (26)

gdzie k1, k2, k3 – znamionowe współczynniki przetwarzania sygna-
łów o mierzonych rezystancjach.

Analogowe lub cyfrowe sygnały wejściowe przetwarzania mają 
własne niepewności. Założymy, że w realizacji przetwarzania 
sygnałów występują zakłócenia w kanałach, które zmieniają 
poziomy sygnałów Dlatego też należy zmodyfikować macierz F. 
Nowa macierz, oznaczona jako FS, jest następująca:

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 2 1 3 1

1 2 2 2 3 2

1 3 2 3 3 3

1 1 1

1 1 1

1 1 1

k k k

k k k

k k k

δ δ δ

δ δ δ

δ δ δ

⎡ ⎤+ − + +
⎢ ⎥
⎢ ⎥= + + − +
⎢ ⎥
⎢ ⎥− + + +⎣ ⎦

SF   (27)

gdzie d1, d2, d3 opisują zmiany współczynników przetwarzania 
k1, k2, k3.

Funkcja wektorowa wielkości wyjściowych może też być dodat-
kowo zakłócana przez niepewności addytywne związane 
 
z błędami zera 10 20 30

1 2 3

; ;
1 1 1δ δ δ

⎛ ⎞Δ Δ Δ
⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

 i powoduje, że wielkości 
 
wyjściowe wynoszą teraz

 
( ) 1 1 2 2 3 3 10

1 1
1

1
2 1

k x k x k xy δ
δ

⎛ ⎞− + Δ= + +⎜ ⎟+⎝ ⎠
 (28a)

 
( ) 1 1 2 2 3 3 20

2 2
2

1
2 1

k x k x k xy δ
δ

⎛ ⎞+ − Δ= + +⎜ ⎟+⎝ ⎠
 (28b)

 
 

( ) 1 1 2 2 3 3 30
3 3

3

1
2 1

k x k x k xy δ
δ

⎛ ⎞− + + Δ= + +⎜ ⎟+⎝ ⎠
 (28c)

36

>����	�;	��
�&����\�
�&�\����
�"�&��
	�G���
�#�&	�	��������"����������	�	�"�������	���;���"

P O M I A R Y • A U T O M A T Y K A • R O B O T Y K A  NR 4/2018



1 Te problemy techniki pomiarowej są zawarte w Measurement Science, czyli nauce 
o pomiarach i budowie środków techniki pomiarowej, dyscyplinie szerszej niż 
metrologia jako nauka o samych tylko pomiarach. Pojęcie i termin tej dyscypliny 
zaproponował urodzony we Lwowie prof. Ludwik Finkelstein z City University 
w Londynie podczas swojej działalności w IMEKO w latach 70.–90. XX w. [13].

Modyfikując formuły (17a, b, c) dla bezwzględnych niepewności rezystancji gwiazdy przy przetwarzaniu idealnym, ze względu 
na niepewności w procesie przetwarzania, otrzymuje się następujące postacie dla tych niepewności

( ) ( )1 1 2 3 1 3 1 3 1 2 1 2 2 3 2 3

2 2 2 2 2 2 2 10
1 1 2 3 1 3 1 2 2 3

1

1 2
1y x x x x x x x x x x x x x x xk k k k k k k k kσ δ σ σ σ ρ σ σ ρ σ σ ρ σ σ σ

δ
⎛ ⎞Δ= + + + + − − + ⎜ ⎟+⎝ ⎠

 (29a)

( ) ( )2 1 2 3 1 2 1 2 1 3 1 3 2 3 2 3

2 2 2 2 2 2 2 20
2 1 2 3 1 2 1 3 2 3

2

1 2
1y x x x x x x x x x x x x x x xk k k k k k k k kσ δ σ σ σ ρ σ σ ρ σ σ ρ σ σ σ

δ
⎛ ⎞Δ= + + + + − − + ⎜ ⎟+⎝ ⎠

 (29b)

( ) ( )3 1 2 3 2 3 2 3 1 2 1 2 1 3 1 3

2 2 2 2 2 2 2 30
3 1 2 3 2 3 1 2 1 3

3

1 2
1y x x x x x x x x x x x x x x xk k k k k k k k kσ δ σ σ σ ρ σ σ ρ σ σ ρ σ σ σ

δ
⎛ ⎞Δ= + + + + − − + ⎜ ⎟+⎝ ⎠

 (29c)

Otrzymane wzory są bardziej skomplikowane niż dla przetwarzania idealnego.
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Omówiono wyznaczanie niepewności bezwzględnych i względ-
nych dla wieloparametrowych pomiarów pośrednich o nieli-
niowych -multiplikatywnych równaniach przetwarzania i o 
równaniach liniowych – addytywnych. Dokonano tego na dwu 
przykładach pomiarów (3D), tj. sprawdzania rezystancji 
trzech ramion mostka Wheatstone’a bez rozłączania oraz 
trzech rezystancji połączonych w układ o strukturze gwiazdy. 
W pierwszym z przykładów zaproponowano zastosowano opisu 
propagacji wariancji z macierzami kowariancji o niepewno-
ściach względnych, który nie występuje w literaturze, w tym 
i w Suplemencie 2 do Przewodnika GUM. W drugim przykła-
dzie stosowano metodę klasyczną z macierzami kowariancji 
o bezwzględnych niepewnościach i z nich wyznaczono niepew-
ności względne. Zanalizowano też wpływ niepewności funkcji 
przetwarzania sygnałów o wartościach rezystancji gwiazdy.

Wykazano, że w przypadku, gdy dwa lub więcej parame-
trów (na przykład elementy obwodów elektronicznych) mierzy 
się pośrednio, gdy są ze sobą skojarzone, to niepewności tych 
parametrów są skorelowane. Tak więc, jeśli te skorelowane ele-
menty zostaną użyte bez rozłączenia w innym układzie, to przy 
szacowaniu jego niepewności należy wziąć pod uwagę odpowied-
nie współczynniki korelacji uzyskane z pierwotnych pomiarów.

Informacje o obliczeniach niepewności wielowymiarowych 
pomiarów prądu przemiennego zawierają prace [9–12].

Suplement 2 do przewodnika GUM [1] nie obejmuje sytuacji 
występujących w systemach instrumentalnych, gdy realizacja 
funkcji F(X) jest nie dokładna. Niedokładność ta może wynikać 
z aproksymacji funkcji przetwarzania, ograniczonego zakresu 
częstotliwości, wykorzystania w przetwarzaniu sygnałów prze-
tworników A/C, mnożników analogowych i innych elementów 
funkcjonalnych, niezbędnych w realizacji pomiarów pośrednich. 
Zatem realizacja funkcjonału F(X) w praktyce w instrumen-
talnych systemach pomiarowych może być również obarczo-
nawłasnymi niepewnościami uF.

1 W najbardziej precyzyjnych 
pomiarach staje się niezbędne uwzględnianie niepewności wyni-
kającej z zaokrąglania wyników, w tym i z precyzji obwodów 
cyfrowych [3–6].

Autorzy zaawansowali obecnie następne opracowania doty-
czące metody wektorowej do opisu dokładności pomiarów 
w pośrednich w układach wieloparametrowych. Jest to rozsze-
rzenie metody wektorowej zalecanej w Suplemencie 2 do GUM 
[1]. Uwzględnia ono skorelowanie pomiędzy składowymi niepew-
ności zarówno typu A jak i typu B  wielkości wejściowych. Nowe 
formuły będą przedstawione w kolejnych publikacjach autorów.
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Abstract: In this paper two examples of processing uncertainties of an indirect multivariable 
measurements of DC resistance circuits without disconnection are considered. It was proposed to 
extend the vector method of estimating measurement uncertainties, given in Supplement 2 to GUM by 
the formula for the relative uncertainties. The covariance matrixes of uncertainties of two DC electrical 
measurement circuits with multiplicative and additive types of measurement equations are presented, 
i.e.: for indirect measurement of three resistances with using them in three variants of balanced 
Wheatstone bridge or without disconnection this bridge circuit but with apply unconventional current 
supplies; the measurement of three internal resistances of the star circuit from its terminals.  
Formulas for absolute and relative uncertainties and their correlation coefficients are given. The 
general conclusion is that for description the accuracy of multivariable measurement instrumental 
systems relative uncertainties are preferable then absolute ones and uncertainties of parameters of 
their main measurement functions should be also considered.  
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