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EStymacja niepewnosc w posrednich pomiarach
wieloparametrowych na przyktadzie dwu
Uktadow rezystancyjnych 3D
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Jacek Puchalski
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Streszczenie: w artykule rozwaza sie wyznaczanie niepewnosci wieloparametrowych pomiaréw
posrednich dla trzech przyktadow uktadow pradu statego. Zaproponowano rozszerzenie podane;j
w Suplemencie 2 do GUM statystycznej metody wektorowej szacowania niepewnosci pomiaru
zbioru pojedynczych wartosci parametrow multimenzurandu na opis niepewnosci dla zakreséw
tych parametréw. Podano wzdr dla macierzy kowariancji niepewnosci wzglednych wektora
multimenzurandu. Przedstawiono macierze kowariancji dla niepewnosci posredniego pomiaru
rezystancji trzech skojarzonych ze sobg rezystordw, tj. jako ramion mostka Wheatstone’a trzykrotnie
potaczonych w réznej kolejnosci oraz bez koniecznosci roztgczania obwodu mostka, dzieki
zastosowaniu niekonwencjonalnego obocznego sposobu jego zasilania z dwu zrodet pradu; oraz
omoéwiono pomiar trzech wewnetrznych rezystanciji obowodu o strukturze gwiazdy z jej zaciskow.
Podstawowy wniosek jest taki, ze w opisie doktadnosci dla zakreséw wielkosci mierzonych
bezposrednio i posrednio w pomiarach wielowymiarowych mozliwe jest stosowanie wektorowego
prawa propagaciji, nie tylko niepewnosci bezwzglednych wg GUM, ale réwniez niepublikowanych

dotychczas — dla niepewnosci wzglednych.

Stowa kluczowe: ocena doktadnosci, posrednie pomiary wielu zmiennych, propagacja bezwzglednych i wzglednych niepewnosci, macierz kowariancyjna

1. Wstep

W pomiarach posrednich wieloparametrowych wyznacza sie
wyniki i szacuje doktadno$¢ multimenzurandu ze zbioru innych
wielkoSci z nim skojarzonych. W ogélnym przypadku zaleznosé
migdzy zbiorem n wartosci wielkosci z, mierzonych na wejsciu
systemu pomiarowego oraz danymi uzyskanymi dla m wielkosci
y, na wyjsciu po przetworzeniu wynikéw tych pomiaréw, jest
funkcjonalem ¢(X, Y) = 0. Zwykle mozna go tez przedstawié
jako funkcje wielu zmiennych w postaci macierzowej

Y = F(X) W)

gdzie: X, Y — wektory opisujace n wielkosci wejsciowych i m
wyjsciowych (ogélnie n # m).
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Metode szacowania niepewnosci menzurandu w wielo-
parametrowych pomiarach posrednich podaje Suplement 2
do miedzynarodowo uznanego Przewodnika Wyznaczania
Niepewnosci Pomiaréw o angielskim akronimie GUM [1],
a jej stosowaniu poswiecone sa liczne prace [2-6, 9-12].
Wymiar m wektora Y zalezy od tego, czy funkcja F(X) jest
liniowa (m < n), czy nieliniowa (m < sumy réwnai liniowych
i nieliniowych). Propagacja wariancji wielkosci mierzonych
miedzy wejsciem i wyjéciem, a wiec i zwiazek ich niepewnosci
pomiarowych opisuje nastepujaca relacja migdzy ich macie-
rzami kowariancyjnymi

U,=8U, ST (2)
gdzie:
0-121 R p:nlno-'rlo-:m
Uy, = 2a,
X
P1sCuCy - O,
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Iy 9,
oz, oz,
S = (2b)
9Y,, Y.,
| 9z, ooz, |
O-;l T p?/lmo-!/lo-ym
U, = (2¢)
PyimC Oy -+ o-;m

W tekscie uzywa sie nastepujacych symboli: z, v, — wartosci
zmiennych wejsciowych i wyjsciowych oraz ich wektory; X =
[z, T, oy z], Y =[y,, Y, -, ¥, ]; standardowe niepewnosci bez-
wzgledne 0, = u , 0 = u  oraz wzgledne 6, = u_, 0 = u_, przy
czym symbol u jest uzywany w przewodniku GUM [1]; U,, U,
i Uy, Uay — macierze kowariancji dla niepewnosci bezwzgled-
nych i wzglednych.

Doktadnosé liniowych przetwornikéw i przyrzadéw pomiaro-
wych dla catego zakresu wartosci wielkosci mierzonych opisuje
si¢ obecnie przez maksymalne dopuszczalne bledy, czyli bledy
graniczne, jako najgorszy mozliwy przypadek kombinacji skta-
dowych tych bledéw (ang. the worth case), tj.:

|ATJ,| s |A?an

dai=1,..,m  (3)

max

+ (y,' - ?/io)|551 |

max

gdzie: A, - blad bezwzgledny wartosci y, |A%D |m — graniczny
btad bezwzgledny wartosci poczatkowej y, 'aafiresu; Aw o
& =4, /(yl - yio) — bezwzgledny i wzgledny btad réznicy
(y,— v,) sygnalu wyjsciowego lub odczytu, &l graniczna
wartos¢ modutu tego bledu.

Jesti [, | << |3
Y, Wynosi

, to wzgledny btad graniczny wielkosci

Yi —%u)

A, /v (32)

= |€g |
max | 7 Imax

Prawdopodobienistwo zaistnienia maksymalnego btedu gra-
nicznego jako sumy jego skladowych jest bardzo malte. Co wie-
cej, niepewnosé standardowa typu B jest znacznie mniejsza od
maksymalnego btedu granicznego, poniewaz szacuje sie ja jako
pierwiastek kwadratowy ze érednich wartosci sktadnikéw, a nie
z sumy ich wartosci maksymalnych. Dlatego tez zastosowanie
losowego opisu dokladnodci, np. takiego jak w GUM [1] z uzy-
ciem niepewnoéci, moze w wielu przypadkach okazac sie bardziej
wartosciowe. Mozna wigc go zastosowaé dla standardowej nie-
pewnosci u w calym zakresie wartosci kazdej z wielkosci,
zaréwno bezposrednio jak i posrednio mierzonych oraz uzy¢
w podobnej dwuskladnikowej postaci, jak dla bledéw granicz-
nych w réwnaniu (3). Przy stosowaniu oznaczeni wg GUM nalezy
wigc wyznaczy¢ standardowe niepewnosci: bezwzgledna
poczatkowej wartosci y, i wzgledna Uy, =) dla przyrostu (y,
— y,) oraz wzor na wzgledna niepewnos¢ rozszerzona U dla
wszystkich wartosci kazdego zakresu. Niepewnosci te szacuje sie
dla okreslonego poziomu ufnoéci, czyli prawdopodobienstwa P,
np. dla P = 0,95 otrzymuje si¢ U, ~ 0,95u,, oraz U ~ 0,95u .
Standardowa niepewnos¢ wielkosci wyjéciowej y, w przypadku
Y, # 0 wynosi

_ 2 2
uy, - \/u?/,o + 2/01/1'”?/, 0uﬂ/rym + uy; ~Yio (4)
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gdzie:u, , u, o, u, _, -~ — standardowe niepewnosci bezwzgledne
dla wartosci mierzonej y, dla poczatku zakresu i przyrostu y,

Y Py ich wspélczynnik korelacji.

Jedynie dla wspétezynnika korelacji p,=*1 obie sktadowe
niepewnosci u, sa addytywne, tak jak bledy graniczne w (3).
W wielu przypadkach obie te niepewnoéci nie sa skorelowane,
czyli statystycznie niezalezne. Wowczas p,= 0. Ponadto czesto
mozna przyjac, ze niepewnos$¢ wzgledna przyrostu Uy 1) jest
stala w calym zakresie wielkosci mierzonej lub tez oprze¢ osza-
cowanie niepewnosci u, na wartosci maksymalnej a,, | -
Wtedy wzér (4) dla niepewnosci bezwzglednej upraszeza sie.

; 2 2
Uy, = \/uio + u;i—yw = \/U‘yio + (yi - ?/m) U, - (4a)

Niepewnos¢ poczatkowa u, , wystepuje tez w zazkresach
o wartosci poczatkowej y, = 0. Gdy u) << (y{ —ym) ), to
poza maltym obszarem bliskim poczatkowi zakresu y, wplyw
u, , na niepewnos¢ u, staje si¢ pomijalny i dokladnos¢ para-
metru y, opisuje tylko pojedyncza wartos¢ niepewnosci
wzglednej w,, =w, =6, , np. stala dla danego zakresu,
lub 6, =, | - Zas dla y, = 0 niepewnos¢ bezwzgledna
opisuje bardzo prosta zaleznosé
U, =Yt S YU | - (4b)
Rekomendacje Przewodnika GUM [1] dotycza wyznacza-
nia niepewnoéci wyniku pomiaréw poszczegdlnych wartosci.
Dotychczas nie ma miedzynarodowych regulacji dla statystycz-
nego opisywania doktadnosci systemow instrumentalnych do
wieloparametrowych pomiaréw posrednich. W przypadku mul-
tiplikatywnego typu réwnan pomiaru prostsze jest stosowanie
podanej ponizej zaleznosci (5) miedzy macierzami kowariancji
U,, i U,, dla wzglednych niepewnosci standardowych u_, U,
zaproponowane] przez pierwszego z autoréw [9]. Wspoélezynniki
korelacji sa takie same jak dla niepewnosci bezwzglednych we
wzorach (2a, c).

Uy, =8, Uy 57 (5)
8 o Paidad,
Usy = (5a)
P0Gy o O,
z, Oy, z, 0y,
Y 0z Y 0z,
S5 = (5b)
z, 9y, , 9Y,
|y, 9z, y, Oz, |
5 Pudd,,
Us = (5¢)
py1m5y16ym A 53’”
gdzie: standardowe niepewnosci wzgledne 6 ;= u_, 6]#. =u

wspotcezynniki korelacji Py P tj. takie same jak dla nie-
pewnosci bezwzglednych we wzorach (2a, c).
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Aby zagadnienia te staly si¢ bardziej przejrzyste poni-
zej przedstawi si¢ dwa przyklady wyznaczania niepewnosci
w posrednich pomiarach tréjparametrowych (3D) z multi-
plikatywnym i addytywnym typem funkcji przetwarzania F.
Poda si¢ takze wnioski ogélne.

2. Pomiary posrednie w uktadzie
o réwnaniach multiplikatywnych

Przykladem wyznaczania niepewnosci pomiarow w ukladzie
o réwnaniach multiplikatywnych jest pomiar trzech rezystan-
cji ramion mostka. Nieznane wartosci R,, R,, R, rezystancji
trzech rezystoréw mozna okresli¢ bez uzycia cyfrowego omo-
mierza o duzej dokladnosci. Rozpatrzono dwa przypadki takich
pomiaréw posrednich 3D, gdy rezystancje te wraz z regulowa-
nym wielodekadowym rezystorem R, polaczone w szereg tworza
obwdd oczka. W pierwszym przypadku wykorzystuje sie ukltad
mostka Wheatstone’a, ale trzy razy przy réznej kolejnosci pota-
czenia rezystancji, tj. R,, R,, R, (rys. la),lub R,, R, R, oraz R,
R, R, by je zmierzy¢ z precyzja, ktora umozliwia regulowany,
np. dekadowo rezystor R,. Z warunku réwnowagi, tj. dla U, =
0 kazdego z trzech tych ukladéw mostka otrzyma sie wartosci
nastaw rezystancji R , R, R, rezystora R. W drugim przy-
padku (rys. 1b) mierzy si¢ polaczone w oczku rezystancje R,, R,
R, bez jego przelaczania. Uktad réwniez trzy razy réwnowazy

Rys. 1. Struktury uktadéw DC do pomiaru trzech rezystancji R,, R,
R,: a) pierwszy z trzech wariantéw wtaczenia tych rezystanciji jako
ramion zréownowazonego mostka Wheatstone’a; b) dwa rézne typy
zasilania uktadu tego samego oczka 4R: klasyczne - jak dla mostka
w a) z pojedynczego zrédta J (lub U); zasilanie niekonwencjonalne
—z dwu zrédet pradowych J, = J, dotgczonych réwnolegle do
przeciwlegtych gatezi1i 3

Fig. 1. The structures of DC bridges for measurement three resistances R,,
R,, R,: a) the first from three variants of the connection of arm resistances
of the balanced Wheatstone bridge; b) two different types of supplies of the
bridge loop circuit: classic one — as in a) from single source J (or U) and
balance U, = 0 is for R ,R, = R,R,; unconventional double current supply

x1" '8
J, = J, connected in parallel to opposite arms 1 and 3

Zygmunt Lech Warsza, Jacek Puchalski

si¢ przy uzyciu rezystora R, tj. dla zasilania AB, takiego jak
poprzednio uzyska si¢ R . Zas stosujac niekonwencjonalne zasi-
lanie z dwu zrédet pradowych J, = J, dolaczonych réwnolegle do
przeciwleglych ramion 1, 3 mostka [7, 8] i réwnowazac najpierw
wyjscie z przekatnej DC a nastepnie z przekatnej AB, uzyska
sig takie same wartosci R ,, R, jak w pierwszym przypadku.

Dla ukladu z rys. 2b) przy klasycznym zasilaniu przekat-
nej AB jak dla mostka Wheatstone’a. np. ze zrédta prado-
wego J, warunkiem réwnowagi U, = 0 jest réwnos¢ iloczynéw
rezystancji ramion przeciwlegtych R R, = R R,. Przy zasilaniu
niekonwencjonalnym obocznym z dwu Zrédet J, = J,, lub dla
sumy napie¢ wyjéciowych z dwu pomiaréw dla J, = 0 i zrédta
J, przelaczanego miedzy tymi ramionami, dla réwnowagi na
wyjsciu DC (U, = 0) lub AB (U,, = 0) otrzymuje si¢ dwa
inne warunki jako réwnosci iloczynoéw rezystancji w ramionach
przyleglych: R R, = R,R,i R R,= R,R, [7, 8]. W obu ukltadach
z nastaw R~ R, R, narezystorze R uzyskuje te same trzy
réwnania pomiaru:

B
R,

R,

R, =R,
R, (6a, b, c)

9 R.rz =R2%7 Ra:3 =R3

Z powyzszych wzoréw mozna posrednio wyliczy¢ wartoéci bada-
nych trzech rezystancji jako elementy wektora wyjsciowego Y

R, = \&Rlewv R, = \[Rsz:sv R, = \lele:s (7a, b, c)

Poniewaz réwnania (7a, b, ¢) sa typu multiplikatywnego,
mozna zastosowaé¢ réwnanie (5) do oszacowania ich niepewno-
$ci wzglednych. Macierz czutosci S, ma posta¢

R, OR, Ry R, RyOR | 11 ]
SazﬁaRd R,0R, Ry 9B | |01 1| 1/
R, 0R,, R, 0R, R, JR, 2 2 2

1 01
R, 0R, R,0R, R,0R | |1 1
| R, OR, R, 0R, R, dR,| L2 2]

(®)

Wyznaczymy wzory dla estymacji niepewnosci wzgled-
nych wynikéw posrednich pomiaréw rezystancji R,, R,, R,
przy zalozeniu, ze wielkosci wejsciowe R, R, R, nie sa sko-
relowane i uzyjemy wzér (5) dla niepewno$ci wzglednych, tj.
U, = 8, U, ST. Otrzymuje si¢ wowczas

11 0]z, 0o o] [t o1
1 1
Usxy=—|0 1 1|l 0 &, 0 |=|1 1 0f=
X 2 R, 2
1o1ffo o & |]0o11
- 1 (9)
O, +o, o, I,
1
o I T
s %, O, ta,

Standardowe wzgledne niepewnoéci wielko$ci wyjscio-
wych wynosza:

1 o 1 1 o ;
51'?2 = 5 5};,1 + 513,,2’ JR.‘I. = 5 52,,2 + 513,,:;7 5R1 = 5 51;11 + 5123:,:&

(10a, b, c)
i wspoétezynniki korelacji
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1 .
1% 1
Prar, = 17 > 1 [ 2 - 2 2 >0
R )
R, R,
(11a)
1
Z évl 1
Pr,r, = = - = > 0

1 2 2 1 2 2
NG+ 30, 5, + 7

(11b)
1
Prr, = 25&3 = ! >0
R.'iRl - 1 . 1 . - 9 2
5\/51?2 + 3L, 5\/5@ + 3L, 1+[5m] 1+(5Rﬂ
JRLK 5K‘3
(11c)

Wszystkie powyzsze wspo6lezynniki korelacji sa dodatnie. Jezeli

V2

O, =0y, =0, =0,t00, =0, =0, = 757 to

Prr, = Prr, = Py, = 5

)

i obszar pokrycia dla niepewnosci wzglednych jest elipsoidalny

o parametrze w=1—3~%+2~3=%>0 [9, 10 |. W tym przy-

padku obszar pokrycia, w ktorym beda znajdowaé sie niepew-
nosci wzgledne elementéw wektora Y z prawdopodobieristwem
0,95 okresla elipsoide o potosiach a = 2,89, b= 1,40, ¢ =1,49.
We wzorach przyjmuje sie, ze wspdlczynnik rozszerzenia dla
obszaru pokrycia o prawdopodobienstwie 95% w tréjwymiaro-
wym (3D) rozkladzie Gaussa wynosi k, = 28. Elipsoida ta
przylega w sze$ciu punktach do $cian szescianu

2

o krawedziach d =2- 278725 =3,960. Stosunek objetosci

elipsoidy i szeScianu wynosi 47 abe/(3&) = 37%.

3. Przyktad o réownaniach pomiarowych
typu addytywnego

W wielu sytuacjach praktycznych stosuje si¢ obwéd potaczenia
trzech rezystancji w gwiazde tréjramienng i nie ma mozliwo-
$ci odlaczania ich od punktu wspdlnego 0, a nawet punkt ten
moze by¢ niedostepny, lub struktura gwiazdy jest tylko obwo-
dem zastepczym. Zatem wartosci rezystancji ramion gwiazdy
muszg by¢ wyznaczone posrednio z pomiaréw trzech rezystancji
wejsciowych miedzy zaciskami A, B, C (rys. 2) [11]. Jesli rezy-
stancje gwiazdy i ich zmiany musza by¢ zdalnie wyznaczane
i monitorowane, to trzeba uzy¢ urzadzen przesylania i przetwa-
rzania sygnaléw z pomiaréw bezposrednich — czton E. Operacje
te réwniez moga by¢ obarczone niepewnosciami.

Przyjmiemy najpierw, ze wyniki mierzonych na wejsciu war-
tosci rezystancji miedzy zaciskami gwiazdy sa dalej przetwa-
rzane precyzyjnie bez zadnych zaklécen i modyfikacji przez
przetworniki A/D i moduly arytmetyczne zlokalizowane w bloku
E. Uktad réwnan opisujacych pomiary jest wiec nastepujacy:

R, =R + R,
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Y1

— V3

Rys. 2. Schemat uktadéw gwiazd z modutem pomiaréw wydajnosci
Fig 2. The diagram of the star circuits with module of processing
measurements

R,,= R, + R,
R,.=R + R, (12)
lub w zapisie macierzowym:
R,y 1 1 0f|R,
Ry |=]0 1 1||R, (12a)
R, 1 0 1||R,

Po lewostronnym wymnozeniu réwnania (12a) przez odwrot-
nos¢ macierzy laczacej wektory rezystancji otrzymuje si¢ podsta-
wowy wzér Y = F'- X, opisujacy pomiary posrednie rezystancji
gwiazdy w nastepujacej postaci:

R, 1 -1 1][R,
Y=F-X=|R, :% 1 1 —1|| Ry (13)
R, -1 1 1||R,

Wartosci rezystancji potaczonych w gwiazde sa wiec naste-
pujace

R R R
R=e- e (40
A 1)
R R R

Aby oszacowaé dokladno$é pomiaréw wprowadza sie poprawki
dla znanych bledéw systematycznych, a ich zindyfikowane skla-
dowe o wartosciach nieznanych w tych pomiarach ocenia si¢
i randomizuje jako elementy niepewnosci u, (typu B). Nastepnie
dla bezposrednio mierzonych rezystancji miedzy parami zaciskow
gwiazdy znajduje si¢ standardowe niepewnosci bezwzgledne o, ,,
Oper 0, jako pierwiastki z sum kwadratéw niepewnosci u, 1 u,
(typu A i B) oraz ew. niepewnoéci wzgledne 0, , 0., 0, .. Bez-
wzgledne niepewnosci 1 wspélezynniki korelacji posrednio mie-
rzonych rezystancji gwiazdy wyznacza sie metode wektorowa
podana w Suplemencie 2 do GUM [1]. Macierze kowariancji
U, i U, wektora wyjsciowego Y i wektora wejsciowego X sa
powigzane wzorem (2), tj. U, = §- U, 8%, w ktérym: S — to
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Jakobian, czyli macierz wspolczynnikéw czutosci dla niepewnosci
bezwzglednych. Dla rezystancji gwiazdy ma ona postaé

aRl /aRAB aRl /aRBC aRl /aRAC 1 -1 1
S=F=|0R, /oR, R, /IR, R, IR, =é 11 -
3R, /dR,, OR,/dRy. 9R,/dR.| |-1 1 1

(15)

3.1. Skorelowane wielkosci wejsciowe

Rozwazymy ogélny przypadek, gdy bezwzgledne niepewnosci
wielkosci wejSciowych 0, 0y, 0, sa skorelowane. Wowezas
w macierzy kowariancji wielkosci wejsciowych U,, na pozy-
cjach niediagonalnych wystepuja elementy niezerowe, zawie-
rajace wspotezynniki korelacji p, ., pyos £4c

9
Oas PasOasOpc  PcOaOan
_ 2
Uy =| Psp0as0ic Oxc PacOpcOac (16)
2
PcOasOac  PacOpcOac O)xc

Jezeli wzgledne niepewnodci rezystancji mierzonych na zaci-
skach gwiazdy sa takie same, tj.:

8. =0 =0, =0,

AB BC AC

to woéwczas bezwzgledne niepewnosci wielkosci wejéciowych to:

Oy = 0 - Ry 0y A Ipc = 0 - Ry

Wyjsciowe niepewnosci bezwzgledne sg nastepujace:

o
0, = 5 \/RIQ\B + R]?;c + Ric +2 (pBCRABRAC - pABRABRBC - pACRBCRAC)

(17a)

o [ ; ;
Op = B \/R.iu +Rio + Ry +2 (pABRABRBC = PocllspBac — pACRBCRAC)

(17b)

o
Oy = 5\/R/2\B + RIZSC + Ric +2 (pACRBCRAC - pBCRABRAC - pABRABRBC)

(17¢)
Wyjsciowe niepewnosci wzgledne:
5\/1 +B Y+ 2([7307_ Pash — pACﬂ}/)
1=p+y
5 1+ 47 +2(pB - pucy - pacBr) (151
e 1+8-y ’
5 5\/1+ﬂ2+y2+2(pACﬁy_pBC7/—pABﬂ) (18 )
, = ; c
" B+r-1
R R
gdzie: f=-L% i y=A2C
RAB R%B
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Wspélezynniki korelacji wielkosci wyjéciowych okreslono
nastepujaco

_ 0 * Ry — Ry — Ric + 2P, Ry Ryc

Pyry2 = v pp (19a)
12
p?/l]/S = %2 R./Z\(‘ — Réc - RO/-QABO:’_ 2pABRBCRAC ’ (19b)
103
Pros = %2 Rie — Ry — }Zi];-"' 2p5cRapRac ) (19¢)
203
Jesli R,, = R,, = R, = R, to niepewnosci wynosza
OR
O = 7\/3+2(ch ~ Pas _pAC)7 (20a)
OR
Op = 7\/3+2(pAB ~ Prc _pAC)7 (20b)
OR
Oy =7\/3+2(pAc ~ Pas _pBC)' (20c)

3.2. Nieskorelowane wielkosci wejsciowe
Dla nieskorelowanych zmiennych wejsciowychp, , =p,.=p,.=0
oraz z (20) bezwzgledne niepewnosci wynosza

1 2 2 2
w2 = O-y3 = 5 VO-RAB + O-RAC + O-RB(‘, (21)

iz (13) wynikaja wspétezynniki korelacji

2 2 2
_ Oap ~Opc —O0)¢

Py = 5 5 (22a)
O\ +O—BC +O_AC
2 2 2
—Ox ~O0pc +0i¢
Ppuys =% —5 5 (22b)
O)p T Opc T 0)¢
2 2 2
—O, +Opc —O0i¢
Py =~ 5 5 - (22c)
O)p T Opc T 0
Jezelio,, = o, =0,,=0,
B o
to 0,=0,=0,= 70'7 Pyiyz = Pyiys = Pyays = —g.

W literaturze statystycznej wykazano, ze wyznacznik macierzy
U, jest zawsze dodatni [9, 10], gdyz parametr

w=1- p;lyZ - p;lyS - p52y3 + 2P0 Pz Pyas >0 (23)

2 2 2 2
. Opc T O (oF (o}
Przy oznaczeniach y = —2<——2%>0 oraz v = —2C_-—AC
O-AB O-AB
otrzymuje sie wspotczynniki korelacji jako
1-y 1+v v—-1
Py =73 Py =~ y2y3s — T - (24“17 b, C)
1+y 1+y 1+y
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GV _"Z
(1+;()

co zachodzi zawsze i réwnanie charakterystyczne macierzy
odwrotnej ma trzy dodatnie pierwiastki. Granica obszaru pokry-
cia dla wynikéw z prawdopodobienstwem P < 0,95 jest elipsoida
styczng wewnetrznie do Scian szeScianu w sze$ciu punktach odle-
glych od krawedzi o

2 2 2
kp\/O'AB + 03 + O

kp = 2,8 — wspolczynnik rozszerzenia obszaru pokrycia dla nie-
pewnosci bezwzglednych.

.. . s 2 2
Parametr w = powinien spelnia¢ warunek y° >v7,

(25)

3.3. Wyniki niektorych przypadkoéw szczegdlnych
Wyznaczymy parametry obszaru pokrycia niepewnosci dla przy-
padku pomiaréw 3D rezystancji polaczonych w gwiazde, gdy sa
jednakowe niepewnosci standardowe (pomiary jednym z przela-
czaniem, lub trzema miernikami tego samego rodzaju, wartosci
mierzonych rezystancji zblizone do siebie), tj. dla:

o,,=0,,=0

AB BC ac = 9w Pap = Ppc = Prc =P

Na wyjsciu otrzymuje sie trzy jednakowe niepewnosci:

1 J
O-out = O-yl = 0-1/2 = O-y3 zao-in 3_2pm7

oraz wspélczynniki korelacji:

me -1 .

Pyiy2 = Pyys = Pyays = — 3-2p, ;

7 analizy tej postaci p = wynikaja wartosci ujemne

out

pyly% pylyiﬁ’ p1/2;/3 S 0 dla‘ pin S 1 / 2
i dodatnie P12 Pyryss Pyzys dlap, >1/2;

e Przy braku korelacji na wejsciu (pomiary trzema miernikami
lub jednym w réznych warunkach, przyczyny losowych roz-
rzutéw wartodci mierzonych nieskorelowane), tj. dla

3 1

O-i,n7 pyly? = pyly:i = pyZyS = _57
Obszar pokrycia( w przestrzeni 3D) dla niepewnosci stan-
dardowej bedzie elipsoidg obrotowa o pélosiach:
1,40,,280,,280,.

in? in’

pin = 0: o-out = 7

e Przy pelnej korelacji niepewnosci wejsciowych (trzy pomiary
tym samym miernikiem, jednakowe niepewnosci u,, pomi-
jalne, lub w petni skorelowane niepewnosci u, ), tj.

dla p, = 1: mino,, =—

in 9 Oiur  Pyiga = Pyiys = Pyoys = 0;

Wielkosci wyjsciowe sa tu nieskorelowane. Obszar pokrycia
bedzie kula o promieniu 1,40, .

o Dla korelacji ujemnej na wejéciu dlap, = —1:

N

max O-out = 7 O-m .

3. . .
Py = Pyiys = Pyags = —g; i wspolezynnik w <0.
Z poréwnania przypadku dla p. = 0 (np. gdy niepewnosé
u, >> u, i nie sg skorelowane) z przypadkiem (np. dla u,<< wu,
i pomiaréw w tych samych warunkach oraz na tym samym zakresie
miernika) wynika, ze niepewnos¢ standardowa pomiaréw rezystan-
ciio, jest dlap, =0 3 razy wigksza niz dlap, = 1.
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kp=2.8 dla 3D s 2

Y2

2kpoy30

2kp0y0

Y1

Rys 3. Obszar pokrycia 3D dla niepewnosci w posrednich pomiarach
rezystancji wewnetrznych z korncéwek uktadu z rys. 2 w postaci
gwiazdy

Fig 8. The 3D coverage region for uncertainty in indirect measurements of
internal resistances from terminals of the star form circuit given on fig. 2

4. Wptyw niepewnosci funkcji F
na przyktadzie uktadu gwiazdy

W instrumentalnym systemie pomiaréw rezystancji gwiazdy
(rys. 2), ich wartosci wraz z niepewno$ciami otrzymuje sie po
przetworzeniu nastepuje sygnaléw jednostce cyfrowej E. Warto-
$ci wyjsciowe Y sa rozwiazaniami (14) podstawowego réwnania
macierzowego Y = F'+ X. Ich niepewnoéci nie uwzgledniaja nie-
pewnosci wzmocnienia/tlumienia sygnaléw w kanatach pomia-
rowych i niepewnosci obliczenn wyniklych z zaokraglania. Na
wejsciu ukladu obliczeniowego jednostki E powinny by¢ teraz
nastepujace wielkosci:

k,
X, =k, (26)
kyx,

gdzie k, k,, k, — znamionowe wspétczynniki przetwarzania sygna-

16w o mierzonych rezystancjach.

Analogowe lub cyfrowe sygnaly wejSciowe przetwarzania maja
wlasne niepewnosci. Zalozymy, ze w realizacji przetwarzania
sygnaléw wystepuja zaklécenia w kanatach, ktére zmieniaja
poziomy sygnatéw Dlatego tez nalezy zmodyfikowaé¢ macierz F.
Nowa macierz, oznaczona jako F, jest nastepujaca:

k(1+6) —k(1+6) k(1+35)

Fy=| k(1+6,) k(1+6) -k (1+6,)
“k(1+6,) k(1+6,) k(1+4)

(27)

gdzie d,, d,, 0, opisuja zmiany wspélczynnikéw przetwarzania
k, k, k.
1 27 3

Funkcja wektorowa wielkosci wyjsciowych moze tez by¢ dodat-
kowo zaklécana przez niepewnosci addytywne zwiazane

z bledami zera [ Ay Ay Ay

1+6°1+6, 1+6,

wyjsciowe wynosza teraz

J i powoduje, ze wielkosci

kx, — k,x, + kx A
— 1+6 11 242 3 3+ 10 28&
% ( 1)[ 2 1+51J (28a)
kx, + kyx, -k, A
—(1+6 1 T RpTy T sy L B 28h
Yo ( 2)[ 9 1+52] (28b)
—kx, + kx, + kx A
— 1+6 171 272 3 3+ 30 28C
Ys ( 3)( 9 1+53] (28¢)
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Modyfikujac formuly (17a, b, ¢) dla bezwzglednych niepewnosci rezystancji gwiazdy przy przetwarzaniu idealnym, ze wzgledu
na niepewnosci w procesie przetwarzania, otrzymuje si¢ nastepujace postacie dla tych niepewnosci

Y.

Y.

A
o, =(1+4) \/kd +ko! +ko! +2(kkp,, 0,0, —kkp,, 0,0, —kkp,, 0,0, )+0’ (H}] (292)
1
. . . A
o, = (1 + 52) \/ kio! + ko) + ko) +2 (klkzp% 0,0, —kkp,, 0,0, -kkp,, 0, 0, ) + 0’ [1:05} (29b)
2
A.
o, 3 = (1 + 53 ) \/klzo-z + k220-122 + kfo-ng +2 (k2k3pfb'2.'b'3 O-w., o-:tg - klkzpfvﬂq o 10-1:2 - klklipa: z; O-w O-x ) + 0-2 [1 305 J (29C)
2 13 1 3 + )

Otrzymane wzory sa bardziej skomplikowane niz dla przetwarzania idealnego.

5. Podsumowanie i wnioski

Omoéwiono wyznaczanie niepewnosci bezwzglednych 1 wzgled-
nych dla wieloparametrowych pomiaréw posrednich o nieli-
niowych -multiplikatywnych rownaniach przetwarzania i o
réwnaniach liniowych — addytywnych. Dokonano tego na dwu
przyktadach pomiaréw (3D), tj. sprawdzania rezystancji
trzech ramion mostka Wheatstone’a bez rozlaczania oraz
trzech rezystancji potaczonych w uktad o strukturze gwiazdy.
W pierwszym z przykltadéw zaproponowano zastosowano opisu
propagacji wariancji z macierzami kowariancji o niepewno-
$ciach wzglednych, ktéry nie wystepuje w literaturze, w tym
i w Suplemencie 2 do Przewodnika GUM. W drugim przykta-
dzie stosowano metode klasyczna z macierzami kowariancji
o bezwzglednych niepewnosciach i z nich wyznaczono niepew-
nosci wzgledne. Zanalizowano tez wplyw niepewnosci funkeji
przetwarzania sygnaléw o wartosciach rezystancji gwiazdy.

Wykazano, ze w przypadku, gdy dwa lub wiecej parame-
tréw (na przyklad elementy obwodéw elektronicznych) mierzy
sie posrednio, gdy sa ze soba skojarzone, to niepewnosci tych
parametrow sa skorelowane. Tak wiec, jesli te skorelowane ele-
menty zostang uzyte bez rozlaczenia w innym uktadzie, to przy
szacowaniu jego niepewnosci nalezy wzia¢ pod uwage odpowied-
nie wspélezynniki korelacji uzyskane z pierwotnych pomiaréw.

Informacje o obliczeniach niepewnosci wielowymiarowych
pomiaréw pradu przemiennego zawieraja prace [9-12].

Suplement 2 do przewodnika GUM [1] nie obejmuje sytuacji
wystepujacych w systemach instrumentalnych, gdy realizacja
funkeji F(X) jest nie doktadna. Niedokladnosé ta moze wynikaé
z aproksymacji funkcji przetwarzania, ograniczonego zakresu
czestotliwosci, wykorzystania w przetwarzaniu sygnaléw prze-
twornikéw A /C, mnoznikéw analogowych i innych elementéw
funkcjonalnych, niezbednych w realizacji pomiaréw posrednich.
Zatem realizacja funkcjonalu F(X) w praktyce w instrumen-
talnych systemach pomiarowych moze by¢ réwniez obarczo-
nawlasnymi niepewnosciami u,' W najbardziej precyzyjnych
pomiarach staje sie niezbedne uwzglednianie niepewnosci wyni-
kajacej z zaokraglania wynikéw, w tym i z precyzji obwoddéw
cyfrowych [3-6].

Autorzy zaawansowali obecnie nastepne opracowania doty-
czace metody wektorowej do opisu doktadnosci pomiaréow
w posrednich w uktadach wieloparametrowych. Jest to rozsze-
rzenie metody wektorowej zalecanej w Suplemencie 2 do GUM
[1]. Uwzglednia ono skorelowanie pomiedzy skladowymi niepew-
nosci zaréwno typu A jak i typu B wielkosci wejéciowych. Nowe
formuly beda przedstawione w kolejnych publikacjach autoréw.

! Te problemy techniki pomiarowej sa zawarte w Measurement Science, czyli nauce
o pomiarach i budowie $rodkéw techniki pomiarowej, dyscyplinie szerszej niz
metrologia jako nauka o samych tylko pomiarach. Pojecie i termin tej dyscypliny
zaproponowal urodzony we Lwowie prof. Ludwik Finkelstein z City University
w Londynie podczas swojej dzialalnosci w IMEKO w latach 70.-90. XX w. [13].
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Estimation of uncertainties in multivariable indirect measurements
on the example of two resistance circuits 3D

Abstract: In this paper two examples of processing uncertainties of an indirect multivariable
measurements of DC resistance circuits without disconnection are considered. It was proposed to
extend the vector method of estimating measurement uncertainties, given in Supplement 2 to GUM by
the formula for the relative uncertainties. The covariance matrixes of uncertainties of two DC electrical
measurement circuits with multiplicative and additive types of measurement equations are presented,

i.e.: for indirect measurement of three resistances with using them in three variants of balanced
Wheatstone bridge or without disconnection this bridge circuit but with apply unconventional current
supplies; the measurement of three internal resistances of the star circuit from its terminals.
Formulas for absolute and relative uncertainties and their correlation coefficients are given. The
general conclusion is that for description the accuracy of multivariable measurement instrumental
systems relative uncertainties are preferable then absolute ones and uncertainties of parameters of
their main measurement functions should be also considered.

Keywords: estimation of accuracy, indirect multivariable measurements, absolute and relative uncertainty, covariance matrixes
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