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Réwnania rekurencyjne, szeregi oraz iloczyny nieskoriczone —
zadania i problemy II

Streszczenie. W prezentowanej czesci drugiej pracy (w przygotowaniu jest juz trzecia czesé
pracy) przedstawiamy rozwiazania (pelne, badz czesciowe) wielu zadan i problemow z czesci pierw-
szej tej pracy. W wybranych rozwigzaniach sformutowano nowe zadania i problemy badawcze.

Slowa kluczowe: ciagi, réwnania rekurencyjne, monotoniczno$é, punkty skupienia, granice, prze-
bieg zmiennosci funkcji, szeregi liczbowe, iloczyny nieskoriczone, nieréwnosci dla sum szeregow,
wartosci iloczynéw nieskonczonych.

W wszystkich trzech czesciach stosujemy nastepujace standardowe oznaczenia:

N={1,2,3,...}, Ny := NU {0}, Z={x:xe€NyV —x N},
Q — zbior liczb wymiernych, R — zbior liczb rzeczywistych, Ry :={z: 2 € R A z > 0},

z::{{an}CR+: Zan<oo}, r::{{an}CR+:nh_)rr;oan:O/\Zan:oo},

n=1 n=1

ZO:{{an}C(O,l): Zan<oo}, roz{{an}C(O,l): nlLIr;oanzoA Zan:oo},

n=1

gdzie dla ciagéw nieskoriczonych: a,, € R dla kazdego n € N, stosujemy specjalne oznaczenie: {a,}.

Ponadto zapis: {a,} C X, gdzie X C R, X # 0, oznacza, ze (Vn € N) : a, € X. W sytuacji niebudzacej
o0 o0

watpliwosci dla szeregow liczbowych Y a,, (odpowiednio > a,) bedziemy stosowaé uproszczony zapis
n=1 n=ng

> ap, (odpowiednio Y a,). Piszemy tez dla zwiezlodci zapisu, ze {a,} C R jest ciagiem zerowym, jesli
n>=ngo

lim a,, =0, czyli gdy {a,} jest ciagiem zbieznym do zera.
n—oo

Podkreslmy, ze w prezentowanych rozwigzaniach zadan z czedci pierwszej pracy korzystano wybiérczo
z literatury cytowanej w tre$ciach odpowiednich zadari, zamieszczonej w czeSci pierwszej pracy.

Autor korespondencyjny: M. Rozanski (michal.rozanski@polsl.pl).
Data wplyniecia: 23.11.2022.
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1.

Z definicji ciagu {z,} wynika zaleznosé:

Tptl — Tp = |gcn|ﬁ —x, — 6%+ 6. (1)
Rozwazmy funkcje:

f@) =z —z -6 46, xR

Po zrézniczkowaniu dostajemy:

— ﬁxﬁ_l - 1u x = 07
f'(x) = Bsgu(a)|z|’~ — 1= ) -
—B(-x)f1 -1, z <0,
skad wynika, ze funkcja f’ jest malejaca w polosi (foo,ﬂ_ﬁ) i rosngca w polosi [ﬂ_ﬁ, 00).
Polézmy zo =: B~ 7 1. Poniewaz f(0) = 01 xy < 0 wiec funkcja f(x) ma dokladnie dwa rézne
pierwiastki rzeczywiste: jeden to §, drugi oznaczymy przez 7. Oczywiscie v < xg. Z powyzszych
rozwazan o pierwiastkach funkcji f(x) oraz z (1) otrzymujemy, ze jesli dla pewnego a € R ciag {z,}
jest zbiezny, to musi zachodzi¢ lim xz,, =~ albo lim z, = .
n—oo n—oo

Pokazemy, ze:

w przypadku, gdy § > x¢ oraz ciag {x,} jest zbiezny do 0, @)

to istnieje ny € N takie, ze z,, = 6.
W tym celu zauwazmy, ze jesli n € N oraz x,, # J, to na podstawie twierdzenia Lagrange’a o wartosci
$redniej zachodzi rownosé:

B = 6 =Ll = 6 = ol = 67 = B(a7)" (w0 - 0), (3

gdzie z} € (zy,0) jesli , < § lub =} € (0,zy) jesli § < x,. Gdyby dla kazdego n € N zachodzilto
Tn # 0, to mielibysSmy okreslony ciag {z}}. Oczywiscie z} — 0, a stad, wobec ciaglosci funkcji
potegowej, mamy B(x:)~1 — 6L Ale B3P~ > B(x)? ! = 1, wiec na podstawie wzoru (3)
zbiezno$¢ x, — 0 jest mozliwa tylko gdy x,, = § dla pewnego n € N, co jest sprzeczne z zalozeniem.
Zatem istnieje ng € N takie, ze z,, = .

Teraz, w oparciu o wlasnosc (2) przystapimy do znalezienia wszystkich « € R, dla ktérych lim z, = §
n—oo

przy zalozeniu, ze § > 25T, Rozwazmy réwnanie:
2P — 8% 45 = 6.

Jego rozwigzania rzeczywiste tworzg liczby +46. Rozwazmy kolejne rownanie:
J2|f — 67 + 6 = -0,

czyli:
lz]f = 6% —26 > 0.

Jego rozwigzania rzeczywiste tworza liczby +(5° — 26)%. Ogolnie, rozwazmy réwnanie:

2P — 68 + 5 =,
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gdzie |c| < §. Mozna je zapisa¢ nastepujaco:
lz|? = 6% =6+,

skad otrzymujemy, e z = +(5% — 5 +¢)7 . Oczywiscie (6% — 6 +¢)7 < (6°)7 = 5. Podsumowujac, ciag
{z,} jest zbiezny do § dokladnie wtedy, gdy:

=

€48, +(6% —20)5, . (0P =5+ (.. (6P =54+ (65 —28)5)F .. )5, ...

iteracja dowolng skoriczong ilo§é¢ razy
W kolejnym kroku dowodu pokazemy, ze:

gdy 6 > 27T oraz ciag {x,} jest zbiezny do ,

to dla pewnego ng € N mamy z,, = 7.

Najpierw udowodnimy, ze:
jegli 6 = 2771, to v < —a0. (5)

W tym celu wystarczy pokazaé, ze f(—xg) < 0. Dla ¢ > 271 mamy:

1+ 8- B(2B)7T

F=w0) = 2l + 20 — 6% + 6 < af + w0 — 2771 + 25T = afl + 2y — 2771 = pr . (6)
Udowodnimy, ze dla § > 1 zachodzi:
(Qﬂ)ﬂll>1+1<:>2ﬁ>ﬁ<1+1)5©2ﬁ+2>(1+1 ’ (7)
B B+1 B B)

Rozwazmy kolejng funkcje pomocnicza:

1 T
g(x)zQx—l—Z—(l—i—x) , x> 1.

v (102) i+ ) 1.

Dla z > 1 otrzymujemy oszacowanie:

Mamy:

1\* 1 1 In(14+ 4" 1
1+ - In{l14—-)— <€n(+z) <E(ln4—1)<
T T 1+ 1+x 2

<g&4=ﬂQ2<3OJ:Q6<L

(albowiem funkcja [1,00) > = — (1+ %)Hx jest malejaca) skad ¢'(x) > 0 dla z > 1. Poniewaz
g(1) =2 > 0, wiec g(z) > 0 dla > 1, co daje (7). Z (7) i (6) dostajemy, ze f(—zo) < 0, czyli
v < —xo, a zatem implikacja (5) jest prawdziwa. Przypusémy, ze dla pewnego o € R, x,, — v i dla
kazdego n € N zachodzi z, # . Wowczas dla dostatecznie duzych n € N, na mocy twierdzenia
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Lagrange’a o warto$ci Sredniej dostajemy:
Tt =7 = 2|’ =07 46—y = |2, — |77 = (=aa) = (=) = B(=23)" M@ 7). (®)

gdzie % € (2,,,7), gdy z,, < v lub ¥ € (v,2,), gdy v < x,,. Oczywiicie z}, — ~, a stad B(—x%)P~1 —
B(—)P~L. Z (5) mamy —y > xg, wiec B(—7)*~1 > BmgA = 1, a zatem wobec tozsamosci (8) zachodzi
T, — v tylko gdy z,, = v dla pewnego n € N i otrzymujemy sprzeczno$¢ z zalozeniem. Tym samym
pokazalismy prawdziwosé implikacji (4). Wiasno$é (4) pozwala tez znalezé wszystkie o € R dla ktorych
T, — - W tym celu rozwazmy réwnanie:

czyli:
2| =67 =5+~ =17,

skad = = 7. Rozwazmy kolejne réwnanie:
|x|ﬂ - 518 +4= -

czyli:
|z =6 =6 —~v >0,

skad = = +(5% — § — ). Poniewaz f(—8) = 20 > 0, wiec —6 < 7, a stad (6% — 5 — )7 < (6%)% = 6.
Ogolnie, rozwazmy réwnanie:
|z — 6% + 6 =c¢,

gdzie |c| < d. Jego rozwiazania rzeczywiste maja postac:
x = +(6° —5—|—c)%,

przy czym:
0<% —-25<68 —5+c<éP.

Podsumowujac, dla § > 915 ciag {x,} jest zbiezny do v dokladnie wtedy, gdy:

aety, 267 —5—7)F, .. k(P —6£ (.. £ —5+£(6° —5—7)F)F..)F,
iteracja dowolng skoriczona ilo§é¢ razy
2. a) Niech b := **/a. Z definicji ciagu {z,} otrzymujemy zwigzek:
Tp1 = b= (zn = b)[a = (1 = a)bf(zn)], (9)

gdzie f(z) = ﬁ gdy © >0, x # b oraz f(x) = 7 gdy z = b.
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Pokazemy, ze funkcja f jest malejaca w poétosi dodatniej. Istotnie, mamy:

2571z —b) — (2% = b%)[(s + 1)2® — sbx*~1]

’ s B
f(x) = e _
B (S + 1)bsl‘s _ Sbs+1,’BS—1 _ xQS B (S + 1)b‘s$ _ Sbs+1 _ :,ES+1 . 7& ;

B (& =02 =T @open 0 TR

Oznaczmy przez g(z) licznik powyzszego wyrazenia. Rozniczkujac funkcje g dostajemy:
g'(x) = (s + 1)(b° — z°),

skad wnosimy, ze ¢'(z) > 0 dla = € (0,b) i ¢’(z) < 0 dla > b, a to oznacza, ze g(z) jest rosnaca
w przedziale (0,b), a w przedziale (b, c0) jest malejaca. Poniewaz g(b) = 0, wiec g(z) < 0 dla z €
(0,b) U (b,00), czyli f(x) <0 dlaz € (0,b) U (b, 00). Wobec ciagtosci funkcji f wynika stad, ze f jest
malejaca w poélosi dodatniej, przy czym:

lim f(z) =00 i lim f(z)=0.

r—07t T—>00

Z zalozenia mamy, ze o > ==, tj. a = (1 — a)s, czyli o — (1 — a)bf(b) > 0.

)
Stad iz (9):
jesli x > b, to dla kazdego n € N mamy =z, > b oraz
Tpie1 — b < alz, —b) <a™(z-0), (10)
co daje zbieznos¢ nh_)ngo Ty =b.
s

Gdy a = 7 iz <b, toz (9) wynika, ze x5 > b i dostajemy sytuacje jak wyzej. Gdy a > 35 iz <b,

to mamy trzy mozliwosci:

I a>(1—a)bf(z).
Wowczas x, < Tp+1 < b, n € N, skad wobec (9) oraz na podstawie cigglosci funkeji f otrzymu-

jemy, ze lim z,, = b. Pozostaje zauwazy¢, ze:
n—oo

b—xpy1 <alb—x,) <a™(b-—ux).

I a=(1—a)bf(x).
Wowczas x, = b dla kazdego n € N, n > 2.
III: « < (1 —a)bf(x).

Wowczas x2 > b i dostajemy sytuacje jak w (10), czyli lim z, =b. Je$li x = b, to x,, = b.
n—oo

b) Wystarczy zauwazy¢, ze gdy s > 1ia € (O7 %), to:

la—(1—a)bfd))=la—(1—a)s|=|a(l+s)—s|=s—all+s)>s—(s—1)=1.
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3.

Rozpoczniemy od nastepujacego lematu:

Lemat 1. Funkcja:
2P _yP

— gdy T £y,
h(z;y, B) =: Y
Byt gdyx =y,

dla ustalonych y, 5 € (0,1) jest malejgca w przedziale zmiennodci x € [0, 1].

Dowdd. Ustalmy y, 5 € (0,1). Niech f(z) := h(z;y, 5). Mamy:

B e —y)—af 4y

(Jf—y)2 ) x¢{0’y}

f'(=)
Oznaczmy przez g(z) licznik powyzszego wyrazenia. Wowczas:
g'(x) = %" = BB~ Vya’ 2 = B2t = B(B - 1)(x — )22,z #0,

skad wynika, ze funkcja g jest rosnaca w przedziale (0,y), a malejaca w przedziale (y,1]. Poniewaz
g(y) =0, wiec g(x) < 0dlaz € (0,y)U(y, 1]. Z ostatniej uwagi otrzymujemy, ze funkcja f jest malejaca
w kazdym z przedziatow (0,y) oraz (y, 1], a stad wobec cigglosci funkeji f wynika, ze f jest malejaca
w przedziale [0, 1]. O

Niech a € (0,1). Wowczas dla kazdego n € N mamy:
Zon_1 € (0,1) 1 zan € (1,2). (11)
Istotnie, jesli dla pewnego n € N zachodzi z,, € (0,1), to:
2>1+4z, > (1—xn)ﬂ+xn> (1—z,)+z, =1,
czyli 2 > 2,41 > 1. Gdy z, € (1,2), to:
1:xn—(33n—1)>xn—(mn—1)ﬁ>xn—1>0,

czyli 1 > xp,41 > 0. Potézmy g =1 — 27175, Mozna latwo sprawdzié, ze liczba xg jest rozwigzaniem
réwnania:
(1-x)% =201 —2). (12)

Jesli dla pewnego n € N mamy x,, = x¢, to:

0, gdy t € 2N,

T4t =
" 2— 20, gdyte2N—1.

W szczegolnosei, jesli x,, = 2 — xg, to z,41 = xp. Zaldézmy wiec, ze dla kazdego n € N mamy z,, # x
oraz T, # 2 — xy. Pokazemy, ze wowczas dla kazdego n € N zachodza nier6wnosci:

|£L’2n+1 — xo‘ < ‘.ZQn — (2 — $0)| < ISUQn_l — xo‘. (13)
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Oznaczmy przez f(z) funkcje h(z;1 — o, 8) zdefiniowana w lemacie 1. Niech x,, € (0,1) dla pewnego
n € N. Wéwczas znajdujemy:

Tpp1 — 2420 =2, + (1 —2,)° —2+ 10 (g)xn—xo—i—(l—xn)ﬁ—(l—xo)ﬂ:

(14)
= (vn — 20)[L — f(1 —2,)].
Poniewaz 0 < f(1 — x,) < f(0) = (1 — x()?~! = 2, wiec =1 <1— f(1—2x,) <1, astad:
[Znt1 — 2+ o] < |z, — 0] (15)
Niech teraz z,, € (1,2) dla pewnego n € N. Wowczas:
_ 8 (12) 8 B _
Tpgp1 — Lo =Ty — (X — 1) —g = zp — 2420+ (1 —20)° — (2, — 1)F = (16)
= (xn — 2+ x0)[1 — f(zn — 1)].
Tak jak poprzednio pokazujemy, ze:
—1<1—flzn—1) <1,
skad:
|Tnt1 — To| < |Tn — 2+ 2ol (17)

Z (11), (15) i (17) dostajemy nieréwnosci (13). Z (13), (11) i tego, ze x¢ € (0,1) oraz 2 — xo € (1,2)
wynika, ze liczby:

bo = inf{zo,—1}, by =sup{zz,_1}

oraz:
by = inf{ze,} i ] =sup{wan}

naleza do przedziatoéw, odpowiednio (0,1) i (1,2). Niech:

M = max {|1 — £(1 = bo)l,[1 = F(1 = B)I, |1 — F(by — DI, |1~ £ — DI}
Poniewaz:
0<f(1_b0)7f(1_b6)7f(b1 _l)af(bll_l) <f(0):2a
wiec M < 1. Z tozsamosci (14) 1 (16) wynika, ze dla kazdego n € N mamy:

|Zant1 — 0| < M*™|z1 — 0],

2n—1
|Ton — 24 zo| < M |x1 — o],
co implikuje, ze nlLH;o Top+1 = Xg 1 nl;ngo Toy = 2 — xg.

5. Latwo sprawdzamy, ze funkcja f(x) =: (1 + %)w jest rosnaca w poélosi dodatniej oraz lim+ fl@)=1
z—0
i lim f(z) = e. Ustalmy « > e. Oznaczmy przez zo jedyny pierwiastek rzeczywisty rownania x =
Tr—r o0
a — f(z). Pokazemy, 7e:
a) jesli B > xg, to a1 > 9 > Top, n €N,

b) Jeéll B < xg, t0 Top_1 < Tg < Top, n € N.
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W tym celu wystarczy zauwazy¢, ze jesli x, > g, t0 Tpt1 = a — f(zn) < a — f(zo) = x0, a jesli
T < Zo, 10 Tpp1 = a— f(zy) > a— f(zo) = zg. W kolejnym kroku udowodnimy, ze podciagi {x2,-1}
oraz {xa,} sa monotoniczne. Przypadek xo = f jest oczywisty. Zalézmy, ze 8 > xo. Gdy z1 = z3, to
Top—1 =21 1 Toy, = w9, n € N. Jedli 1 > x3, to 9y, < Topy2 < Tg < Topt1 < Ton—1, N € N, natomiast
gdy 1 < x3, to Topto < Xoy Oraz xop—1 < Tont1, N € N. Istotnie, jesli dla pewnego n € N mamy
Ty > Tpyo, tO:

Tnt1 — Tny3 = f(Tny2) — f(20) <0,

czyli p41 < Tp43; natomiast gdy z, < 42, to:

Tnt1 — Tny3 = f(Tny2) — f(2) >0,

czyli p41 > Tpis. Analogicznie pokazujemy monotoniczno$é podciagéw {xa,—1} oraz {xa,} gdy
B < xg. Tym samym udowodnilismy, ze dla dowolnego 3 > 0 ciag {z,} ma co najwyzej dwa punkty
skupienia, oznaczymy je przez A, B, A < B przy czym A < zg < B. Musi by¢ B < 400 gdyz
x, < max{f,a},n € N. Z ciaglodci funkcji f i tego, ze f(z) < e mamy:

A=a—-f(B)>0 i B=a- f(A),
skad w szczegolnosci B = a — f(a — f(B)). Zalozmy teraz, ze o > e + % Rozwazmy funkcje:

9(z) = a— fla = f(z)) -

Znajdujemy:

przy czym:

0< f'(x) = f(x) {ln(ljui)—lix] <e{ln(1+i)—1ix].

Funkcja In (1 + %) — %_H jest malejaca w poélosi dodatniej, skad dla > zy mamy:

2
0<f/(x)<3€<§ln3—l>,

gdyz z zalozenia xg = o — f(zg) >a —e > % Podobnie dla = > g mamy:
2e (3
0< flla—f(x)) < ; <21n3 1> ,

gdyz o — f(z) > a— e > 1. Ostatecznie, dla z > zg zachodzi oszacowanie:

o< [2 (Zms )] 1

Bezposrednimi rachunkami sprawdzamy, ze 2¢ (3In3 — 1) < 1 skad ¢'(z) < 0 dla = > xo. Poniewaz

g(xzg) = 0, wiec g(z) < 0 dla z > xg, a zatem musi byé B = xg, a stad A = zp. Tym samym
udowodniono, ze gdy o > e + %, to ciag {x,} jest zbiezny do xy dla dowolnego § > 0.
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6. Najpierw udowodnimy dwa wyniki pomocnicze:

Lemat 2. Dane sq ciggi {v,}5°; C R oraz {o;}F, € R\ {0}, gdzie k € N. Jesli spetnione sq

i=1
nastepujgce warunki:

k
1° E |Oéi| <1,
=1

1=

2° istnieje Um (zp4p + 1 ZTpak—1 + ... + Qyn),
n— oo

3° cigg {xn} jest ograniczony,

to cigg {x,} jest zbieiny.

1=

o0 o0
Dowdd. Niech w’ = liminf z,,, w” = lim sup x,,. Dobieramy podciggi {x (1)} oraz {x (2)} takie,
n—00 n—o00 n; i—=1 n; 1

ze lim z_a) = W', lim 2 = w”. Wobec ograniczonosci ciagu {z,,}22; mozna dodatkowo zalozy¢,
ze wszystkie ciagi:

{x “ } L ee{1,2),s=1,... kK
i T8 )i=1

sa zbiezne. Potozmy A =: lim 2 ) ,e=1,2,s=1,...,k 7 warunku 2° dostajemy:
i—oo M TS

k
w/ _ w// — Zai(AgZ) _ Agl)),
i=1

skad:
k k k
W =@ <Y o] [AR = AD| < ] - o' — | = o = @] D el < o’ — )
=1 =1 =1
czyli:
k
o =] = ' =" Y el (18)
=1

k

Poniewaz > |a;| < 1, wiec rownosé (18) zachodzi tylko, gdy |w' —w”| = 0, tj. gdy w’ = ", co koriczy
i=1

dowod lematu 2. |

k
Lemat 3. Niech k e NJk > 2, a1,...,ap >0 oraz x,, > 0,n € N. Jesli oy > > (i —2)a; 0 ile k > 3

=3
oraz:
L&
Tntk < 77 Z; XTntk—is; N EN, (19)
1=
k
gdzie M = > ay, to cigg {x,} jest zbiezny.
i=1
Dowdd. 7 zatozenia (19) wynika, ze dla kazdego n € N zachodzi:
Qo+ ...+ o g a2+ ...+ o 75
Tntk + 2T$n+k—1 LR YA < Tptk-1+ QTxn+k—2 +o
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10.

skad dostajemy trzy fakty:

a) ciag {Tnyp—1 + 2%y, 0 4.+ Sk, ) jest zbiezny,
b) ciag {x,} jest ograniczony,

(Scislej, dla kazdego n € N zachodzi oszacowanie:

g+ ...+« «
27k$k,1+...+7k{)31),

<
Ttk S T+ i i

c¢) zachodzi réwnosé:

1_(042+---+%+._,+%):

M M
1 k a; >0, gdy k=2,
=—|M->) (i-Da; | = k
M < ; z) &(M—;(i—l)ai)>0, gdy k> 2.
Na podstawie tych faktow oraz lematu 2 dostajemy teze lematu 3. ]
k
Wniosek. Niech k e N, k > 2, py,...,ppr >0oraz x, >0,n € N. Jedlip; > > (i —2)p; oile k > 3
i=3

oraz: )
™M

k
Ttk < (H xﬁ+k_l> , neN,
i=1
k
gdzie M = > p;, to ciag {x,} jest zbiezny.
i=1

Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze spetniona jest nieréwnosc:

k 7 L
H T < Vi ZpiﬂﬁnJrk—i
=1 =1

(jest to znana nieréwno$¢ pomiedzy wazona $rednia geometryczng a odpowiednia wazong Srednig
arytmetyczna, zob. [4]) i zastosowaé lemat 3. O

Ustalmy «, 8 > 0. Woéwczas mamy x, > 0, n € N. Poniewaz:

znxn+l

- 0 N 20
1+%H1<, n €N, (20)

Tn42 — Tp =

wiec podciagi {xa, } oraz {za,_1} jako malejace i ograniczone z dotu przez zero sg zbiezne. Ciag {z,}

ma zatem co najwyzej dwa punkty skupienia. Potézmy:

v= lim z9,, 0= lim x9,_;.

n—oo n—oo
Z ciagtosci funkcji (z,y) — Tiy Y 2 01z definicji ciagu {z,} wynikaja dwie zaleznosci:
)
7 oraz 6 = ——,

TTIS 14+
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skad tatwo otrzymujemy, ze co najmniej jedna z liczb « lub § jest rowna zero. Mozliwe sa wiec trzy

przypadki:
~v=0id >0, albo
7>0id=0, albo (21)
v=0=0.

Pokazemy teraz, ze:

Tpto — Tptl 2 Ty — Tp—1, NEN n>1 (22)
Istotnie, mamy:
g T @1 T + 22 —Tn_1 — Tp_1Tni1
2 KT +ZTpy1 14z, I+ z) 1+ zpy1)
T e e

=Tp — Tp-1-

=

1+$n71 + Xn

(1) (14 252
Z nieréwnosci (22) otrzymujemy w szczegolnosci, ze:

lim (z9, — xop—1)=7—0 = 5 — «,
n— o0

skad, gdy 8 > «, wobec (21), mamy 6 =01~ > 8 — a > 0. Ponownie z (22) dostajemy:

. a—p—p
1 ntl —T2p) =0 — Y > a3—ap = ——————,
A (ot = o) =0 =7 > 3 = 22 = T

co przy zaltozeniu, ze a > 3 + 32, wobec (21) daje vy =01 § > %@BQ > 0. Gdy a = 3, to:

X _a(1+a)> «@
T l4x3 142« 1+«

T4 = X3

i przypadek ten sprowadza sie do wczesniejszego dla wartosci poczatkowych:

o = @ , B/:M_
1+« 1+ 2«

Gdy a = 8 + 2, to 23 = x5 i mamy sytuacje jak wyzej.

11. Z definicji ciagu {x,,} wynikaja nastepujace zwiazki:

Tn4+1 = Tn (xn - ! _2\/g> (xn - ! +2\/5> ; (23)

Tn+1 — Tn = mn(xn + 1)(1;71 - 2)a (24)

Tpi1 +1= (2, +1)(z, —1)2 (25)
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(24)
Tp42 — Tp = (mn+2 - xn—&-l) + (xn+1 - xn) =

= Tp1 (T + 1) (@1 — 2) + T (20 + 1)@, — 2) 2
= (@n + D[znt1 (@0 — D> (@p41 = 2) + 2020 - 2)] =

(@ + D[ =2 — V(@0 — 12 (@011 — 2) + 20 — 2] 2

= an(wn + 1) (2 — 2)[(@;, —2n — D(an — (25 + 20 + 1) +1] =
= (Tp41 — zn){[xi (0 + 1)?)(zn —1)* +1} =

= (n41 — 2wy (20 — 1)° = (2] = 1)? +1] =

= (Tn+1 — Tn)2p[27 (20 — 1)? — 27 + 2] =

= (@ny1 — a)ad(ah — 208 +2).

Latwo sprawdzamy, ze dla x € R zachodzi z* — 223 + 2 > 0. Stad, z (26) i tego, ze jesli z,,, = 0, to
Zno+k = 0 dla kazdego k € Ny (zob. definicje ciagu {x,}) dostajemy:

sgn(Tpt2 — Tn) = 8g0(Tpt1 — ), n €N (27)

Potézmy f(x) =: 23 — 22 — 2. Zauwazmy, ze:

f (1 2‘/5,()) C <0, 1 +2\/3) . (28)

5,0) CRy. Zkolei f'(z) =322 =2z —1=3(z—1) (z + 3), a wiec:

Istotnie, z (23) mamy, ze f (1’

5 1++5
me(rfl—?(g,o)f(m):f(_3>:27< 5

albowiem f(0) = f (1_2‘/5) = 0. Zauwazmy jeszcze, ze:

f@)—z=z(x+1)(z—2), tj. f(z)<zdlaze(0,2) (29)
oraz:
funkcja f jest rosnaca w polosi [1,00), przy czym f < 1+2\/S’2]> =10,2]. (30)

Przejdziemy teraz do opisania zachowania ciagu {z,} w zaleznosci od « € R. Z (24) wynika, ze jesli
ciag {z,} jest zbiezny dla pewnego o € R, to zachodzi relacja:

lim z, € {-1,0,2}. (31)
n—oo

Gdy a > 2, to z (24) mamy x,11 > x,, a stad, wobec (31), nh_}rréo xn = +00. Gdy a < —1, to z (24)
mamy T,y1 < Zn, czyli, wobec (31), HILH;O x, = —oo. Z (25) wynika, ze ciag {z,} jest zbiezny do
—1 dokladnie wtedy, gdy dla pewnego n € N mamy x,, = —1. Rozwazmy réwnanie f(z) = —1 lub
w postaci réwnowaznej (x + 1)(x — 1) = 0. Jego rozwiazania rzeczywiste, to liczby 2 = —1i z = 1.
Z postaci f'(z) (zob. dowdd wlasnosci (28)) wynika, ze f(z) ma nastepujacy przebieg zmiennosci:
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(M S‘m

S

fle): =00 2~ 0 N N0 N -1 0 S oo
: Ve S0 01 S N 4o

5
277

rzeczywiste. Gdy a € [1,2), to wobec uwagi (30) liczba z¢ bedaca rozwigzaniem rzeczywistym rownania
1+v5 2
2 )

Stad, w szczegdlnosci wynika, ze gdy a > to rownanie f(z) = o ma dokladnie jedno rozwiazanie

f(z) = a nalezy do przedziatu , a wobec uwagi (29) mamy o = f(z¢) < x9. Podsumowujac,
mozemy stwierdzi¢, ze ciag {z,} jest zbiezny do —1 dokladnie wtedy, gdy o € {a;}, natomiast dla
kazdego ¢ € N, «; jest liczba rzeczywista nalezaca do zbioru rozwiazan réwnania rekurencyjnego ag =
-1, a1 =1, f(ags1) = ag, k € N (zauwazmy, ze dla kazdego & € N rownanie f(agr1) = oy dla danego
ay moze mie¢ co najwyzej 3 rozwigzania rzeczywiste api1). Ze wzoru Cardano mozna otrzymac jedng
z zaleznosci opisujaca a4 dla danego ay:

Qip1 = 3\1/5 [{’/A+\/§+ f/A—\/Ey

gdzie A = 27a; + 11, B = (270;)? + 22(27;) — 135, natomiast pierwiastki kwadratowe i sze$cienne sa

tuta]j funkcjami rzeczywistymi. Jesli a € 1_2\/5,0), to z (28), (23) i (27) dostajemy nieréwnosci:

1-+5 1++5

5 < Toapn—1 < Topt1 < 0 < Topqo < T2y < 5

a stad iz (26) zaleznosc:

0= lim (22541 — @20—1) = Hm [(z2n — T20-1)23, 1 (23,1 — 223, _1 +2)],
n— 00 n— 00

czyli albo lim z9,—1 = 0 albo lim (z2, — x2,—1) = 0, co wobec (26) implikuje, ze:
n—oo n—oo

lim zg9,-1 = lim z9, =0, tj. lim z, =0.
n—r 00 n— o0 n— o0

Gdy a = 1_2—‘/5, to z, = 0,n > 2, wiec nl;rr;o z, = 0. Gdy o € (—17 1_2‘/5), to z (23) oraz z (31)

wynika, ze musi istnie¢ n € N takie, ze:

1—+5 1—-+5
T < ... <xp < V5 i xn+1€[f,0>.

2 2

Zatem przypadek ten sprowadza sie do dwéch ostatnich i lim z, = 0. Jedli a € (0, 1"'2—\/5> ia#1,
n—oo
to z (23) oraz z (25) mamy, ze x5 € (—1,0). W konsekwencji rowniez lim z, =0. Gdy o = HT\@, to
n—oo
2, =0,n€eN, n>2 Gdy a € (”T\/B,Q) oraz a ¢ {@;}$2,, to z (24), (23) oraz (31) dostajemy, ze
istnieje n € N dla ktoérego:

XT1 > ... > Ty >

oraz Tpyq # 1.

5 145
f, s <0, +2f

2
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Zatem lim z, = 0. Gdy a = 2, to z, = 2. Udowodnilismy wiec, ze ciag {z,} jest zawsze zbiezny
n—oo
(w rozszerzonym sensie) oraz zachodza relacje:

—oo  gdy a< -1,
-1 gdy a € {«a;},
nh_{glo Tpn =10 gdy a € (—1,2) \ {a;},

2 gdy a =2,
+oo  gdy a > 2.

12. a) Udowodnimy jedynie, ze lim h,(a, 8) =0, gdy a+ 5 > 1. W dowodzie wykorzystamy nastepujacy
n—oo
fakt.

Lemat 4. Niech n € N oraz {a;} | CR, {b;}1"1 CR. Jeslia; < ... <ay, ib1 < ... < by, to:

z": a;b; = max {Zn: aibgy (i)

i=1 =1

o jest permutacjq na zbiorze {1,..., n}} .

Dowdd. Zobacz dla przyktadu [3] lub czasopismo ,,Kwant”, XTI, 1985. O

W oparciu o ten lemat udowodnimy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1. Niech a, > an41 > 0,0, = byy1 > 0, lim a, = lim b, = 0. Jesli zachodzi
n—roo

n— 00
n—1

> anby, < +00, to hm Z arbp_r = 0.

Dowdd. Ustalmy dowolnie € > 0. Dobieramy k; € N tak, by:

> 9
Z apbr < Sy (32)
k=kq

a nastepnie ustalmy ko € N, ky > k1 + 2, tak, by:

k1
e
by Z ar < 3 (33)
k=1
oraz:
k1 c
a; ]; bk < g (34)

dla kazdego | € N, [ > ko. Wowczas, jesli n € N, n > ki + ko, to zachodzi rozktad:

Tllk‘l

Zakbn k—zakbn Kkt Z akbn kTt Z akbn ks

k=1+k; k=n—Fk
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16.

przy czym:
€
D arbn g <buk, Y ar < 3’
k=1 k=1
n—1 k1 (34)
€
> arbpk <ang, Y bp < 3
k=n—kq k=1
i wreszcie na podstawie lematu 4:
n—ki—1 n—ky—1 o) (32)
€
Z arbn—1 < Z apby < Z arbr < 3

k=1+k; k=1+k; k=1+k;

Podsumowujac, otrzymujemy:
n—1
Z agbn—k < €,
k=1

co przez wzglad na dowolnosé € > 0 daje teze twierdzenia 1. ]

Uwaga. Niech ¢: N — N bedzie dowolng permutacja (a nawet injekcja). Wowczas przy zalozeniach
twierdzenia 1 zachodzi réwnosé:

nlgrolo Z akbw(,L_k) = 0.
k=1

Dowod tej zaleznosci bazuje m.in. na tatwej do sprawdzenia obserwacji, ze lim ¢(n) = co. Szczegoty
n—roo
dowodu tego faktu pozostawimy do udowodnienia Czytelnikowi.

Pokazemy jedynie dwa fakty. Wpierw, ze:

sup Ag = e°, infA; =1+,

1_85 gdy s € (Ovl)a
0, gdy s > 1,

sup By = e™*, inf By, =

a nastepnie, ze powyzsze kresy nie sg osiagane w zbiorach odpowiednio As i Bs. Bedziemy bazowaé
na nastepujacych nieréwnosciach:

1+ Zai < H(l +a;) < exp (Z ai> , gdy {a;} € z, (35)

1— Zai < H(l —a;) < exp (— Zai) , gdy {a;} € 2o, (36)

gdzie standardowo postugujemy sie symbolami > a;, [[(1+a;), [[(1—a;) oznaczajacymi odpowiednio
o) o0

sume szeregu » . a;, wartos¢ iloczynu nieskonczonego [[ (1+a;) oraz wartos¢ iloczynu nieskonczonego

~ i=1 i=1

H (1 — ai).

i=1
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Dowdd. Latwo sprawdzamy indukcyjnie, ze dla kazdego n € N:

oraz:

skad réwniez:

14 Zai < H(l +a;) < exp (Z ai) , (37)

1= a < [J0 - a) <exp (- Y ai)- (38)

Pozostaje zauwazy¢, ze jezeli {a;} € z, to:

(oo} (37) oo oo oo (37)
1+Zal (1+ay) <1+Zai> < (Uta)[Ja+a) =] +a)=0+a) [JO0+a) <
=2 =2 =1 1=2

< (14 ay)exp (Z ai> < exp(ay) exp (Z ai> = exp (Z ai> ,

natomiast gdy {a;} € 2o, to:

1—2:az (1-a1) (1—Zai> < (1—611)1_[(1—ai)zl_[(l—az (1—aq) 1_[1—(1Z <
j= i=2 i=1 i=2
<(1—a1)exp( Zaz> < exp(—a; exp( Zaz> = exp (—ZaZ) .
1=2 i=1

Z (35) wynika, ze dla kazdego {a;} € z, jesli > a; = s, to [[(14+a;) > 14> a; =1+ s. Zatem:
infA; > 1+ s. (39)
Pokazemy, ze rowniez inf A; < 1+ s. Niech € € (0, s). Definiujemy ciag {a;(¢)}:

s—¢g, dlai =1,

ai(s) = .
£27+ dlai > 1.

Oczywiscie {a;(e)} € z oraz Y a;(¢) = s, a przy tym:

[[a+aE)=0+s—o [0+ Z (45— (40)

Poniewaz lirr(l)(l +s—¢)e =1+ s, wiec z (40) dostajemy, ze inf A, < 1+ s, co wraz z (39) daje, ze
E—
infA;, =1+ s.
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Teraz znajdziemy sup As. Z (35) wynika, ze dla kazdego {a;} € z, jesli > a; = s, to [[(1 + a;) <
exp (> a;) = €, czyli:
sup Ag < e’. (41)

oo
Pokazemy, ze réwniez sup Ag > e®*. W tym celu dla kazdego n € N, n > 2 definiujemy ciag {a(")} :

v )=

(n) %, dlal<i<n—1,
a; = ]
’ sg=iHn=1 dlai > n.
o A SNON = (n) _ .
Oczywiscie zachodzi 1 a; €zoraz y, a;, = s. Ponadto:
i=1 i=1

I1 (1 + ag”)) - (1 + %)n_l I1 (1 + %2*1‘) .

i=1 i=1

Mamy:

syn—1
lim (1 + 7) =e°
n

n—roo

oraz:

1< ﬁ <1 + %2_1) (3<5) exp (i 22") —en

i=1 i=1

skad, wobec twierdzenia o trzech ciggach dostajemy:

o ([T 227)]=

i=1

Zatem lim {H (1 + a(n))} = e*, czyli sup A > €®, a stad po uwzglednieniu (41) dostajemy sup A5 =

)
n—oo | ;1

e®. Wielkosci inf By oraz sup B, znajdujemy podobnie. I tak jesli {a;} € zg, Y a; = s, to z (36):

H(l —a;) < exp (— Zai> =e 7,

skad:
sup By < e ®. (42)

Pokazemy, ze sup Bs; > e~ °. Tworzymy przeliczalng rodzine ciaggow {agn)} dla n > [s] + 1, przyj-
i=1
mujac dla kazdego i € N:

a; =
2

’ so=itn=1l gdy g

0 - COR B X (n) _ . .
czywiscie qa; ¢ . €zpi )y a; =s. Mamy zwiazek:
i= i=1
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Poniewaz:

oraz 7 (36):

S S . s
1- 2 < (1ff2ﬂ)< -2,
n E n €

wiec na podstawie twierdzenia o trzech ciaggach otrzymujemy:

([T (1-22)] -

=1

W konsekwencji lim {H (1 - az(.")ﬂ = e %, czyli sup By > e~ %, co wraz z (42) daje sup B; = e~ °.

Wyznaczymy teraz inf B,. Przypadek s € (0,1). Jesli {a;} € 291> a; = s, to z (36) mamy [[(1—a;) >
1—s, a stad:

inf By > 1—s. (43)
Niech ¢ € (0, s). Definiujemy ciag {al(»a)} przyjmujac:

s—eg, dla:=1,

, dlai>1.

al®) =
' g2 it

Latwo sprawdzamy, ze {agg)} €zi), aEE) = 5. Mamy zwigzek:

H (1 - az(-e)> =(1-s+¢) H (1—e279) (?’gﬁ) (I—-s+¢e)e . (44)

i=1

Poniewaz lirr(l)(l —s+e)e® =1—s, wiec z (44) wynika, ze:
e—

inf B, <1-—s. (45)

Oczywiscie z (43) i (45) dostajemy, ze inf By =1 — s.

Rozwazmy wreszcie przypadek s > 1. Niech € € (0,1), ¢ := s+ & — 1. Polozmy:

1—c¢, dlai =1,
(e) _. ;
= ﬁ, dla2 <i< [0] +2,

B2 PRI dlai > 6] + 2.
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Latwo sprawdzamy, ze {al(s)} €zi), aEE) = 5. Zachodzi nieré6wnosé:

16]41 oo 16]+1
IO SR P B R SR -l
I1(2 - )—g(l L5J+2> H<1 5]+ 2° ) << e e i <e,

=1

skad lim {H (1 — aga)) } = 0. Zatem inf B, = 0. Rozpatrzmy teraz kwestie osiaggania kreséw w zbio-

e—0t

rach A 1 Bs. Jak wynika z nieréwnosci (35) dla kazdego {a;} € z,jesli > a; = s,to 1+s < [[(14a;) <
e®. Jednoczesnie jak pokazaliSmy wyzej inf A; = 14 51 sup As = e®. Zatem kresy dolny i gorny zbioru
As nie sa osiagane w tym zbiorze. Podobnie z nieréwnosci (36) dostajemy, ze dla kazdego {a;} € zg
jesli >a; =s,t01 —s <J[(1 —a;) < e *, co wobec tego, ze:

1—s, gdyse(0,1),
supB; = e~ *° oraz inf By, = s gy se(0.1)
0, gdy s > 1,

oznacza, ze kres gorny zbioru B; nie jest osiaggany w B, dla zadnego s > 0, natomiast kres dolny
zbioru Bj nie jest osiagnany w B, dla zadnego s € (0,1]. Gdy s > 1, to nieosiaganie zera w zbiorze
By rozstrzyga nastepujace twierdzenie — zob. [2]:

Twierdzenie 2. Jesli a, € (0,1), n € N, to:

H(l —a,) =0<= {a,} € ro.
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