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ANALIZA OBWODOW W ASPEKCIE POCHODNYCH
ULAMKOWEGO RZEDU I UKEADOW DODATNICH

Uktady dodatnie to uktady, w ktorych wymuszenia, zmienne stanéw oraz odpowiedzi
i warunki poczatkowe przyjmujg wartosci nieujemne. W pracy przedstawiono analizg
stanu nieustalonego obwodu z kondensatorami utamkowych rzgdoéw (bedacego realiza-
cja uktadu dodatniego). Podano ogdlne rozwigzanie dla réwnan tego obwodu. Rozpa-
trzono dwie definicji pochodnej utamkowego rzedu: Riemanna-Liouville’a i Caputo.
Nastepnie wyniki poréwnano z obliczeniami uzyskanymi metoda klasyczna — za pomo-
cg zwyktej pochodnej o = 1. Wyniki zestawiono za pomoca wykresow przebiegow
napi¢¢ na kondensatorach. Wyniki dla definicji Caputo poréwnano z rozwigzaniami
otrzymanymi wybrang metodg numeryczna.

SEOWA KLUCZOWE: pochodne utamkowego rzegdu, analiza obwodu, rozwigzanie
analityczne, definicja Riemanna-Liouville’a, definicja Caputo

1. OGOLNE PRZEDSTAWIENIE PROBLEMU

1.1. Schemat obwodu elektrycznego z ukladem réwnan opisujacym
napiecia w ukladzie

Rozwazmy uktad réwnan opisujacy zachowanie obwodu przedstawionego
na rysunku 1. Przedstawiono w ten sposob obwdd elektryczny o konduktan-
cjach Gy, k=0, 1, 2, pojemnosciach C,, C, oraz zrodto napigcia e.

Uktad réwnan (1) i (2) opisuje wybrane napi¢cia w obwodzie:

o
AU guit)+ Be(t)  0<as )
dt®
v(t)=Cu(t)+ De(t) )
gdzie: u(t) e R’ jest wektorem stanu ukladu, e(?) € R sterowaniem, v(?) € R sta-
nem wyjsciowym ukladu oraz4 € R*?, B e R™', C e R™iD eR.

Ogolna posta¢ rozwigzania rownania (1) (niezaleznie od definicji wykorzy-

stanej pochodnej) jest nastepujaca:

* Politechnika Biatostocka.
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u(t) = £ () w, +j g(t,7)Be(t)dr (3)

gdzie f{f) 1 g(t,t) sa pewnymi funkcjami zaleznymi od typu pochodnej uzytej
w rownaniu (1), natomiast

w, = 207 4)
de?

opisuje warunki poczatkowe, przy czym -1 <3 <0 jest pewna liczbg zalezna
od definicji 1 rzedu wykorzystanej pochodnej. Skoro w rozwazanym zagadnie-
niu e(7) jest funkcja skalarng to wektor stanu mozna zapisac jako:

u(t)=f(t)wo +[I g(t,t)e(t)dr | B )
0

C?

ﬁ g] I

Rys. 1. Przyktad obwodu elektrycznego z kondensatorami niecatkowitych rzgdow

W dalszej czg$ci poszukiwane jest rozwigzanie przy zalozeniu zrodla o po-

staci:
1 dla 720
o(r)= {0 dla t<0 (©)
co pozwala zapisa¢ wzor (5) nastepujaco:
u(t)=f(t)wy +h(t)B (7

gdzie funkcja A(f) oznacza catke zalezng od czasu:

h(t)= j o(t,7)dt (8)

1. 2. Postacie macierzy opisujacych rozwazany uklad [1]

Macierze wykorzystane w uktadzie rownan (1) i (2) wyrazajg si¢ wzorami:
A=4,-A,G'F )
B=B, -A4,G'H (10)
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C=-G'F (11)
D=-G'H (12)
przy czym dla rozpatrywanego obwodu:
_ % 0
4= (13)
0 =2
G
G
¢
4, = G, (14)
G
B, = 0 (15)
m 0
G=[G,+G, +G,] (17)
H=]-G,] (18)
Macierz odwrotna do G ma postaé
G 1= 4 (19)
Gy+G;+G,
Po wykonaniu podstawien, otrzymujemy macierze opisujace uktad
_Gi(Gy+ Gy G,G,
___ ¢ ¢ (20)
GO +G1+G2 G]GZ _GZ(G0+G]
¢, C;
G
B= L ¢ (21)
Gy+G,+G,| Gy
¢,
-6, G 22)
Gy+G;+G,
D= G (23)
Gy +G, +G,

Wyznacznik macierzy 4
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GyG,G,

det(A)= 24
(4 CiCy(Gy+G;+Gy) -
Macierz odwrotna do A
Ci(Gy+Gy) C
-1 G, ?
At =— 25
GO C CZ (GO + GZ) ( )
i I —
G,
Slad macierzy 4
r(A)z_Cle(Go+G1)+C2G1(G0+G2) (26)
CiCx(Gy+G;+Gy)
Wyro6znik tréjmianu charakterystycznego macierzy A
W(A) =22 = 2tr(A)+det(A) (27)
jest nastgpujacy:
A= [C1Gy(Gy+Gy)+CyGy(Gy+Gy)]° =4C,C,GyG Gy (Gy + G + G, )
CiCi(Gy+G,+G, )’
(28)
Zatem:

JA- \/[C,GZ(GO +G;)+C,G(Gy + G, )]’ -4C,C,G,G,G,(Gy+ G, +G,)
C,C,(Gy+G+G, )}
(29)
Poniewaz det(4) > 0, wiec A < [tr(4)]’. Zatem Ja< |tr( A )|. Uwzgledniajac
dodatkowo tr(4) < 0, mamy Ja< —tr( A). Po przeniesieniu wyrazow na lewa
stron¢ nier6wnosci otrzymujemy #r(A4)+ VA <o. Tym bardziej tr(A)—\/Z <0.
Uzyskujemy stad A 1A, < 0.
- =CG(Gy+G)=C,6/(Gy+G,)

2C1C,(Gy+G; +Gy)

\/[CIGZ(GO +G,;)+C,G(Gy+G, )] +4C,C,GyG,G,(Gy + G, +G, )
B 2C,C,(Gy+G,+G,)
12zxz_—CIGz(Go+G1)—C2G1(G0+G2)_ 31)
2C1Cy(Gy+G; +Gy)
N \/[C,GZ(GO +G;)+C,G,(G +G2)]Z -4C,C,GyG,G,(Gy+G; +G,)
2C,C,(Gy+G; +G,)
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Wektory wlasne maja postac:

K Azz}

Pr= (32)
L Ay
B Azz}

P2 = (33)
L Ay

Dodatkowo wyznaczany jest wektor:
1
u, =—A"'B= { J (34)

2. ROZWIAZANIA PROBLEMU

2. 1. Rozwiazanie problemu przy wykorzystaniu pochodnych
niecalkowitego rzedu

Rozpatrzmy dwie definicje pochodnych niecatkowitego rzedu: definicj¢ Ca-
puto oraz definicj¢ Riemanna-Liouville’a.

2.1.1. Rozwigzanie w przypadku wykorzystania pochodnej Caputo (C)

Rozwigzanie ma posta¢ ogdlng:

S(1)=®y(1) (35)
g(t,t)=D(t-71) (36)
gdzie:
u 0 Aktka
Dy(t)=E, (At )=; Tihasl) (37)
e P gk (k+1)a=1
O(t)=t""E, (At )_; TiEiTa] (38)

Eq(z) jest dwuparametrowa funkcja Mittag—Lefflera. Dla definicji Caputo =0,
co daje warunek poczatkowy w postaci:

wy=6D/u(1) =u(0") (39)
oznaczany dalej przez uy = u(0"). Wtedy

h(t)= j O(t—1)dt (40)
0
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W celu obliczenia A(z), wykonuje si¢ podstawienie s = t — 7 — wtedy dla
dt = -ds otrzymuje sig:

0 ’
h(z):—j qj(s)dszj @(s )ds 1)
1 0
Uwzgledniajac zalezno$¢ @(s) = @'(s)A” oraz @y(0")= I, otrzymamy

h(t)=®y(s)A7" |0 = [@y(1)-1]47" (42)

W przypadku wykorzystania definicji pochodnej Caputo, rozwigzaniem row-
nania jest:

U (1)=@y(tJuy+[Dy(t)-1]A'B (43)
Korzystajac z oznaczenia (34) mozna zapisa¢ rozwigzanie (43) jako:
U (1)=@y(t Jug =[Py (1) =1]u, =uy, +Dy(1)(uy—u,) (44)
Poniewaz wartosci wlasne macierzy A sg ujemne:
. 0 0
zatem:
lim uc(t)=u, (46)
t—>+©

W celu uzyskania rozwigzania klasycznego podstawiono do funkcji @y(?) wspot-
czynnik o = 1. Otrzymano @y(?) = exp(At). Stad rozwiazanie klasyczne

Uy (t)=u, +e* (uy—u,) (47)

2.1.2. Rozwiazanie w przypadku wykorzystania pochodne;j
Riemanna-Liouville’a [2]

f(t)=@(t) (48)
g(tt)=D(t-71) (49)
oraz B = a— 1, co daje warunek poczatkowy postaci
wy="4D¢ u(t) (50)
Wtedy funkcja
h(1)=®y(s)A7" |} = [Dy(1)~1] 47" (51)
Wykorzystujagc wyniki dotychczasowych obliczen uzyskamy
upy (1) =@(1) GO u(t) = [@y(1) =1 ]u, (52)
czyli
gy (1) =t + (1) GDF (1) = @y(tu,, (53)

Poniewaz macierz 4 ma ujemne wartosci wlasne, wigc
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. 10 0
Jim &(1)= {0 0} %)
Korzystajac dodatkowo z wzoru (45) otrzymano:
ll_l;TquL(t) = U, (55)

Po poréwnaniu rozwigzan definicji Caputo i Riemanna-Liouville’a mozna
zauwazy¢, ze przy zerowych warunkach poczatkowych wybdr pomigdzy defini-
cjami nie ma znaczenia. Jednakze w przypadku innych warunkow poczatkowych
przy zastosowaniu definicji Riemanna-Liouville’a wystepuja pochodne niecat-
kowitego rzedu dla warunkow poczatkowych, ktorych interpretacja fizyczna jest
niewyjasniona, co sprawia pewne trudnos$ci.

Korzystajac ze wzorow (37) 1 (38) uzyskujemy

I
D,(0" )= l Dy(t)= =1 56
0o(07) = im, o(t)= ) (56)
N ta—] + o0 0
D07 )= sz D(t)= lim I= (57)
=0 I'(a) 0 +ow
co prowadzi — w przypadku rozwigzania Riemanna-Liouville’a do warunku
+

lim g (1) =D(0" )REDEu(t) { OO} (58)

t—0" + o0

2.1.3. Graficzne przedstawienie rozwiazan

Dla okre$lonych w ten sposob parametréw obwodu ztozonym z konduktancji
i kondensatorow niecatkowitych rzgdow obliczono wartos$ci funkcji 1 wyzna-
czono ich przebiegi. Nastepnie wyniki porownano z obliczeniami uzyskanymi
metoda klasyczng — za pomoca pochodnej rzedu catkowitego o = 1. Wyniki dla
roznych definicji pochodnej utamkowego rzedu poréwnano z rozwigzaniami
otrzymanymi wybrana metoda numeryczng.

Rysunek 2 przedstawia przebiegi czasowe napigcia na dwoch kondensatorach
poczatkowo roztadowanych — w przypadku wykorzystania klasycznej pochodnej
(a=1).

Warto$ci napie¢ na kondensatorach w funkcji czasu zbiegaja do 1.

Krzywe na rysunku 3 obrazujg fadowanie kondensatora nr 1 przy zalozeniu
definicji pochodnej wg. Caputo dla rzedow o = 0.7; 0.8; 0.9; 1.0

Wszystkie rozwigzania rownania rézniczkowego zbiegaja asymptotycznie do
wartosci 1.

Na rysunku 4 przedstawiono przewidywany czasowy przebieg napigcia na
fadowanym kondensatorze nr 2, z wykorzystaniem definicji Caputo w przypad-
ku rzedow a = 0.7; 0.8; 0.9; 1.0.
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L #)

¥

Napiecie na kondensatorze 1 —uy; ()
— Napiecie na kondensatorze [ - uy4(f)

- -~ Napiecie sterujace eft)

0 5 10 15 20
ts)

Rys. 2. Charakterystyka skokowa (dla o = 1). Rozwiazanie dla pochodnej klasycznej

—_— =07
a=0.13
a=09

—_ =10

#(s)

Rys. 3. Napiecie dlaa =0.7, = 0.8, & = 0.9, a = 1.0 dla kondensatora 1
z wykorzystaniem def. Caputo
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—_— =07
a=018
a=09

—_ a=10

H(s)

Rys. 4. Napiecie dlaa =0.7, = 0.8, & = 0.9, a = 1.0 dla kondensatora 2
z wykorzystaniem def. Caputo

Porownujac rozwigzanie klasyczne z rozwigzaniem obliczonym wedtug defi-
nicji Caputo mozna dostrzec, ze w przypadku tadowania kondensatoréw napig-
cie dazy do 1. W przypadku zerowych warunkéw poczatkowych, mimo roznic
pomiedzy definicjg Caputo oraz definicjg Riemanna-Liouville’a mozna uzyskac
identyczne rozwigzanie, o ile rzad a jest jednakowy.

Na rysunku 5 przedstawiono poréwnanie wyznaczonych napie¢ na kondensa-
torach z obliczonymi za pomocg metody numerycznej Sublval (metody pod-
przedziatow) [3, 4, 5]. Zbieznos¢ wynikdéw swiadczy o poprawnosci uzyskanego
rozwigzania analitycznego.

u, Ue rozwigzanie analityczne
0.7, 7 0.7 S rozwigzanie numeryczne
0.6 T o6
0.5 05 -
0.4 ' 0.4
0.3 0.3
0.2 0.2 ‘,f’:
o1 01
% 5 10 % 5 10

Rys. 5. Poréwnanie wynikow (przebiegéw napiec) dla definicji Caputo
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3. PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono metody obliczenia przebiegoéw napi¢¢ na elementach
obwodu elektrycznego. Podano ogdlne rozwigzanie za pomocg rownan obwodu,
wykorzystujac pochodne utamkowego rzedu. W analizie problemu wykorzysta-
no definicj¢ pochodnych utamkowego rzgdu: Riemanna-Liouville’a oraz Capu-
to. Przeanalizowano rozwigzania przy pomocy pochodnej klasycznej oraz po-
chodnych utamkowego rzedu. Zauwazono, bez wzgledu na wykorzystana defi-
nicj¢ pochodnej (Riemanna-Liouville'a i Caputo) w przypadku zerowych wa-
runkow poczatkowych otrzymano takie same rozwigzanie.
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ANALYSIS OF THE CIRCUIT IN TERMS OF DERIVATIVE FRACTIONAL
POSITIVE AND SYSTEMS

Positive systems are systems in which sources, state variables and the responses
along with the initial conditions take non—negative values. The paper presents an
analysis of the transient state in a circuit with fractional order capacitors (the circuit
realizes a positive system). A general solution is given for the equations of this circuit.
Two definitions of the fractional derivative have been considered: the Riemann-Liouville
definition and the Caputo definition. Next the results have been compared with those
obtained for the case of the ordinary derivative (o = 1). The results have been presented
as time functions of voltages on the capacitors. The results obtained for the Caputo
definition have been compared with those obtained with a selected numerical method.
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