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The review of parametric methods of multiple underwater sources direction of arrival
(DOA) estimation by a passive array of sensors is presented in this paper. The most common
in literature model of far, narrow-band sources is assumed. Deterministic and stochastic
maximum likelihood methods and their advantages and disadvantages are described. The
subspace fitting approach is presented as well. A good performance of parametric methods is
payed with high computational cost of searching the optimal parameters set. The
reparameterisation method, lowering the computational cost of optimisation, is described in
the last section of this paper.

WPROWADZENIE

Problem estymacji namiardw M odlegtych Zrdédet sygnalu waskopasmowego za
pomocg pasywnej anteny ziozonej z N (N>M) przetwornikow mozna sprowadzié¢ [4,6,10]
do wyznaczenia parametréw 8 = {Bi },M dla nastgpujacego modelu:

x(t)= A(0)s(t)+n(t) dla t=1.2,..,K (0
x(t) jest zespolonym, N-wymiarowym wektorem amplitudy waskopasmowego sygnati z
przetwornikéw anteny w chwili t (tzw. snapshor), n(t) oznacza w przyjetym modelu wektor
szuméw rejestrowanych przez poszczegélne przetworniki, a s(t) M-wymiarowy zespolony
wektor amplitudy sygnalow zrodel. Macierz A o wymiarze NxM jest tak zwang macierzg
kierujaca (sterujaca) odpowiadajaca aktualnej lokalizacji zrodet {6;}. W ogdlnosci parametry
8; moga by¢ jedno- dwu- lub tréjelementowym zestawem zmiennych lokalizujacym Zrédio w
przestrzeni, lecz w praktyce przyjmuje sig, Ze 6; wyznacza potozenie katowe (namiar) Zrodia
znajdujgeego sig w strefie dalekiej, w dwuwymiarowym modelu. Macierz A dana wzorem (2)
sktada sig z M kolumnowych wektorow kierujacych a(6;) danych wzorem (3).

A=[a8,)...a(6,)] @)

a(8) = [0, (8)exp(- jeor, (B)).... oty (B)exp(- oot @) 3)
Gérny indeks T oznacza transpozycje (w dalszej czesci pracy stosuje sie tez gorny indeks ™ na
oznaczenie hermitowskiego sprzezenia), T,(B) jest opdZnieniem sygnatu docierajacego z
kierunku 6 do i-tego hydrofonu, 05(8) — charakterystyka kierunkows i-tego hydrofonu, a o -
czgstotliwoscia rejestrowanych sygnatéw waskopasmowych. Dla jednorodnej anteny liniowej
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(ULA - uniform linear array) o statym odstgpie hydrofonéw wynoszacym d i jednorodnej
charakterystyce hydrofonéw o;(6)=const. wektor kierujacy przyjmuje specyficzng postac
dana wzorem (4):

a(0) = [1,exp(~j0).exp(- 2j0)....exp(~ iN -1)0)] @)
gdzie tak zwana czesto§é przestrzenna ¢ dana jest wzorem (5), a kat 8 mierzy sie wzgledem
symetralnej anteny i uwaza sig za dodatni, jesli Zrodio znajduje si¢ z tej strony anteny co
pierwszy hydrofon.

0= %ﬂsin 6 ®)

Zakada sig, ze konstrukcja anteny gwarantuje liniowa niezalezno$¢ dowolnego zbioru n
(n<N) wektoréw kierujacych (3) odpowiadajacych réznym kierunkom 6 (w ogodlnosci ré6Znym
czestodciom przestrzennym ¢). W przypadku ULA prowadzi to do warunku d<A/2. Oznacza
to, ze macierz A jest petnego rzedu, rank(A)=M. Przyjmuje sig, Ze sygnal szumu n(t) jest
czasowo i przestrzennie biatym sygnatem gaussowskim o mocy o i zerowej wartosci $redniej
i jest nie skorelowany z sygnatem zrédet s(t). Macierz korelacji sygnatéw Zrédet P, dana
wzorem (6) (E{-} oznacza warto§¢ oczekiwang), jest dodatnio okre$lona, a ilo§¢ dostgpnych
snapshot'éw K jest wigksza od iloéci sensoréw N (K>N). Niektore z powyzszych zalozefi,
zwlaszeza dwa ostatnie, moga by¢ w pewnych sytuacjach ztagodzone lub zmodyfikowane.
Dyskusje powyzszych zalozen zawarto m.in. w pracy [10].

P=Ef-s"} 6)
Macierz korelacji R sygnahu x(t) anteny oblicza sig ze wzoru (7):
R=Efx x"}= APA¥ + 6’1 ™

Punktem wyjscia dla rozwigzywania zagadnienia anteny pasywnej jest na ogot
réwnanie (7). Na podstawie okreslanej z pomiaréw estymaty R macierzy korelacji wyznacza
sig nieznane parametry modelu wystepujace po prawej stronie réwnania (7), a wigc 1lo§é
srédet M, ich macierz korelacji P (lub amplitudy s(t)), wariancjg szuméw 6> oraz namiary
zrodet (DOA — direction of arrival) 8;, czyli macierz A. Powszechnie stosowana postaé
estymaty macierzy korelacji, tzw. sample covariance matrix dana jest wzorem (8).

5 13 H 1 H
S T e o ®)

Macierz danych wejéciowych X stanowia kolumnowe wektory snapshot’éw okre§lone dla
kolejnych chwil czasu ty,...,tx.

X = [x(t,)x(t, ... x(t )] ©

Metody rozwiazania podstawowego problemu zagadnienia anteny pasywnej, jakim jest
niewatpliwie wyznaczanie namiaréw (DOA), mozna umownie podzieli¢ na spektralne i
parametryczne. Metody spektralne [5], do ktorych zalicza sie takze metody beamformingu,
polegaja na estymacji DOA kolejnych celéw jako maksiméw (ekstreméw) jednowymiarowej
tunkeji kata 9, ktéra w przypadku metod beamformingu identyfikuje si¢ z przestrzennym
spektrum mocy. W metodach parametrycznych dokonuje sie jednoczesnej estymaciji
wszystkich niewiadomych parametréw modelu wedtug przyjetego kryterium. Ze wzgledu na
konieczno$¢ wielowymiarowej optymalizacji metody parametryczne sa bardziej ztozone, choé

w ogolnosci wzrost kosztu obliczeniowego jest rekompensowany jakoscig otrzymywanych
rezultatow.
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1. METODY NAJWIEKSZEJ WIARYGODNOSCI

Jedna z najbardziej rozpowszechnionych technik obliczeniowych stosowanych w
metodach parametrycznych jest metoda najwigkszej wiarygodnosci (ML - maximum
likelihood) polegajaca na takim doborze parametréw modelu, aby zmaksymalizowa¢ funkcjg
gestosci prawdopodobienstwa (PDF - probability density function) zaobserwowania
faktycznie zmierzonych danych eksperymentalnych wzgledem dopuszczalnego zbioru
parametréw.

Jesli przyjmie sie deterministyczny model sygnatu Zrddel s(t), zgodnie z przyjetymi
zalozeniami, sygnal szumu n(t)=x(t)-As(t) jest realizacjg zmiennej losowej o rozktadzie
Gaussa. Model ten okreéla si¢ jako DML (deterministic ML) lub CML (conditional ML), W
tym przypadku funkcja tacznej gestodci prawdopodobiefistwa zaobserwowania zmierzonych
wartoéci sygnalow x(t) okre§lanych w chwilach czasu t=1,2,... K dana jest wzorem (10)

K - 2
fows (0500 0*)=T = em{— 0 } (10)
t=1 (1{02) G

i zalezy od parametréw modelu umieszczonych w nawiasie. Istotng wada modelu DML jest
fakt, ze wraz ze wzrostem ilosci danych do$wiadczalnych roénie ilo$¢ nieznanych parametrow
modelu ze wzgledu na wzrost ilosei danych opisujacych proces s(t). Poszukiwanie maksimum
funkcji fpmr jest rOwnoznaczne z szukaniem minimum funkcji lpm=-(1/K)in(fpome) (negative
log-likelihood function), ktora po odpowiednich przeksztalceniach [1,6,7,8] i wyeliminowaniu
s(t) i 6° za pomoca wzoréw (11) i (12) przyjmuje postac (13).

§(t)=(A"A)" A x(t) (11)
& =%Tr(ﬂjfl) (12)
Iowe 0)= N+ Inm—1nN)+ NInTr(l:R) (13)

Operator Tr oznacza operacje §ladu macierzy a IT; jest macierza rzutu ortogonalnego na
sparametryzowang podprzestrzen szuméw, czyli dopelnienie podprzestrzeni rozpinanej przez
kolumny macierzy A. Okres$la ja wzor (14), w ktorym I oznacza macierz jednostkowa.

m; =I-A(A¥A)' A" (14)
Zalezno$é funkcji Ipmy od 6=[6,,8,,...,0] tkwi wlasnie w macierzy IT, . Optymalna wartos¢
6 musi wigc zapewnia¢ minimum bezwzgledne wyrazenia w nawiasie kwadratowym
wyrazenia (15).

O = ngfflgnhr(nik)ﬁ o

Interpretacja tego wyniku jest taka, ze © powinno by¢ tak wybrane, aby moc zmierzonych
sygnaldw rzutowanych na zdeterminowana przez 6 podprzestrzef szumow byla minimalna.

Zakladajac, ze sygnat s(t) jest stacjonarnym, biatym czasowo, sygnalem gaussowskim o
zerowej wartoéci §redniej spelniajacym warunki (16) otrzymujemy zagadnienie zwane SML
(stochastic maximum likelihood) lab UML (unconditional maximum likelihood)

Ef(th" (u)}= P8,
EB(LS" ()}=0

Funkcja najwigkszej wiarygodnosci fswr zalezeé bedzie od ©, P oraz ¢” i przyjmie postac:

(16)
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K
fo (G’P’Gz ): H

] mexp[— % (t)R“‘x(t)] an

Po przeksztatceniach analogicznych jak dla fpyy i obliczeniu funkcji Isme (minus logarytm
naturalny fgvy podzielony przez K) poszukuje sig minimum wyrazema (18).

Iy, 0,P,0?)= Ninm+ Indet R+ Tr(R 'R (18)

gdzie R jest estymowane z pomiaréw wzorem (8), a zaleZnos¢ funkcyjna Isy, od swoich
zmiennych wystepuje poprzez macierz korelacji R dana przez (7).

A

Minimum funkecji (18) wyznacza si¢ po dokonaniu separacji zmiennych. Estymaty 671 P
oblicza sie ze wzordw (19) i (20) a funkcja lsmr, przyjmuje postaé (21) [6,8].

& = NiM Tr(miR) (19)
P=(A"AY A*(R-cT)A(A"A)" 20)
lgy = N(1+In7)+Indet(l1 , RI, +6711% ) @1

Ostatecznie wektor namiaréw © jest rozwigzaniem nieliniowego, wielowymiarowego
zagadnienia optymalizacyjnego (22).

. LR
. arg{mein in de{ II,RIO, + T‘(L) Iy ]} (22)

N-M

Rozwiazanie powyzszego zagadnienia realizuje si¢ za pomocg metod newtonowskich [9,14],
przy czym wymagane jest pierwsze przyblizenie szukanych parametréw. Procedura ta jest
bardzo kosztowna obliczeniowo, nie daje tez gwarancji znalezienia globalnego minimum.
Prowadzi jednak do bardzo dobrych rezultatéw (mata wariancja estymatora) nawet jesli
sygnaty nie podlegaja rozktadowi Gaussa, a takze w przypadku silnej korelacji sygnatow
(osobliwej macierzy P) oraz matej ilosci danych K (dotyczy tez przypadku K=1, tzw. single
snapshot case).

Podejmuje sig rozne proby uproszczenia przedstawionych powyzej zlozonych
zagadnien minimalizacyjnych. W pracy [15] zaproponowano tak zwang metodg AP
(alternating projection) polegajaca na optymalizacji wyrazenia (15) sekwencyjnie dla
wszystkich kolejnych zmiennych. Inng metoda jest reparametryzacja modelu omawiana w
rozdziale 3 niniejszej pracy.

2, METODY DOPASOWANIA PODPRZESTRZENI

Odrebna klasg metod parametrycznych stanowiag tak zwane metody dopasowania
podprzestrzeni (subspace fitting methods) [7,8,13]. W wyniku rozktadu wilasnego [5]
macierzy korelacji R okres§lonej wzorem (7) otrzymuje sie N rzeczywistych, dodatnich
warto$ci  wiasnych {hi }1N, ktére po uporzadkowaniu nierosngcym tworza ciag
M2, 2Ar>Ayr41=...=An=0">0 oraz ortonormalny zbiér odpowiadajacych im wektoréw
wiasnych {u, },N . Jesli macierz korelacji Zrédet P jest pelnego rzedu, to M’=M, a w ogdlnosci
M’=rank(P). Poniewaz M’ pierwszych wektoréw wlasnych nalezy do podprzestrzeni
sygnatéw, a wigc s one kombinacjg liniowa wektorow kierujacych, istnieje macierz petego
rzgdu T (wymiaru MxM”) spetniajgca rownosé (23).

[u,,u,,..,u,.]=F=AT (23)
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Poniewaz w praktyce w miejsce macierzy F podstawia si¢ macierz F estymowana na
podstawie rozkladu macierzy R zaklada sie spelienie powyzszej réwnosci w sensie
minimum normy Frobeniusa (24) dla dopuszczalnego zestawu parametréw 8 i macierzy T.

min|ff - AT| 24)

8T F

Eliminujac z powyzszego wyrazenia metoda najmniejszych kwadratow (LMS - least mean
square) macierz T otrzymuje sig, ze wektor 8 stanowiacy rozwigzanie problemu jest
argumentem minimalizujacym warto$é funkcji fsse(8).

fose (0)= Tr(FE) 25)
Optymalizacja powyzszej funkcji polega na zastosowaniu macierzy wazgcej W i prowadzi do
metody WSF (weighted subspace fitting).

Fovse (0)=Tr(IT jﬁ‘wi‘“f 26)
Powyzsza metodg bez wazenia (W=I) proponuje sig w pracy [4]. Optymalna macierz wagowa
wg [13] dana jest jednak wzorem (27).

w,, =(A, -6afA," @7

opt
f&s = diagl_?A\., XMJ (28)
Technika WSF nalezy do najefektywniejszych metod estymacji kierunkow zrodet a jej
efelctywno$¢, przy mniejszym koszcie obliczeniowym, jest poréwnywalna z metods SML.

3. REPARAMETRYZACJA MODELU

Zasadnicze trudnosci optymalizacyjne w przedstawionych modelach wynikaja z silnej
nieliniowogci optymalizowanych funkcji wzgledem poszukiwanego zestawu parametrow 6.
Dla anteny o okreglonej strukturze mozna jednak dokonaé reparametryzacji przedstawionych
modeli. Antena liniowa (ULA) stwarza w tym zakresie duze mozliwosci. Reparametryzacja
zaproponowana w pracach [2,11] polega na wprowadzeniu macierzy pelnego rzedu B o
wymiarze Nx(N-M) zdefiniowanej wzorem (29).

e 0

BH < ﬁ'"\.". -\‘.\- (29)
0 by = by

Liczby b= {bi }g{ sg wspoOlczynnikami wielomianu (30), w ktorym ¢; sa czestoSciami
przestrzennymi (5) odpowiadajacymi potozeniu Zrodet 6;.
M
boz™ +b,z"" +...+b, =b,[[(z—e™) (30)
k=I
W takim przypadku nietrudno sprawdzié, ze dla macierzy A o charakterystycznej dla ULA
strukturze Vandermonde’a zachodzi roéwnoéé (31).

A"B=0 31
Powyiszy warunek oznacza, Ze podprzestrzenie rozpinane przez kolumny A i B sa
wzajemnym dopenieniem ortogonalnym i spelnione jest rownanie (32). W oczywisty sposdb
zachodzi rowniez zalezno$é (33).

0, =BB"B)'B" =1-A(A"A)" A" =112 (32)

n; =1-B(B"B)'B" =A(A"A)"A" =10, (33)
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Zastepujac w optymalizowanych funkcjach (13), (21), (26) M, « II, oraz II, «I;
otrzymujemy modele zalezne od wektora parametréw b, ktore z uwagi na liniowa zaleZqoéé
B(b) sa znacznie wygodniejsze w badaniach. Po wyznaczeniu wektora parametréw b obllczal\
si¢ pierwiastki wielomianu zespolonego (30), a nastgpnie dla wyznaczonych czgstosci
przestrzennych ¢; okreéla ze wzoru (5) namiary 6;.

Przedstawiona reparametryzacjg w odniesieniu do algorytméw DML i1 SML
zastosowano w pracy [9]. W odniesieniu do metody DML, przy iteracyjnym poszukiwaniu
rozwiazan, otrzymuje sig tak zwany algorytm IQML [3,7] (iterative quadratic ML). Wydaje
sie jednak [7], ze najlepsze rezultaty przynosi przedstawiona metoda reparametryzacji w
odniesieniu do techniki WSF. Otrzymany algorytm zwany MODE [11,12] (method of
direction estimation) ogranicza si¢ do jednej iteracji i przy efektywnosci poréwnywalnej
z metoda SML jego ztozono$¢ obliczeniowa nie przewyzsza ztozono$ci metod spektralnych.
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