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Streszczenie W zastosowaniu nowego aparatu matematycznego, jakim jest
utamkowy rachunek rézniczkowy.
W artykule omdéwiono podstawowe pojecia zwigzane z ulamkowym Okazuje sig, ze w badaniach materiatowych zastosowanie

rachunkiem rézniczkowym jak uogdlnione definicje catki i pochodnej
rz¢du utamkowego oraz wilasciwosci przeksztalcen z nimi zwigzanych.
Pokazano przeksztalcenia i mozliwosci wykorzystania ulamkowego
rachunku rézniczkowego na bazie identyfikacji parametréw przetwornika
PVDF i modyfikowanego tlenku bizmutu Bi,O;, pozwalajace na

utamkowego rachunku rdézniczkowego znacznie upraszcza
budowanie modeli zastgpczych, co ulatwia analizy wlasciwosci
materiatéw. Uzywajac  klasycznych rozwigzan nalezatoby
stosowa¢ niekiedy ztoZzone aproksymacje modeli utamkowych,

wyliczenie funkcji oryginalnej. skomplikowanymi rozwinigciami R-C, co moze utrudni¢
obliczenia a tym samym pogorszy¢ ich doktadnos¢.

Stowa kluczowe: pochodna utamkowa, utamkowy rachunek Jednym z  przykladéw  zastosowan  jest  materiat

rézniczkowy, identyfikacja piezoelektryczny PVDF wyprodukowany w celach

eksperymentalnych ~ w  Instytucie  Elektrotechniki  oraz

Implementation of fractional differential modyfikowany tlenek bizmutu BiyO; bedacy skladnikiem

. . . warystoréw  [5,6,7]. W  trakcie badan  spektrometrii

calculus to Identlfy models of fractional impedancyjnej autorzy stwierdzili, iz modele opisujace

systems najprosciej witasciwosci elektryczne wspomnianych materiatéw

da si¢ wyrazi¢ w postaci ulamkowego réwnania rézniczkowego.

Abstract Znalezienie parametréw takiego modelu wymagato postuzenia sig

technikami identyfikacji, ktére wymagalyby uwzglednienia tego

This paper presents fundamental definitions concerning fractional calculus typu zjawisk. Zaistniata zatem potrzeba stworzenia mechanizmu

as generalized definitions of fractional integral and derivative and their umozliwiajacego identyfikacje parametréw takiego materiatu

properties. It shows transformations and possibilities of using fractional
differential equation on a base of identification of parameters of PVDF
transducer and of a modified bismuth oxides Bi,03, leading to evaluate the
original function.

woparciu o matematyczny aparat utamkowych réwnan
rézniczkowych.

W artykule przedstawiony zostal model modyfikowanego
tlenku bizmutu i model materiatu PVDF oraz matematyczne
przeksztatcenia zalezno$ci pozwalajace na wyznaczenie funkcji
oryginalnej dla zatozonego modelu elektrycznego na podstawie
materialu PVDF [7]. Zaznaczy¢ nalezy iz w artykule pokazano
1. Wst ep implementacje rachunku ulamkowego i1 jego uzycie bez

- odnoszenia si¢ bezposrednio do wtasciwosci fizycznych
prezentowanych materiatéw, ktére sa opisane w literaturze [5-7].

Keywords: fractional derivative, fractional calculus,
identification

Utamkowy rachunek rézniczkowy, mimo ze jest skomplikowany
pod wzgledem przeksztalcen matematycznych a proces obliczen
jest zmudny i czasochtonny, wprowadza innowacyjno$¢ w jakos$ci
obliczen [1,2]. Zwigksza ich doktadno$¢ oraz ukazuje nowy
wymiar zjawisk, ktére nie moga by¢ opisane przez klasyczny
rachunek rézniczkowy. Moze zatem mie¢ szerokie zastosowanie
na przyktad w identyfikacji parametréw systeméw, a przez to
moze stuzy¢ do oceny ich jakosci, do szerszego opisania zjawisk
w materiatoznawstwie, wyznaczenia wiekszej doktadnosci w pracy.
pomiarach, itp. [6, 7].

Dopiero rozwdj techniki komputerowej objawiajacy si¢
zwigkszeniem wydajnosci obliczeniowej komputeréw pozwala na
stosowanie coraz to doktadniejszych i skomplikowanych technik
przetwarzania danych w réznorodnych procesach migdzy innymi

2. Podstawowe pojecia i wtasnosci

W rozdziale tym przedstawiono definicje i najwazniejsze
wlasnosci zwiazane z przeksztalceniami catek i pochodnych rzgdu
utamkowego. Wiasnosci te ulatwiaja przeksztalcenia zalezno$ci
catkowych badz rézniczkowych stosowanych w dalszej czg$ci

Definicja 1. Calka rzedu ulamkowego w sensie Riemanna-
Liouville

Dla wartosci rzeczywistych z>0 oraz f(t) dla t>0 bedaca funkcja
przedzialami ciagta na J’'=(0,0) i catkowalna na kazdym
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skonczonym podprzedziale z J=[0,), mozna zdefiniowa¢ catkg
rzgdu utamkowego z funkc;ji f(t) jako:

t
D7 (1) =$ [(t—e)* 't (e)de (1)
0

gdzie I'(z) jest funkcja gamma [1]. Przedzial catkowania (0,t)
dotyczy wszystkich rozpatrywanych zagadnien. Dla z=n, gdzie
n przyjmuje wartosci catkowite, otrzymuje si¢ zwykla catke
funkcji f(t).
Definicja 2. Pochodna rzedu ulamkowego w sensie Riemann-
Liouville

Niech u>0 i m bedzie najmniejsza liczba naturalng nie mniejsza
od U oraz z=m-u. Wéwczas pochodna rzgdu utamkowego w
(jezeli istnieje) funkcji f(t) dla t>0 jest zdefiniowana nastgpujaco:

Dt (t) = D™[D % (t)] 2)

Wz6r (2) wynika z m—krotnego zrézniczkowania wzoru (1), tak
aby uzyska¢ utamkowy rzad pochodnej réwny wartosci u. Przy
zalozeniu ze m=u, wtedy z=0 i posta¢ z wyrazenia (2) staje
si¢ prosta tozsamos$cia. Natomiast jezeli 1 jest dodatnig wartoscia
catkowita réwna p, wtedy pochodna DPf(t) moze istnie¢ dla t>0
nawet jesli funkcja f(t) nie spelnia definicji 1. Dla przyktadu niech
funkcja f(t) bedzie miata postac f(t)=t"'. W przypadku gdy funkcja
f(t) ma ciagla pochodna rzgdu p na J, to funkcja ta spetnia
definicjg 1 i z zaleznosci (3)

t
DPf () = DP*! [ (€)de = DPf (t) 3)

o

wynika, Zze wyrazenie (2) zgadza si¢ z definicja klasycznej
pochodnej [1, 2].

Wiasnosé 1.

Jesli D okre$la operatory catkowania badz rézniczkowania
wystegpujace w definicjach 1 i 2 oraz funkcje f(t) i g(t) speiniaja
wymagania sformutowane w definicjach 1 i 2, to dla kazdej
warto$ci o i B zachodzi zalezno$é:

Dloaf (1) +Bg(t)] = aDf (1) + BDg(t) “

Wiasnos¢ 2.

Niech funkcja f(t) bedzie spelniata wymagania sformutowane w
definicji 1 i niech w>0 oraz z>0, wtedy dla kazdego t>0
zachodzi zalezno$¢:

DD 1)] =D M P£(t) = D HD 4 (1)] 5)

Wiasnos¢ 3.
Niech f(t) bedzie ciagta na J i niech z>0, wtedy jezeli DPf(t)
spetnia wymagania sformutowane w definicji 1 to:

D P[DPF ()] =D f(1) - Q,(t,2) (0)
p-1 tz+k

gdzie: Q,(t,z)= D,

k
STz +k+1) Dt () @

Wiasnos¢ 4.
Niech p bedzie dodatnig liczba catkowita i niech funkcja postaci

pPlf (t) bedzie ciagta na J. Wtedy dlat>0 i z>0 zachodzi
zaleznos¢:

DP[D™*f(t)] = D™*[DPf ()] + Q, (t, 2~ p) (3)
p-1 tz—p-%—k
gdzie: Q,(t,z—p)= ), ——————D*(0) )

rol(z-p+k+1)

Wiasnosé 5.
Niech f(t) ma ciaglta pochodna na J. Niech p bedzie dodatnig
liczba catkowita i niech z > p, wtedy dla kazdego teJ:

DP[D ™ (1)]=D " Pf(1) 10
Wiasnosé 6.
Niech funkcja f(t) bedzie ciagta na przedziale [0, T] i niech g(t)
bedzie funkcja analityczna w przedziale [O,T], przy czym
te (O,T]. Woéwczas dla z>0 zachodzi zalezno$¢ zwana wzorem
Leibniza:

o

D (gt = Y (;Z][Dkg(t)]m”f(t)] (11

k=0

3. Implementacja utamkowego rachunku
rézniczkowego

Ponizsze przyklady pokazuja implementacj¢ utamkowego
rachunku rézniczkowego w zastosowaniu do modelowania
wlasciwosci materiatéw. Na rysunku 1 przedstawiono model
zastgpczy modyfikowanego tlenku bizmutu a na rysunku 2
materialu PVDF. Z uwagi na to iz modele te r6znia si¢ dodatkowa
potaczona réwnolegle rezystancja, do rozwazan wybrano
,-prostszy”” model opisujacy material PVDF. Przedstawiono zatem
przeksztalcenia  zwiazane z  ulamkowym  rachunkiem
rézniczkowym bazujacym na modelu elektrycznym materiatu
PVDF pozwalajace na wyliczenie funkcji oryginalnej dla
zatozonego modelu elektrycznego.

Rys. 1. Model zastgpczy modyfikowanego tlenku bizmutu.
Fig. 1. The equivalent circuit of the modified bismuth oxides.

Dla prezentowanego z rysunku 1 tlenku bizmutu model
matematyczny mozna zapisa¢ w nastgpujacy sposob:

L(b,D)y(t) =P(a,D)u(t) (12)
gdzie: u(t) — sygnat wejsciowy, y(t) —sygnat wyjsciowy,

L(b,D) = [le‘P” +b,D? +b;D?" +b,D+bsD? +b6J (13)

P(a,D)=[a;D*"! +a,D+a;D? +a4J (14)

Z kolei dla materialu PVDF podobnie jak dla tlenku bizmutu w
oparciu o literaturg [3, 4] oraz przeprowadzone pomiary [5, 6, 7]
zatozono model zastgpczy (bez udziatu rezystancji doprowadzen),
rysunek 2. W modelu tym oprécz elementéw R i C wprowadzono
niedebajowski element CPE [4, 7], ktérego transmitancja jest
okreslona nastgpujacym wyrazeniem:
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CPE(®) =T ! (jm)™®, (15)

przy czym wspétczynniki T i @€ (0,1) sa statymi. W szczeg6lnych
przypadkach: dla ¢=0, element CPE przyjmuje wiasciwosci
rezystancji, za$ gdy ¢=1 element CPE odpowiada pojemnosci.
Element CPE w modelu matematycznym przy przeksztatceniu

czasowym np. LLF! wprowadza pochodna utamkowa zapisana

W postaci — lub przy zapisie symbolicznym D y(t).
dt

Rys. 2. Model zastgpczy przewodu PVDF.
Fig. 2. The equivalent circuit of the PVDF cable.

W dziedzinie czasowej odpowiedz impulsowa tego modelu
wyrazona jest przez réwnanie rézniczkowe o pochodnej rzgdu
ulamkowego:

L(b,D)y(t) =P(a,D)u(t) (16)
gdzie:

L(b,D) = [le“’*z +b,D? +b;D! 4 b,D + b5D"’J (17)

P(a,D) = [a,D?*! +a2D+a3D“’+a4] (18)

Wspétczynniki a; oraz b; dla modelu elektrycznego materiatu
PVDF odpowiadaja odpowiednio:

bl = R2R3C1C2T

a; = R2R3C2T b2 _ R2C2C1

=R,C
2= bs = R3CT+R3C,T+R,C,T
2. =RAT 3 3%1 3%-2 2%-2
3 3 b4:C1+C2
a4=l b5=T

Nalezy zaznaczy¢, iz zalozony model odpowiadajacy
badanemu materiatowi PVDF jest prosty i oparty na sugestiach
literaturowych dotyczacych podobnych rodzajéw materiatéw [7].
Sprawdza si¢ on dla réznych temperatur i przy réznych sitach
nacisku. Mozna byloby zamiast zalozonego modelu stworzy¢
model oparty o elementy R, C, jednakze bylby to model bardzo
ztozony, trudny do analizy i mégtby nie odzwierciedla¢ zjawisk
zachodzacych w materiale [7].

Rozwigzanie tego réwnania elementarnymi przeksztatceniami
jest dos¢ skomplikowane. Wygodnie jest zatem postuzy¢ sig
przeksztalceniem Laplace’a [7], w wyniku ktérego mozna
uzyska¢ oryginat y(t). Oryginal ten bedzie réwnoczes$nie
rozwigzaniem rdéwnania rdézniczkowego o pochodnej rzedu
utamkowego (16). W przeksztalceniu Laplace’a réwnanie to
mozna zapisac¢ nastgpujaco:

Y(s) _ als(p+1 +ays+ass® +ay

U(s) - bls(p+2 + b252 + b3s(pJrl +bys+bss?

Z(s) = 19)

Zaktada si¢ iz ¢e (0,1). Dla ¢=0 albo ¢ =1 przedstawione
wyrazenie przyjmuje posta¢ zwyklego réwnania z pochodnymi
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stopnia naturalnego. Wytaczajac s® przed nawias w mianowniku
wyrazenia (19) uzyskuje sig:

as® +ars+ags® +ay

Z(s) = (20)
S(p(bls2 + b2$2_(p + b3Sl + b451_(p + bs)
Stosujac skrécony zapis, mozna przyjaé iz:
X(s) = (b;s> +bys> @ +bys! +bys!™? +bs) 1)

Wtedy wyrazenie (20) mozna przedstawi¢ jako sumg czterech
utamkoéw:

@+l ¢
Z(s) = aqs a,8 n ass " ay (22)
sPX(s) sPX(s) s®X(s) s®X(s)
ktérych skrécona posta¢ wyraza si¢ wzorem:
4
Z(s)=2.Z;(s) (23)
i=1
gdzie poszczegblne wyrazy Z;(s) sa zapisane jako:
a.
Z;(s) =—— 24
' s9X(s) @4)
przy czymdi: dl=-1; d2=¢-1; d3=0; d4=0¢;

Niech (p=% oraz k, n sa liczbami catkowitymi, przy czym

1\kp

k>n>0. Wtedy sP bedzie si¢ wyrazalo jako: sP=|sk | |

gdzie p przybiera wartosci potgg s z réwnosci (24).
1
Podstawiajac za sk =q , wielomian X(s) bedzie mozna zapisa¢
W postaci:

X(@) = (big™ +byq™ ™" +b3q" +b,q" " +bs) (25)
Mozna zatem utworzy¢ wielomian o nastgpujacej postaci:

f(y) = +a, ™ +ag(y)’ (26)

Przyréwnujac nastgpnie powyzszy wielomian do zera czyli
f(y) =0, stwierdza sig iz takie rownanie ma d pierwiastkow y; .

Woéwczas mozna je zapisa¢ w postaci skréconej:

d
fy=[1-y) 27

i=1

gdzie y; jest pierwiastkiem réwnania f(y)=0 o nastgpujacych
zalezno$ciach:

k
ZYi Yj=az

i=1 i,j=1G<))
2YiYjryi=-a Y Y =(-D"a,
i,j.1=1G<j<1)
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Niech istnieje utamek o postaci % , ktdéry da si¢ wyrazi¢ w
y
oparciu o przeksztalcenia réwnan (26, 27) nastgpujaco:
p(Y) __ p(y)
fy) £ ' 28
[To-v) 28)
i=l

Rozdzielajac na utamki proste utamek z réwnosci (28)
otrzymuje si¢ zapis:
d .
p(y) _ 1 p(yi) 7 (29)
fly) EDfyl-(y-yi)
K PO

D'f(y;)
Zatem stosujac rozbicie na utamki proste z wyrazen (23,24),

uwzgledniajac zapis z zalezno$ci (25) oraz podstawiajac za
1

sk =q otrzymuje sie:

gdzie utamek ———-—& R (jest warto$cia w punkcie y;)

@=—f a1 (30)

4 *“X() q* SD'X(@)-(q-q;)
a a, 2K 1
Z,(q) = 2“2 31
VU X@ " SDX(q) (q-qp) Gb
1
Z5(q) = 32
Y X *IZIDX(qo a-q)) G2
2k
Zy(@) = A ! (33)

“X(q) q" I3 D'X(qp) (g —q;)

. . . 1 .
Niech U(s) bedzie postaci U(s)=m-—. Zatem stosujac
S

~ =

_— . 1
powyzsze podstawienie za s (sX =q ) czyli U(q)= m-—-
q

do wyrazenia (19), wyrazenia (30-33) przyjma nastgpujace
postaci:

2k
m a ma 1
G R AL S S (34)
q q X(@ 9 iaDX(g) (q-q)
2k
m  a, ma, 1
Y (q) = - = (35)
Q“ " *X(@) q" SD'X(q)-(q-q;)
2k
ay _ mag 1
Y;(q) = T aD e T — (36)
q* X@ ¢~ SD'X(@q)-(q-qp)
a ma, 2X 1
Y4(q) = > 1 37)

Q"X(@ ¢S DX(q)-(q-q)

Majac peilny zapis dla transformaty Y(s), mozna wyliczy¢
funkcje¢ oryginalng y(t).
1
Ostatecznie podstawiajac za q=sk
transformat odwrotnych oraz funkcji E, przedstawionych w [1, 7],
funkcja oryginalna y(t) bgdzie miata postac:

przy zastosowaniu
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yO =LYy, LY, LYo+ LY, 60} (38)

gdzie:

"1{Y1(s)}—malZ[DXqu IE[ 1,qJ]J (39)

j=1 i=1 2 2

-1 & 2 i (i n o
LY, (s)}=ma, Y| DxYq} E{——H;qj} (40)

=1\ =l 2

2k
L_I{Y3(s)}=ma3Z(DXqu 'E ( g,qun (41)
j=1 =1

2k
L_I{Y4(s)}=ma4Z(Dx2ql IE( +¥,qu} (42)
prt

1

Dx=——— 43
D'X(a)) @

4. Podsumowanie
Przeprowadzone = powyzej  rozwazania  pomagaja W

doktadniejszym opisie wtasciwosci réznego rodzaju materialéw w
tym materialéw prezentowanych w niniejszym artykule.

Dzigki temu bgdzie mozna latwiej i precyzyjniej sterowac
procesami  technologicznymi  wytwarzania nowoczesnych
materialéw oraz kontrolowac ich parametry. Nalezatoby przy tym
zaznaczy¢, iz dzigki metodom identyfikacji mozna poszukaé
bardziej ztozonych modeli zastgpczych, ktére doktadniej by
odzwierciedlaty wilasciwosci modyfikowanego tlenku bizmutu.
Trzeba jednak stwierdzi¢, iz poszukiwanie rozbudowanych
modeli musi by¢ skorelowane z wiasciwosciami rzeczywistymi
rozpatrywanego obiektu.

Zastosowany model stanowi¢ begdzie podstawg do dalszych
badan oraz pozwoli na dokonanie wielu symulacji zachowan si¢
badanego materiatu dla réznych sygnatéw pobudzajacych.
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