
Tomasz JANICZEK, Janusz JANICZEK 
WYBRZE�E WYSPIA�SKIEGO 27    WROC�AW  
(INSTYTUT INFORMATYKI AUTOMATYKI I ROBOTYKI POLITECHNIKI WROC�AWSKIEJ) 
UL. B. PRUSA 53/55    WROC�AW  
(KATEDRA METROLOGII ELEKTRONICZNEJ I FOTONICZNEJ POLITECHNIKI WROC�AWSKIEJ) 

Implementacja u�amkowego rachunku ró�niczkowego do identyfikacji 
modeli systemów u�amkowych 

dr in�. Tomasz JANICZEK 

Adiunkt w Instytucie Informatyki Automatyki i 
Robotyki Politechniki Wroc�awskiej. Absolwent 
Wydzia�u Elektroniki w 1997 r. Obroni� prac�
doktorsk� w 2003 r. 
Zainteresowania dotycz� przetwarzania obrazów 
u�amkowego rachunku ró�niczkowego, �eglarstwa. 

e-mail: tomasz.janiczek@pwr.wroc.pl 

dr in�. Janusz JANICZEK 

Docent w Katedrze Metrologii Elektronicznej i 
Fotonicznej Politechniki Wroc�awskiej. Jest 
absolwentem Wydzia�u Elektroniki tej uczelni � 
rocznik 1979. Po uko�czeniu studiów pracowa� w 
Instytucie Metrologii Elektrycznej gdzie w 1976 r. 
obroni� prac� doktorsk�.
Jego zainteresowania dotycz� analogowych torów 
pomiarowych, przetworników A/C i C/A oraz 
mikrokontrolerów w zastosowaniu do aparatury 
pomiarowo-kontrolnej. 

e-mail: janusz.janiczek@pwr.wroc.pl 

Streszczenie 

W artykule omówiono podstawowe poj�cia zwi�zane z u�amkowym 
rachunkiem ró�niczkowym jak uogólnione definicje ca�ki i pochodnej 
rz�du u�amkowego oraz w�a�ciwo�ci przekszta�ce� z nimi zwi�zanych. 
Pokazano przekszta�cenia i mo�liwo�ci wykorzystania u�amkowego 
rachunku ró�niczkowego na bazie identyfikacji parametrów przetwornika 
PVDF i modyfikowanego tlenku bizmutu Bi2O3, pozwalaj�ce na 
wyliczenie funkcji oryginalnej. 

S�owa kluczowe: pochodna u�amkowa, u�amkowy rachunek 
ró�niczkowy, identyfikacja 

Implementation of fractional differential 
calculus to identify models of fractional 
systems 

Abstract 

This paper presents fundamental definitions concerning fractional calculus 
as generalized definitions of fractional integral and derivative and their 
properties. It shows transformations and possibilities of using fractional 
differential equation on a base of identification of parameters of PVDF 
transducer and of a modified bismuth oxides Bi2O3, leading to evaluate the 
original function. 

Keywords: fractional derivative, fractional calculus, 
identification 

1. Wst�p

U�amkowy rachunek ró�niczkowy, mimo �e jest skomplikowany 
pod wzgl�dem przekszta�ce� matematycznych a proces oblicze�
jest �mudny i czasoch�onny, wprowadza innowacyjno�� w jako�ci 
oblicze� [1, 2]. Zwi�ksza ich dok�adno�� oraz ukazuje nowy 
wymiar zjawisk, które nie mog� by� opisane przez klasyczny 
rachunek ró�niczkowy. Mo�e zatem mie� szerokie zastosowanie 
na przyk�ad w identyfikacji parametrów systemów, a przez to 
mo�e s�u�y� do oceny ich jako�ci, do szerszego opisania zjawisk 
w materia�oznawstwie, wyznaczenia wi�kszej dok�adno�ci w 
pomiarach, itp. [6, 7]. 

Dopiero rozwój techniki komputerowej objawiaj�cy si�
zwi�kszeniem wydajno�ci obliczeniowej komputerów pozwala na 
stosowanie coraz to dok�adniejszych i skomplikowanych technik 
przetwarzania danych w ró�norodnych procesach mi�dzy innymi 

w zastosowaniu nowego aparatu matematycznego, jakim jest 
u�amkowy rachunek ró�niczkowy. 

Okazuje si�, �e w badaniach materia�owych zastosowanie 
u�amkowego rachunku ró�niczkowego znacznie upraszcza 
budowanie modeli zast�pczych, co u�atwia analizy w�a�ciwo�ci 
materia�ów. U�ywaj�c klasycznych rozwi�za� nale�a�oby 
stosowa� niekiedy z�o�one aproksymacje modeli u�amkowych, 
skomplikowanymi rozwini�ciami R-C, co mo�e utrudni�
obliczenia a tym samym pogorszy� ich dok�adno��.

Jednym z przyk�adów zastosowa� jest materia�
piezoelektryczny PVDF wyprodukowany w celach 
eksperymentalnych w Instytucie Elektrotechniki oraz 
modyfikowany tlenek bizmutu Bi2O3 b�d�cy sk�adnikiem 
warystorów [5, 6, 7]. W trakcie bada� spektrometrii 
impedancyjnej autorzy stwierdzili, i� modele opisuj�ce
najpro�ciej w�a�ciwo�ci elektryczne wspomnianych materia�ów 
da si� wyrazi� w postaci u�amkowego równania ró�niczkowego. 
Znalezienie parametrów takiego modelu wymaga�o pos�u�enia si�
technikami identyfikacji, które wymaga�yby uwzgl�dnienia tego 
typu zjawisk. Zaistnia�a zatem potrzeba stworzenia mechanizmu 
umo�liwiaj�cego identyfikacj� parametrów takiego materia�u
w oparciu o matematyczny aparat u�amkowych równa�
ró�niczkowych.  

W artykule przedstawiony zosta� model modyfikowanego 
tlenku bizmutu i model materia�u PVDF oraz matematyczne 
przekszta�cenia zale�no�ci pozwalaj�ce na wyznaczenie funkcji 
oryginalnej dla za�o�onego modelu elektrycznego na podstawie 
materia�u PVDF [7]. Zaznaczy� nale�y i� w artykule pokazano 
implementacje rachunku u�amkowego i jego u�ycie bez 
odnoszenia si� bezpo�rednio do w�a�ciwo�ci fizycznych 
prezentowanych materia�ów, które s� opisane w literaturze [5�7]. 

2. Podstawowe poj�cia i w�asno�ci

W rozdziale tym przedstawiono definicje i najwa�niejsze 
w�asno�ci zwi�zane z przekszta�ceniami ca�ek i pochodnych rz�du
u�amkowego. W�asno�ci te u�atwiaj� przekszta�cenia zale�no�ci 
ca�kowych b�d� ró�niczkowych stosowanych w dalszej cz��ci 
pracy. 

Definicja 1. Ca�ka rz�du u�amkowego w sensie Riemanna-
Liouville 

Dla warto�ci rzeczywistych z>0 oraz f(t) dla t>0 b�d�c� funkcj�
przedzia�ami ci�g�� na J�=(0,�) i ca�kowaln� na ka�dym 



sko�czonym podprzedziale z J=[0,�), mo�na zdefiniowa� ca�k�
rz�du u�amkowego z funkcji f(t) jako: 
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gdzie ����(z) jest funkcj� gamma [1]. Przedzia� ca�kowania (0,t) 
dotyczy wszystkich rozpatrywanych zagadnie�. Dla nz � , gdzie 
n przyjmuje warto�ci ca�kowite, otrzymuje si� zwyk�� ca�k�
funkcji f(t). 
Definicja 2. Pochodna rz�du u�amkowego w sensie Riemann-
Liouville 

Niech �>0 i m b�dzie najmniejsz� liczb� naturaln� nie mniejsz�
od � oraz ��� mz . Wówczas pochodna rz�du u�amkowego �
(je�eli istnieje) funkcji f(t) dla t>0 jest zdefiniowana nast�puj�co: 
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Wzór (2) wynika z m�krotnego zró�niczkowania wzoru (1), tak 
aby uzyska� u�amkowy rz�d pochodnej równy warto�ci �. Przy 
za�o�eniu �e ��m , wtedy 0z �  i posta� z wyra�enia (2) staje 
si� prost� to�samo�ci�. Natomiast je�eli � jest dodatni� warto�ci�
ca�kowit� równ� p, wtedy pochodna DPf(t) mo�e istnie� dla t>0 
nawet je�li funkcja f(t) nie spe�nia definicji 1. Dla przyk�adu niech 
funkcja f(t) b�dzie mia�a posta� f(t)=t-1. W przypadku gdy funkcja 
f(t) ma ci�g�� pochodn� rz�du p na J, to funkcja ta spe�nia 
definicj� 1 i z zale�no�ci (3) 
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wynika, �e wyra�enie (2) zgadza si� z definicj� klasycznej 
pochodnej [1, 2]. 

W�asno�� 1. 
Je�li D okre�la operatory ca�kowania b�d� ró�niczkowania 
wyst�puj�ce w definicjach 1 i 2 oraz funkcje f(t) i g(t) spe�niaj�
wymagania sformu�owane w definicjach 1 i 2, to dla ka�dej 
warto�ci � i � zachodzi zale�no��:
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W�asno�� 2. 
Niech funkcja f(t) b�dzie spe�nia�a wymagania sformu�owane w 
definicji 1 i niech 0��  oraz 0z � , wtedy dla ka�dego 0t �
zachodzi zale�no��:
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W�asno�� 3. 

Niech f(t) b�dzie ci�g�a na J i niech 0z � , wtedy je�eli )t(fDp

spe�nia wymagania sformu�owane w definicji 1 to: 
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W�asno�� 4. 
Niech p b�dzie dodatni� liczb� ca�kowit� i niech funkcja postaci 

)t(fD 1p�  b�dzie ci�g�a na J. Wtedy dla 0t �  i 0z �  zachodzi 
zale�no��:
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W�asno�� 5. 
Niech f(t) ma ci�g�� pochodn� na J. Niech p b�dzie dodatni�
liczb� ca�kowit� i niech pz � , wtedy dla ka�dego Jt� :
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W�asno�� 6. 
Niech funkcja f(t) b�dzie ci�g�a na przedziale � �T,0  i niech g(t) 

b�dzie funkcj� analityczn� w przedziale � �T,0 , przy czym 

� �T,0t� . Wówczas dla 0z �  zachodzi zale�no�� zwana wzorem 
Leibniza: 
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3. Implementacja u�amkowego rachunku 
ró�niczkowego 

Poni�sze przyk�ady pokazuj� implementacj� u�amkowego 
rachunku ró�niczkowego w zastosowaniu do modelowania 
w�a�ciwo�ci materia�ów. Na rysunku 1 przedstawiono model 
zast�pczy modyfikowanego tlenku bizmutu a na rysunku 2 
materia�u PVDF. Z uwagi na to i� modele te ró�ni� si� dodatkow�
po��czon� równolegle rezystancj�, do rozwa�a� wybrano 
�prostszy� model opisuj�cy materia� PVDF. Przedstawiono zatem 
przekszta�cenia zwi�zane z u�amkowym rachunkiem 
ró�niczkowym bazuj�cym na modelu elektrycznym materia�u
PVDF pozwalaj�ce na wyliczenie funkcji oryginalnej dla 
za�o�onego modelu elektrycznego. 

Rys. 1. Model zast�pczy modyfikowanego tlenku bizmutu. 
Fig. 1. The equivalent circuit of the modified bismuth oxides. 

Dla prezentowanego z rysunku 1 tlenku bizmutu model 
matematyczny mo�na zapisa� w nast�puj�cy sposób: 

)t(u)Da(P)t(y)Db(L nn � (12) 

gdzie: u(t) � sygna� wej�ciowy, y(t) �sygna� wyj�ciowy,  
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Z kolei dla materia�u PVDF podobnie jak dla tlenku bizmutu w 
oparciu o literatur� [3, 4] oraz przeprowadzone pomiary [5, 6, 7] 
za�o�ono model zast�pczy (bez udzia�u rezystancji doprowadze�),
rysunek 2. W modelu tym oprócz elementów R i C wprowadzono 
niedebajowski element CPE [4, 7], którego transmitancja jest 
okre�lona nast�puj�cym wyra�eniem:  



��� ��� )j(T)(CPE 1 , (15) 

przy czym wspó�czynniki T i ��(0,1) s� sta�ymi. W szczególnych 
przypadkach: dla �=0, element CPE przyjmuje w�a�ciwo�ci 
rezystancji, za� gdy �=1 element CPE odpowiada pojemno�ci. 
Element CPE w modelu matematycznym przy przekszta�ceniu 

czasowym np. 11 F,L ��  wprowadza pochodn� u�amkow� zapisan�

w postaci �

�

dt

)t(yd
 lub przy zapisie symbolicznym )t(yD� .

Rys. 2. Model zast�pczy przewodu PVDF. 
Fig. 2. The equivalent circuit of the PVDF cable. 

W dziedzinie czasowej odpowied� impulsowa tego modelu 
wyra�ona jest przez równanie ró�niczkowe o pochodnej rz�du 
u�amkowego: 

)t(u)Da(P)t(y)Db(L nn � (16) 

gdzie: 
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Wspó�czynniki ai oraz bi dla modelu elektrycznego materia�u
PVDF odpowiadaj� odpowiednio: 
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Nale�y zaznaczy�, i� za�o�ony model odpowiadaj�cy 
badanemu materia�owi PVDF jest prosty i oparty na sugestiach 
literaturowych dotycz�cych podobnych rodzajów materia�ów [7]. 
Sprawdza si� on dla ró�nych temperatur i przy ró�nych si�ach 
nacisku. Mo�na by�oby zamiast za�o�onego modelu stworzy�
model oparty o elementy R, C, jednak�e by�by to model bardzo 
z�o�ony, trudny do analizy i móg�by nie odzwierciedla� zjawisk 
zachodz�cych w materiale [7]. 

Rozwi�zanie tego równania elementarnymi przekszta�ceniami 
jest do�� skomplikowane. Wygodnie jest zatem pos�u�y� si�
przekszta�ceniem Laplace�a [7], w wyniku którego mo�na
uzyska� orygina� y(t). Orygina� ten b�dzie równocze�nie 
rozwi�zaniem równania ró�niczkowego o pochodnej rz�du 
u�amkowego (16). W przekszta�ceniu Laplace�a równanie to 
mo�na zapisa� nast�puj�co: 
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Zak�ada si� i� )1,0(�� . Dla 0��  albo 1��  przedstawione 
wyra�enie przyjmuje posta� zwyk�ego równania z pochodnymi 

stopnia naturalnego. Wy��czaj�c �s  przed nawias w mianowniku 
wyra�enia (19) uzyskuje si�:
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Stosuj�c skrócony zapis, mo�na przyj�� i�:
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Wtedy wyra�enie (20) mo�na przedstawi� jako sum� czterech 
u�amków: 
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których skrócona posta� wyra�a si� wzorem: 
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gdzie poszczególne wyrazy Zi(s) s� zapisane jako: 
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Niech 
k
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0nk �� . Wtedy ps  b�dzie si� wyra�a�o jako: 
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gdzie p przybiera warto�ci pot�g s z równo�ci (24). 

Podstawiaj�c za qs k
1

� , wielomian X(s) b�dzie mo�na zapisa�
w postaci: 
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Mo�na zatem utworzy� wielomian o nast�puj�cej postaci: 
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Przyrównuj�c nast�pnie powy�szy wielomian do zera czyli 
0)y(f � , stwierdza si� i� takie równanie ma d pierwiastków iy .

Wówczas mo�na je zapisa� w postaci skróconej: 
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gdzie yi jest pierwiastkiem równania f(y)=0 o nast�puj�cych 
zale�no�ciach: 
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Niech istnieje u�amek o postaci 
)y(f

)y(p
, który da si� wyrazi� w 

oparciu o przekszta�cenia równa� (26, 27) nast�puj�co: 
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Rozdzielaj�c na u�amki proste u�amek z równo�ci (28) 
otrzymuje si� zapis: 
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Zatem stosuj�c rozbicie na u�amki proste z wyra�e� (23,24), 
uwzgl�dniaj�c zapis z zale�no�ci (25) oraz podstawiaj�c za 
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Niech U(s) b�dzie postaci 
s
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do wyra�enia (19), wyra�enia (30�33) przyjm� nast�puj�ce
postaci: 
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Maj�c pe�ny zapis dla transformaty Y(s), mo�na wyliczy�
funkcj� oryginaln� y(t).  

Ostatecznie podstawiaj�c za k
1

sq �  przy zastosowaniu 
transformat odwrotnych oraz funkcji Et przedstawionych w [1, 7], 
funkcja oryginalna y(t) b�dzie mia�a posta�:
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gdzie: 
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4. Podsumowanie 

Przeprowadzone powy�ej rozwa�ania pomagaj� w 
dok�adniejszym opisie w�a�ciwo�ci ró�nego rodzaju materia�ów w 
tym materia�ów prezentowanych w niniejszym artykule.  

Dzi�ki temu b�dzie mo�na �atwiej i precyzyjniej sterowa�
procesami technologicznymi wytwarzania nowoczesnych 
materia�ów oraz kontrolowa� ich parametry. Nale�a�oby przy tym 
zaznaczy�, i� dzi�ki metodom identyfikacji mo�na poszuka�
bardziej z�o�onych modeli zast�pczych, które dok�adniej by 
odzwierciedla�y w�a�ciwo�ci modyfikowanego tlenku bizmutu. 
Trzeba jednak stwierdzi�, i� poszukiwanie rozbudowanych 
modeli musi by� skorelowane z w�a�ciwo�ciami rzeczywistymi 
rozpatrywanego obiektu. 

Zastosowany model stanowi� b�dzie podstaw� do dalszych 
bada� oraz pozwoli na dokonanie wielu symulacji zachowa� si�
badanego materia�u dla ró�nych sygna�ów pobudzaj�cych. 
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