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Streszczenie

Modele obci��enia znajduj� zastosowanie  w badaniach estymatorów 
parametrów i charakterystyk sygna�ów, a tak�e w okre�laniu ich  
niepewno�ci. W publikacji przedstawiono modele obci��enia estymatora 
warto�ci �redniokwadratowej powodowanego kwantowaniem. Specjalne 
miejsce po�wi�cono  sygna�om poliharmonicznym oraz sygna�om 
poliharmonicznym z sygna�ami losowymi o rozk�adzie równomiernym, 
gaussowskim oraz trójk�tnym. 
        
S�owa kluczowe:  funkcja g�sto�ci prawdopodobie�stwa, funkcja 
charakterystyczna, warto�� �redniokwadratowa, obci��enie estymatora                                                     

Modeling of bias of mean square value 
estimator for selected signals

Abstract

Models of bias are used in  research of parameters and characteristics       
of signal estimators and in determination their uncertainties. In this article 
are presented models of mean square value estimator bias caused            
by quantization. Special attention is  paid to the poliharmonic signals 
and poliharmonic signals with uniform, Gaussian and triangular PDF 
signal. 

Keywords: probability density function, characteristic function, mean 
square value, estimator  bias

1. Wst�p                  

Modelowanie b��dów parametrów i charakterystyk sygna�ów 
powodowanych kwantowaniem wymaga znajomo�ci funkcji 
charakterystycznych badanych sygna�ów. Funkcje te mo�na
otrzyma� na podstawie ich funkcji g�sto�ci prawdopodobie�stwa.  

W literaturze mo�na znale�� wyra�enia opisuj�ce funkcje 
charakterystyczne oraz b��dy odpowiadaj�ce nielicznym 
sygna�om [1, 3, 4, 5]. 

W pracy przedstawione zosta�y wyniki analiz wp�ywu 
kwantowania na dok�adno�� wyznaczania warto�ci
�redniokwadratowej sygna�u sinusoidalnego, prostok�tnego, 
trójk�tnego, pi�okszta�tnego oraz sumy tych sygna�ów                   
z sygna�ami o rozk�adzie równomiernym, gaussowskim            
oraz trójk�tnym. 

Do generowania, weryfikacji i prezentacji b��dów kwantowania 
zastosowany zosta�, opracowany w �rodowisku LabWINDOWS®

program komputerowy [8]. Program ten umo�liwia m.in. 
generowanie jedno- i dwuwymiarowych funkcji g�sto�ci, jedno-    
i dwuwymiarowych funkcji charakterystycznych oraz modeli 
b��dów powodowanych kwantowaniem. 
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2. Podstawy teoretyczne

Przedstawienie zagadnienia wymaga znajomo�ci poj��
zwi�zanych z wyznaczaniem funkcji g�sto�ci
prawdopodobie�stwa, funkcji charakterystycznej, warto�ci 
�redniokwadratowej skwantowanego sygna�u oraz b��du
estymacji nazywanego obci��eniem estymatora warto�ci
�redniokwadratowej.  

Twierdzenie 1 
Je�li dana jest zmienna losowa T o g�sto�ci f(t)                     

i ró�nowarto�ciowa funkcja x=h(t), to nowa zmienna losowa X 
ma g�sto�� [2] 

                             � �� �
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gdzie h-1(x) jest funkcj� odwrotn� do h(t).  
Funkcja charakterystyczna jest transformat� Fouriera funkcji 

g�sto�ci prawdopodobie�stwa p(x) do dziedziny v ze zmian�
znaku. Dla jednowymiarowej ci�g�ej zmiennej losowej X jest ona 
równa [7] 
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natomiast dla zmiennej losowej X skokowej wyra�a si� wzorem 
[7] 
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gdzie S� jest zbiorem punktów skokowych rozk�adu.

Twierdzenie 2 (Widrowa) 
Je�eli funkcja charakterystyczna ma ograniczon� dziedzin�, tzn.  

                             � � �� -
q

2v0,=vx ��                             (4)  

gdzie � jest dowolnie ma�� liczb� dodatni�, to wszystkie istniej�ce 
momenty sygna�u x mog� by� wyznaczone z momentów 
skwantowanego sygna�u xq [9, 10]. 

Moment drugiego rz�du sygna�u x nazywany warto�ci�
�redniokwadratow� mo�e by� wyznaczony przez ró�niczkowanie 
funkcji charakterystycznej 
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Zgodnie z teori� kwantowania w warunkach spe�nienia 
za�o�enia twierdzenia 2 s�uszna jest zale�no�� [9, 10] 
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��cz�ca warto�� �redniokwadratow� E[x2]  sygna�u z jej 
estymatorem E[xq

2]  uzyskanym na podstawie sygna�u
skwantowanego.

Warto�� �redniokwadratowa skwantowanego sygna�u xq
przyjmuje posta� [5] 
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Gdyby zaistnia� warunek (4), to zale�no�� (7) przyj��aby posta�
(6), co oznacza, �e sk�adowa
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obci��enia przyj��aby warto�� równ� zero. 
            

3. Funkcje g�sto�ci
oraz funkcje charakterystyczne  
wybranych klas sygna�ów 

Z wyj�tkiem sygna�u prostok�tnego, którego obwiednia nie jest 
funkcj� ró�nowarto�ciow�, funkcje g�sto�ci rozk�adu warto�ci
sygna�ów poliharmonicznych obliczone zosta�y na podstawie 
twierdzenia 1. 

W pracy [8] wykazano, �e dla takich sygna�ów
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Rozwa�my dla przyk�adu sygna� trójk�tny o wype�nieniu 
�=0.5. Funkcj� odwrotn� do obwiedni tego sygna�u mo�na
wyrazi� wzorem 
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gdzie A jest amplitud� sygna�u. Ponadto  
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Korzystaj�c z (1), (9) i (11) funkcj� g�sto�ci sygna�u
trójk�tnego mo�na wyrazi� wzorem 
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T� sam� funkcj� g�sto�ci przypisa� mo�na sygna�owi
pi�okszta�tnemu. Przedstawione w artykule w�asno�ci b��dów 
kwantowania sygna�u trójk�tnego odpowiadaj� równie�
sygna�owi pi�okszta�tnemu.

W przypadku obwiedni sygna�u prostok�tnego, odpowiadaj�ca 
mu zmienna losowa X ma rozk�ad dyskretny o warto�ciach 
mi�dzyszczytowych przyjmowanych z prawdopodobie�stwem
zale�nym od wspó�czynnika wype�nienia ��[0, 1] tego sygna�u.

W tab. 1 zestawiono zale�no�ci na funkcje g�sto�ci i funkcje 
charakterystyczne sygna�ów, które by�y przedmiotem 
prowadzonych bada�, przy czym: 1 � odpowiada funkcji g�sto�ci 
i funkcji  charakterystycznej sygna�u o rozk�adzie równomiernym, 
2 � sygna�u o rozk�adzie gaussowskim, 3 � sygna�u o rozk�adzie 
trójk�tnym, 4 � sygna�u sinusoidalnego, 5 � sygna�u
prostok�tnego, 6-7 - sygna�u trójk�tnego lub pi�okszta�tnego,       
8 � sumy sygna�u sinusoidalnego i sygna�u o rozk�adzie 
równomiernym, 9 � sumy sygna�u sinusoidalnego i sygna�u          
o rozk�adzie gaussowskim, 10 � sumy sygna�u sinusoidalnego      
i sygna�u o rozk�adzie trójk�tnym, 11 � sumy sygna�u
prostok�tnego i sygna�u o rozk�adzie równomiernym, 12 � sumy 
sygna�u prostok�tnego i sygna�u o rozk�adzie gaussowskim,       
13 � sumy sygna�u prostok�tnego i sygna�u o rozk�adzie 
trójk�tnym, 14�15 � sumy sygna�u trójk�tnego                     
lub pi�okszta�tnego i sygna�u  o rozk�adzie równomiernym,       
16�17 � sumy sygna�u trójk�tnego lub pi�okszta�tnego  i sygna�u            
o rozk�adzie gaussowskim, 18�19 �  sumy sygna�u trójk�tnego 
lub pi�okszta�tnego i sygna�u o rozk�adzie trójk�tnym. 

Tab. 1. Funkcje g�sto�ci prawdopodobie�stwa i funkcje charakterystyczne 
Tab. 1. Probability density functions  and characteristic functions 

l.p. Funkcja g�sto�ci Funkcja charakterystyczna 
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4. Obci��enie estymatora warto�ci
�redniokwadratowej  

Korzystaj�c z zale�no�ci (8) mo�na dla sygna�ów o rozk�adzie 
równomiernym, gaussowskim oraz trójk�tnym obliczy� wzgl�dne 
obci��enia warto�ci �redniokwadratowej. S� one postaci  
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gdzie �=Ad/q oraz �=�n/q, indeks b��du odpowiada numerowi 
sygna�u w tab. 1. 

Obci��enie �sh wynikaj�ce z nieuwzgl�dnienia w wyniku 
pomiaru poprawki Shepparda mo�na wyrazi� zale�no�ci�
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Na rys. 1 przedstawiono wykresy � i �sh wzgl�dnego obci��enia 
estymatora warto�ci �redniokwadratowej sygna�u o rozk�adzie 
równomiernym, gaussowskim i trójk�tnym, wynikaj�cego            
z niespe�nienia warunku odtwarzalno�ci oraz niezastosowania 
poprawki Shepparda. Numer b��du odpowiada numerowi sygna�u
w tab. 1. 

Rys. 1. Wzgl�dne obci��enia estymatora warto�ci �redniokwadratowej sygna�u
o rozk�adzie równomiernym (1), gaussowskim (2) i trójk�tnym (3)   

Fig. 1.  Relative biases of the mean square value estimator for uniformly distributed 
signal (1), Gaussian signal (2)  and triangular pdf  signal (3)   

Niestety, równania (13) i (14) nie maj� rzeczywistych 
pierwiastków, co oznacza �e dla sygna�ów o rozk�adach 
równomiernym i gaussowskim nie mo�na odtworzy� warto�ci
E[x2] na podstawie E[xq

2] z dok�adno�ci� do poprawki Shepparda.  
Podobne rozumowanie mo�na przeprowadzi� dla sygna�u         

o trójk�tnej funkcji g�sto�ci. Je�li krok kwantowania jest równy 
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K
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to wzgl�dne obci��enie (15) jest równe zero, a wi�c zachodzi 
odtwarzalno�� warto�ci �redniokwadratowej na podstawie 
sygna�u skwantowanego z dok�adno�ci� do q2/12. 

Wzgl�dne obci��enia estymatora warto�ci �redniokwadratowej 
sygna�ów okresowych: sinusoidalnego, prostok�tnego               
oraz  trójk�tnego (pi�okszta�tnego) mo�na wyrazi� zale�no�ciami 
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gdzie �=A/q, J0 i J1 s� odpowiednio funkcjami Bessela pierwszego 
rodzaju rz�du 0 i 1, indeks b��du odpowiada numerowi sygna�u   
w tab. 1. 

Na rys. 2 przedstawiono przebiegi � i �sh wzgl�dnego 
obci��enia spowodowanego niespe�nieniem warunku 
odtwarzalno�ci oraz niezastosowaniem poprawki Shepparda. 

Rys. 2. Wzgl�dne obci��enie estymatora warto�ci �redniokwadratowej sygna�u
sinusoidalnego (4), prostok�tnego (5), trójk�tnego (pi�okszta�tnego) (6,7)  

Fig. 2.  Relative biases of the mean square value estimator for sinusoidal (4), square 
(5), triangular (and sawtooth) signal (6,7)  

Odmiennie ni� dla sygna�u trójk�tnego, dla sygna�ów 
sinusoidalnego i prostok�tnego obci��enie � mo�e przyjmowa�
warto�ci znacznie przewy�szaj�ce obci��enie �sh wynikaj�ce        
z nieuwzgl�dnienia poprawki Shepparda.  

Zmienne losowe odpowiadaj�ce sygna�om poliharmonicznym    
i losowym s� statystycznie niezale�ne, dlatego funkcja 
charakterystyczna ich sumy jest iloczynem funkcji 
charakterystycznych sk�adowych (tab. 1).  

Ni�ej przedstawiono modele odpowiadaj�ce wzgl�dnym 
obci��eniom warto�ci �redniokwadratowej sumy sygna�ów
poliharmonicznych i losowych o rozk�adzie równomiernym, 
gaussowskim i trójk�tnym. S� one postaci 



� dla sygna�u sinusoidalnego z sygna�em losowym o rozk�adzie 
równomiernym, gaussowskim i trójk�tnym 
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� dla sygna�u prostok�tnego z sygna�em losowym o rozk�adzie 
równomiernym, gaussowskim i trójk�tnym 
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� dla sygna�u trójk�tnego (pi�okszta�tnego) z sygna�em loso-
wym o rozk�adzie równomiernym, gaussowskim i trójk�tnym 
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Indeks b��du odpowiada numerowi sygna�u w tab. 1. 
Wyra�enia (21) � (29) nie s� znane z literatury. B�d� one 

przedmiotem dalszych bada�. Sygna�y losowe uj�te w tych 
modelach mog� by� uwa�ane jako ditherowe.  

Niestety, ograniczona obj�to�� pracy uniemo�liwi�a
przedstawienie graficznej reprezentacji modeli.  

5. Podsumowanie 

W artykule zaprezentowano funkcje g�sto�ci 
prawdopodobie�stwa oraz funkcje charakterystyczne wybranych  
sygna�ów poliharmonicznych, losowych oraz ich sumy. Na ich 
podstawie opracowano modele obci��enia warto�ci 
�redniokwadratowej sygna�ów.   

Wykazano m.in., �e dla sygna�ów o rozk�adach równomiernym 
i gaussowskim nie mo�na odtworzy�, z dok�adno�ci� do poprawki 
Shepparda, warto�ci E[x2] na podstawie E[xq

2]. Natomiast            
w przypadku sygna�u o rozk�adzie trójk�tnym i odpowiednio 
dobranym kroku kwantowania q taka mo�liwo�� istnieje. 

Dla sygna�ów poliharmonicznych oraz sumy sygna�ów 
poliharmonicznych i losowych obci��enie jest  t�umion�
oscylacyjn� funkcj� ilorazu amplitudy A i kroku  kwantowania    
q, zanikaj�c� szybciej dla sygna�ów ze sk�adow� losow�.

Przedstawione w pracy wyra�enia (21) � (29), nieznane            
z literatury, b�d� przedmiotem dalszych bada�. Autorzy maj�
nadziej�, �e analiza modeli b��dów dostarczy interesuj�cych 
wniosków z zakresu przetwarzania A/C z sygna�em ditherowym. 
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