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Streszczenie

Modele obciazenia znajduja zastosowanie w badaniach estymatorow
parametréow i charakterystyk sygnatow, a takze w okre$laniu ich
niepewnosci. W publikacji przedstawiono modele obciazenia estymatora
wartosci $redniokwadratowej powodowanego kwantowaniem. Specjalne
miejsce poswigcono  sygnatom poliharmonicznym oraz sygnatom
poliharmonicznym z sygnatami losowymi o rozktadzie réwnomiernym,
gaussowskim oraz trojkatnym.

Stowa Kkluczowe: funkcja gestosci prawdopodobienstwa, funkcja
charakterystyczna, warto$¢ sredniokwadratowa, obcigzenie estymatora

Modeling of bias of mean square value
estimator for selected signals

Abstract

Models of bias are used in research of parameters and characteristics
of signal estimators and in determination their uncertainties. In this article
are presented models of mean square value estimator bias caused
by quantization. Special attention is paid to the poliharmonic signals
and poliharmonic signals with uniform, Gaussian and triangular PDF
signal.

Keywords: probability density function, characteristic function, mean
square value, estimator bias

1. Wstep

Modelowanie blgdéw parametréw i charakterystyk sygnatow
powodowanych kwantowaniem wymaga znajomoS$ci funkcji
charakterystycznych badanych sygnatéw. Funkcje te mozna
otrzymac na podstawie ich funkcji gestosci prawdopodobienstwa.

W literaturze mozna znalez¢ wyrazenia opisujace funkcje
charakterystyczne oraz bledy odpowiadajace nielicznym
sygnatom [1, 3, 4, 5].

W pracy przedstawione zostaly wyniki analiz wplywu
kwantowania  na  doktadno$¢  wyznaczania  wartoSci
$redniokwadratowej sygnalu sinusoidalnego, prostokatnego,
trojkatnego,  piloksztaltnego oraz sumy tych sygnalow
z sygnalami o rozkladzie réwnomiernym, gaussowskim
oraz trojkatnym.

Do generowania, weryfikacji i prezentacji blgdow kwantowania
zastosowany zostal, opracowany w $rodowisku LabWINDOWS®
program komputerowy [8]. Program ten umozliwia m.in.
generowanie jedno- i dwuwymiarowych funkcji ggstosci, jedno-
i dwuwymiarowych funkcji charakterystycznych oraz modeli
btedow powodowanych kwantowaniem.

2. Podstawy teoretyczne

Przedstawienie zagadnienia wymaga znajomosci pojec

zwiazanych z wyznaczaniem funkcji gestosei
prawdopodobienstwa, funkcji  charakterystycznej, wartosci
$redniokwadratowej  skwantowanego sygnalu oraz bledu
estymacji nazywanego obcigzeniem estymatora  warto$ci
$redniokwadratowe;.

Twierdzenie 1

Jesli dana jest zmienna losowa T o gestosci f(t)
i roznowarto$ciowa funkcja x=h(t), to nowa zmienna losowa X
ma gestosé [2]

p(x)= f(0 (x)%

(M

gdzie h'(x) jest funkcja odwrotna do h(t).

Funkcja charakterystyczna jest transformata Fouriera funkcji
gestosci prawdopodobienstwa p(x) do dziedziny v ze zmiang
znaku. Dla jednowymiarowej ciagltej zmiennej losowej X jest ona
rowna [7]

®,(v)= [ peveras @

natomiast dla zmiennej losowej X skokowej wyraza si¢ wzorem

(7]

®,(v)= T P(E=x)er )

xeSE
gdzie S; jest zbiorem punktow skokowych rozktadu.

Twierdzenie 2 (Widrowa)
Jezeli funkcja charakterystyczna ma ograniczona dziedzing, tzn.

dJX(v):O, |v|22—”-5 )
q

gdzie € jest dowolnie mata liczba dodatnia, to wszystkie istniejace
momenty sygnalu x moga by¢ wyznaczone z momentow
skwantowanego sygnatu x4 [9, 10].

Moment drugiego rzedu sygnatlu x nazywany wartoscia
$redniokwadratowa moze by¢ wyznaczony przez rézniczkowanie
funkcji charakterystycznej
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ALY )
dxz v=0
Zgodnie z teoria kwantowania w warunkach spelnienia
zatozenia twierdzenia 2 stuszna jest zaleznosc¢ [9, 10]

Bl )- o ©

laczaca warto$¢ $redniokwadratowa E[x’] sygnalu z jej
estymatorem E[xq2] uzyskanym na podstawie sygnatu
skwantowanego.

Warto$¢  $redniokwadratowa skwantowanego sygnalu xq
przyjmuje postaé [5]

plii]- Bl )+ L ™)
g o 2, (_l)m qz . 2. (_1)1
i#0 i#0

Gdyby zaistniat warunek (4), to zaleznos¢ (7) przyjelaby postaé
(6), co oznacza, ze sktadowa

b:E[xg]—E[xz]—% ®)
_1 o Zl (_UHI qz » (2l (—lji
i#0 i#0

obciazenia przyjetaby warto$¢ rowna zero.

3. Funkcje gestosci
oraz funkcje charakterystyczne
wybranych klas sygnatéw

Z wyjatkiem sygnatu prostokatnego, ktérego obwiednia nie jest
funkcja réznowartosciowa, funkcje gestosci rozktadu wartosci
sygnatow poliharmonicznych obliczone zostaly na podstawie
twierdzenia 1.

W pracy [8] wykazano, ze dla takich sygnatow

SO (x)=" ®

Rozwazmy dla przykladu sygnal tréjkatny o wypelnieniu
2=0.5. Funkcj¢ odwrotna do obwiedni tego sygnalu mozna
wyrazi¢ wzorem

-1 — (10)
Wi(x)= 24 a)
gdzie A jest amplitudg sygnalu. Ponadto
a_ (an
dx| 24w

Korzystajac z (1), (9) (11) funkcje gestosci sygnatu
trojkatnego mozna wyrazi¢ wzorem

_ 1 (12)
p(x)= Y

Te¢ sama funkcje gestosci przypisa¢é mozna sygnatowi
pitoksztaltnemu. Przedstawione w artykule wlasnosci bledow
kwantowania  sygnalu  tréjkatnego odpowiadaja  réwniez
sygnatowi pitoksztaltnemu.
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W przypadku obwiedni sygnatu prostokatnego, odpowiadajaca
mu zmienna losowa X ma rozklad dyskretny o warto$ciach
migdzyszczytowych przyjmowanych z prawdopodobienstwem
zaleznym od wspodtczynnika wypetnienia A€ [0, 1] tego sygnatu.

W tab. 1 zestawiono zalezno$ci na funkcje ggstosci i funkcje
charakterystyczne  sygnalow, ktore byly  przedmiotem
prowadzonych badan, przy czym: 1 — odpowiada funkcji ggstosci
i funkcji charakterystycznej sygnatu o rozktadzie réwnomiernym,
2 — sygnalu o rozktadzie gaussowskim, 3 — sygnatu o rozkladzie

trojkatnym, 4 — sygnalu sinusoidalnego, 5 — sygnatlu
prostokatnego, 6-7 - sygnatu trojkatnego lub pitoksztattnego,
8 — sumy sygnatlu sinusoidalnego 1 sygnalu o rozkladzie

rownomiernym, 9 — sumy sygnatu sinusoidalnego i sygnalu
o rozkladzie gaussowskim, 10 — sumy sygnatlu sinusoidalnego
i sygnatu o rozkladzie trojkatnym, 11 — sumy sygnatu
prostokatnego i sygnatu o rozktadzie réwnomiernym, 12 — sumy
sygnatu prostokatnego i sygnalu o rozkladzie gaussowskim,
13 — sumy sygnalu prostokatnego 1 sygnatlu o rozktadzie
trojkatnym, 14-15 - sumy sygnatu trojkatnego
lub piloksztattnego i sygnatu o rozkladzie réwnomiernym,
16-17 — sumy sygnatu trojkatnego lub pitoksztaltnego i sygnatu
o rozktadzie gaussowskim, 18-19 — sumy sygnalu trojkatnego
lub pitoksztattnego i sygnatu o rozktadzie trojkatnym.

Tab. 1.  Funkcje gestosci prawdopodobiefistwa i funkcje charakterystyczne

Tab. 1.  Probability density functions and characteristic functions
Lp. Funkcja ggsto$ci Funkcja charakterystyczna
1 p(x)z{lt/)zA,,, x| < 4, . (v)= sin( A;v)
,  pozatym Ay
2 | o= O_njﬁ exp[—o.s[f”j ] ®,(v)= exp(-0.5v*67)
1 M M<A 2—-2cos(A,v)
3| plv)=14 ®(v)=—
d A%y
0, pozatym ¢
o
4 T @ (v)=J,(A4v)
1-4, x=-4 @ (v)=(1-A) ™
5 A, x=4 + e’ = cos(Av)
0, pozatym +j[(2a-1)sin(an)} j=v-1
6 { /24, |x<4 . (v)= sin( Av)
7 poza tym Av
8 _ ( ) Jo( Av )M
A
9 - @X(V)=JO(Av)exp(—O.szof)
10 ; (1) = Jy Av) 2= 2ECAY)
Av
D (v) = {cos(Av)
H i + /24— 1)sin(av)]} AN
Ay
@ (v)={cos( Av)
12 - ; Nes
+ j[2A-1)sin(4v)]}exp(=0.5v>c %)
@ (v)={cos( Av)
13 ) +jl2a- 1)sm(Av)]}w
Ay
14 @ (v): sin( Av)sin( A,v)
15 ) ! 4,4
16 _ sin(Av) N ea2
17 - D, (v) = exp(—0.5v?0?)
18 i @Y(V): sin( Av) 2—2cos(A,v)
19 ’ Av Av?
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4. Obciazenie estymatora wartosci
sredniokwadratowej

Korzystajac z zaleznosci (8) mozna dla sygnatow o rozktadzie

réwnomiernym, gaussowskim oraz trojkatnym obliczy¢ wzgledne
obciazenia warto$ci $redniokwadratowej. Sa one postaci

6(a)= 32(—0{[%(0:)1)3 sin(2ria)- (é(a)*)z Cos(z,ﬂa)} (13)
5(f)= 22(—1)" expl- Z(m'ﬂ)Z]{Z + ;[;(ﬂ)I:r} (14)

Si(a)= 62{—1/‘&) (a)’j{— sin(mia)+ (@) (1s)
_ %i(a)" cos(ZﬂiOt)}

el

gdzie a=A4/q oraz f=c,/q, indeks bledu odpowiada numerowi
sygnatu w tab. 1.

Obciazenie Jy, wynikajace z nieuwzglednienia w wyniku
pomiaru poprawki Shepparda mozna wyrazi¢ zalezno$cia

5y == (16)

Na rys. 1 przedstawiono wykresy & i oy, wzglednego obciazenia
estymatora wartosci $redniokwadratowej sygnalu o rozkladzie
robwnomiernym, gaussowskim 1 trojkatnym, wynikajacego
z niespelnienia warunku odtwarzalnosci oraz niezastosowania
poprawki Shepparda. Numer blgdu odpowiada numerowi sygnatu
w tab. 1.

20 Ssh Lox)
10— Sshled
L~ %h ()
|:| - — _h T L S
2. (5]
-10 s
ALY
-20
0z 0.4 06 03
o B

:%,KGN\{O} a7

to wzgledne obciazenie (15) jest rdwne zero, a wigc zachodzi
odtwarzalno$¢ wartosci  $redniokwadratowej na podstawie
sygnatu skwantowanego z doktadnoscia do q*/12.

Wzgledne obcigzenia estymatora wartosci $redniokwadratowej
sygnatow okresowych: sinusoidalnego, prostokatnego
oraz trojkatnego (pitoksztattnego) mozna wyrazi¢ zalezno$ciami

54(”_4;(-1){5@v,um»g[gmIIJO(zm)] 9

Si(y)= 2ﬁ(—1)‘[é (r)" sin(27iy)

(7)’1J2 cos(2iy }122( o {1 (; (y)*’jz

i=1

_zjsm(zm)_é(y)*[i_1)605(2711-7)

50

(19)

(
(

=310 (507" stasn () astr) |20

|~
|~

SRS

gdzie y=A/q, Jo 1 J; sa odpowiednio funkcjami Bessela pierwszego
rodzaju rzedu 0 i 1, indeks btgdu odpowiada numerowi sygnatu
w tab. 1.

Na rys. 2 przedstawiono przebiegi & i1 Jy wzglednego
obciazenia spowodowanego niespetnieniem warunku
odtwarzalno$ci oraz niezastosowaniem poprawki Shepparda.

Y
=

Bk (YD Agh (V) &gp ()
5.7 4 5

e

§ -

8 (71 (1) 401

)
T

1 2 4 Tﬁ a 10

Rys. 2. Wzgledne obciazenie estymatora warto$ci sredniokwadratowej sygnatu
sinusoidalnego (4), prostokatnego (5), trojkatnego (pitoksztattnego) (6,7)

Fig. 2. Relative biases of the mean square value estimator for sinusoidal (4), square
(5), triangular (and sawtooth) signal (6,7)

Rys. 1. Wzgledne obciazenia estymatora warto$ci $redniokwadratowej sygnatu
o rozktadzie rownomiernym (1), gaussowskim (2) i trojkatnym (3)

Fig. 1. Relative biases of the mean square value estimator for uniformly distributed
signal (1), Gaussian signal (2) and triangular pdf signal (3)

Niestety, rownania (13) 1 (14) nie maja rzeczywistych
pierwiastkow, co oznacza ze dla sygnatow o rozkladach
roéwnomiernym i gaussowskim nie mozna odtworzy¢ wartosci
E[x’] na podstawie E[qu] z doktadnoscia do poprawki Shepparda.

Podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla sygnatu
o trojkatnej funkcji gestosci. Jesli krok kwantowania jest rowny

Odmiennie niz dla sygnatu trojkatnego, dla sygnatéw
sinusoidalnego i prostokatnego obciazenie & moze przyjmowaé
warto$ci znacznie przewyzszajace obciazenie Jgy wynikajace
z nieuwzglednienia poprawki Shepparda.

Zmienne losowe odpowiadajace sygnatom poliharmonicznym
i losowym sa statystycznie niezalezne, dlatego funkcja
charakterystyczna ich  sumy jest iloczynem  funkcji
charakterystycznych sktadowych (tab. 1).

Nizej przedstawiono modele odpowiadajace wzglednym
obcigzeniom wartosci $redniokwadratowej sumy sygnatow
poliharmonicznych i losowych o rozkladzie réwnomiernym,
gaussowskim i trojkatnym. Sg one postaci
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e dla sygnalu sinusoidalnego z sygnatem losowym o rozktadzie
réwnomiernym, gaussowskim i trojkatnym

5(7)=23( z)J(zmysmzm)(Lj @ on

i=1 m

&_mg(m jz;ﬂ
59(7)222(_1/{{( BlrY ( ” (27i7)  (22)

+ 200" )| el 25 ]

8u(7)=23(-1) [g(a)’z )", (zm){M

Jo(2m7) (23)
_ J,(Zm'}/)c
Jn(sz)

0s(27zia)— sin(Zm'a)(}/)fI a+ ;(7)4 L

- % (;/)’1 écos(Zm’a)}

e dla sygnatu prostokatnego z sygnatlem losowym o rozktadzie
réwnomiernym, gaussowskim i trojkatnym

(sll(y)::z](—l)(i)z(y)*z cos(2y Jsin(27c )y (c)

(24)
(Zmy)—ctg(Zma +— :|+JZ( D' [ ]
. (2/1 - l)sin(Zizi;/)sin(Z/zia)[% ()" - ]/(0:)71 ctg(27iy)
- ctg(272i a)]
821 =22 cos(eaty)expl-20aip) 1) sy
=l (25)

i=1

+% ﬂg(zmy)%&) } j2i(—1)‘ sin(27iy)

el Z(mﬁ)Zky)2(u—1{z(ﬂ)2—;mg(zm)+§(gjz}

300= 50 L] 0 @) cosemn20)' @)

Li-cosorial+ @) il -cosaall- () g
s} j(u—lxy)*w
sin2an)30) (@) Ll -costzma)ls (@)

. ctg(27zi7/)[cos(27zia) - 1] ~()" sin(Zm'a)}

1
i

e dla sygnatu trojkatnego (pitoksztattnego) z sygnatem loso-
wym o rozkladzie rownomiernym, gaussowskim i trojkatnym

1) =330~ L] 0 @) sl sz 2

.[%é—yctg(Zﬂiy)—actg(Zﬂm)}
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Sy y(A)= 32(71 ) é(;t)’f sin(2ai2)exp|- 2(mip) | 08)

: { 2p) + &)Z - é ﬂctg(2m'/'t):l

5]&]9(7)=3i(—1)" i 4(;/)’2(05)’2 sin(Zm'}/ lctg(27z’i;/)
i=1 (mj . >{2 (29)
. [cos(Zm'a)— 1]— 5(7)7' asin(2ra)+(y)"

-%[1 - cos(2ﬂia)]}

Indeks btedu odpowiada numerowi sygnatu w tab. 1.

Wyrazenia (21) — (29) nie sa znane z literatury. Beda one
przedmiotem dalszych badan. Sygnaly losowe ujgte w tych
modelach moga by¢ uwazane jako ditherowe.

Niestety, ograniczona  objgtos¢ pracy  uniemozliwita
przedstawienie graficznej reprezentacji modeli.

5. Podsumowanie

w artykule zaprezentowano funkcje gestosci

prawdopodobienstwa oraz funkcje charakterystyczne wybranych
sygnalow poliharmonicznych, losowych oraz ich sumy. Na ich
podstawie  opracowano  modele  obciazenia  wartosci
sredniokwadratowej sygnatow.

Wykazano m.in., ze dla sygnatow o rozktadach réwnomiernym
i gaussowskim nie mozna odtworzy¢, z doktadnoscia do poprawki
Shepparda, wartosci E[x’] na podstawie E[xqz]. Natomiast
w przypadku sygnalu o rozkladzie trojkatnym i odpowiednio
dobranym kroku kwantowania q taka mozliwo$¢ istnieje.

Dla sygnatow poliharmonicznych oraz sumy sygnalow
poliharmonicznych i losowych obciazenie jest tlumiong
oscylacyjng funkcja ilorazu amplitudy A i kroku kwantowania
q, zanikajaca szybciej dla sygnalow ze sktadowa losowa.

Przedstawione w pracy wyrazenia (21) — (29), nieznane
z literatury, beda przedmiotem dalszych badan. Autorzy maja
nadziej¢, ze analiza modeli bigdow dostarczy interesujacych
wnioskow z zakresu przetwarzania A/C z sygnatem ditherowym.
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