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Streszczenie

Praca dotyczy optymalnego ksztaltowania ciaglych belek zelbetowych
o przekroju prostokatnym. W artykule skupiono si¢ na optymalnym dobo-
rze wysokosci przekroju poprzecznego przy ustalonej dtugosci, szerokosci,
stopniu zbrojenia elementu oraz przy okre$lonych obcigzeniach zewngtrz-
nych. Formulujac zagadnienie za pomoca prostych funkcji oraz stosujac
petle obliczeniowe mozliwe byto przeprowadzenie wielokrotnych obliczen
optymalizacyjnych oraz podanie zalecen projektowych optymalnego
doboru wysokosci wieloprzgstowych belek zelbetowych.

Stowa Kkluczowe: optymalizacja konstrukcji, metoda gradientowo-
iteracyjna, belka zelbetowa.

Finding the optimal height of a multi-span
reinforced concrete beam with rectangular
cross-section

Abstract

This paper concerns the optimal modeling of multi-span reinforced
concrete beams with rectangular cross-section. It focuses on the selection
of the optimal height of the cross-section at a fixed length, width, level of
reinforcement of the element and the set of external loads. The analysis of
the issue was formulated in accordance with the existing European design
standards. The paper describes the gradient-iterative optimization method,
outlines its basic assumptions and illustrates the general use of this
method. The method makes it possible to quickly obtain optimal results
using universally-available programming. In addition, the method makes it
possible to find optimal solutions without the use of complicated
mathematical formulas. By formulating the task with the help of simple
functions and carrying out calculation loops it was possible to conduct
multiple optimization calculations and specify design recommendations
for the optimal selection of height of statically indeterminate reinforced
concrete beams.

Keywords: structure optimization, gradient-iterative method, reinforced
concrete beam.

1. Wstep

Ze wzgledu na powszechno$¢ i skalg stosowania, przy projek-
towaniu zelbetowych belek nalezy zwroci¢ szczegdlng uwage na
dobér wymiaréw przekroju poprzecznego oraz ilosci zastosowa-
nego zbrojenia. Projektujac ekonomicznie, przed przystapieniem
do obliczen, nalezy szczegdétowo przeanalizowaé koszty zwigzane
z wykonaniem danego elementu w konkretnej inwestycji.

Nie w kazdym przypadku element optymalny bedzie cechowat
si¢ minimalnym zuzyciem stali zbrojeniowej. Kazdy wykonawca
jest wstanie okresli¢ optymalny pod wzgledem ekonomicznym
stopien zbrojenia belki, ktory bedzie minimalizowal wypadkowa
wszystkich kosztow zwigzanych z wykonaniem elementu.

W pracy skupiono si¢ na optymalnym doborze wysokosci pig-
cioprzestowej belki przy zatozonym stopniu zbrojenia oraz ustalo-
nych warunkach obciazeniowych.

Do znalezienia rozwigzania optymalnego postuzono si¢ gra-
dientowo-iteracyjng metoda optymalizacji. Analizowane zagad-
nienie zostatlo sformutowane w zgodzie z obowigzujacymi nor-
mami projektowymi.

2. Algorytm obliczeniowy
Zalozenia obliczeniowe:

Analizie podlega pigcioprzestowa jednokierunkowo zginana
belka zelbetowa o przekroju prostokatnym. Ponizej na rysunku

pokazano schemat statyczny, przekrdj poprzeczny oraz uklad sit
zewnegtrznych.

Rys. 1. Schemat statyczny, przekroj poprzeczny oraz uktad sit zewnetrznych
Fig. 1. Static diagram, cross-section and configuration of external forces

Faza I obcigzenia uwzglednia ci¢zar wlasny elementu g, oraz
obcigzenie state g. Fazy II=VII opisuja obcigzenie zmienne
w roznych przypadkach obliczeniowych. W analizowanym przy-
ktadzie zalozono 7 kombinacji obliczeniowych (C1 + C7) po-
szczegodlnych faz obcigzenia:

Cl=F

C2=F +Fy

C3=K+Fy

C4=F+Fy O
C5=F+Fy

C6 =F +Fy

C7=F+Fyy

gdzie:
Fr.y; — faza obcigzeniowa

Metoda elementéw skonczonych w analizowanym problemie:

Rozwazang belke opisano stosujac metode elementoéw skonczo-
nych. Belk¢ zdyskretyzowano na elementy skonczone
o stalej (w obrgbie jednego elementu) sztywno$ci EI(b) oraz stalej
dhugosei Ly

Zdefiniowano macierz sztywnosci (2) oraz zbudowano macierz
Boole’a dla n elementéw skonczonych (3).
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B =
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gdzie:
top" — fragment macierzy topologii
n-temu elementowi skonczonemu.

odpowiadajacy

Funkcja (4) opisuje wprowadzong macierz topologii dla » ele-
mentdéw skonczonych.

foriel.n
top = top;; =i “)
fop;, =i+l

Zapis macierzowy (3) definiuje macierz Boole’a dla dowolnego
i-tego elementu skofnczonego, co umozliwia pdzniejsza automaty-
zacj¢ obliczen dla dowolnej liczby elementow.

Dla kazdego wezta okreslono dwie sity weztowe: sile pionowa
oraz moment zginajacy. Wektor sit wezlowych dla n elementow
skonczonych ma wymiar 2(n+1). W analizowanym przykladzie
w wektorze sit weztowych niezerowa warto$¢ przyjmuje tylko
wiersz odpowiadajacy sile pionowej przypisanej do ostatniego
wezta (wiersz 2n+1).

Agregacja macierzy sztywnosci:

K=Y B'K B, )

gdzie:
K.; — macierz sztywnosci obliczona zgodnie z rGwnaniem
(2) dla i-tego elementu skonczonego
B; — macierz Boole’a dla i-tego elementu skonczonego.

Definicja wektoréw zastgpnikéw obciazenia liniowego:

qLgs
2

2
qLgs

ZlaLes)=| 7 ©)
2

2
—qLgs
12

gdzie:
q — obcigzenie liniowe
Lgg — dlugo$¢ elementu skoniczonego

Agregacja wektorow zastepnikow:

z=Y Bz, ()
i=1

gdzie:
Z.; — wektor zastepnikow obcigzenia liniowego obliczony
zgodnie z roéwnaniem (6) dla i-tego elementu skon-
czonego

Warunki brzegowe opisano wektorem (8):

w =1
w, =0
forie 2...(n +1)
if ((=1)Lgs =Iy)v
((l Dlgs =L+ Ly)v

h ((’ 1) ES—L1+L2+L3) ®

((z Digs =L+ Ly + Ly + Ly + Ls)
0 otherwise
Wino =0

Rozwiazanie uktadu rownan oraz obliczenie wektorow przemiesz-
czen dla elementow skonczonych wynika z rownania rownowagi:

waQ = wa ©)

gdzie:
Q- wektor przemieszczen weztowych,
Kyp —macierz sztywnosci uwzgledniajagca warunki brze-
gowe,
Swb — wektor obcigzen wezlowych uwzgledniajacy warun-
ki brzegowe.

Funkcje opisujace stany graniczne analizowanej belki:
a) Stan graniczny nosnosci: zginanie

W pierwszej kolejnosci nalezy wyznaczy¢ zasieg efektywnej
wysokosci strefy $ciskanej & W betonie.

ﬁ(fck) Agfya — Ao Sya
0.8 £.4bh

Sett = (10)

Jezeli spetniony jest warunek e < Eoprpim to zbrojenie A, jest w
pemi wykorzystane. Natomiast jezeli &epr > Copriim to zbrojenie A
nie jest w pelni wykorzystane.

Nosénos¢ elementu zginanego opisuje funkcja (11):

if geff = feffhm
Mgy = Ay (d —ay)fyq if & <2 ;

Mpy =St (1 = 0,584 )dzbfcd +

11
+ A, (d -a, )fyd otherwise (an

otherwise

{'A/[Rd = é:eff.lim (l - O’Sgeff.lim )dzbfcd
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gdzie (oznaczenia w funkcjach 101 11):
ay, b, d — wymiary geometryczne okreslone na rysunku nr 1
fea — obliczeniowa wytrzymatos¢ betonu na $ciskanie
fe— charakterystyczna wytrzymato$§¢ betonu na $ciskanie
Jya— obliczeniowa granica plastycznoSci stali zbrojeniowe;j
Afoa) ~ wspolczynnik okreslajacy efektywna wysokosé
strefy $ciskanej (opisany formuta (12))

0 if fy <50MPa
Mfiy)=0,8-1 fi —50 MPa

400 MPa

(12)

otherwise

b) Stan graniczny no$nosci: Scinanie

Poniewaz analizowany w pracy problem dotyczy optymalnego
doboru wysokosci przekroju poprzecznego przy zalozonym stop-
niu zbrojenia podtuznego nie wymiarowano zbrojenia poprzecz-
nego.

Sprawdzeniu podlega tylko no$nos¢ przekroju ze wzgledu na
Sciskanie betonu powstajace przy $cinaniu w elementach zgina-
nych (funkcje 13 i 14). Warunek (14) musi zosta¢ spetniony, gdyz
w przeciwnym przypadku dosztoby do zmiazdzenia betonu.

=06 1-— Lo (13)
250 MPa

VEd = O,de lﬂl‘cd (14)

¢) Stan graniczny uzytkowania: ugiecia

Graniczny moment rysujacy okresla rownanie (15).

h2
Mcr = .f;:tmb? (15)

Sztywno$¢ elementu zelbetowego w funkcji granicznego mo-
mentu rysujacego przedstawia funkcja (16).

if Mk > Mcr
Ec.cffIII
B, = 2 (16)
1= e | [1-10
Mk 11
otherwise
{Ec.effll

gdzie:
p1 — wspolezynnik zalezny od przyczepnosci pretow
P> — wspodlezynnik zalezny od czasu dziatania i
powtarzalnosci obciazenia

E. . — efektywny modut sprezystosci betonu

I; — sprowadzony moment bezwtadnosci w fazie |
(przekroju niezarysowany)

I— sprowadzony moment bezwtadnosci w fazie 11
(przekroju zarysowany)

My — charakterystyczny moment zginajacy

Ugigcie elementu zelbetowego wyznacza si¢ za pomoca
funkcji (17).

M,
a=ak—3f off (17)

o0
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gdzie:
oy — wspotczynnik zalezny od uktadu obcigzen i
schematu statycznego

d) Stan graniczny uzytkowania: rysy

Szeroko$¢ rozwarcia rys uko$nych przy podporach $cisle zalezy
od przyjetego rozstawu strzemion. Poniewaz zadanie optymaliza-
cyjne nie uwzglednia wymiarowania zbrojenia poprzecznego
pominigto sprawdzenie szerokosci rozwarcia rys uko$nych.

Szeroko$¢ rozwarcia rys prostopadtych wyznacza si¢ za pomo-
cg rownania (18):

2
M
Wi :ﬂsrm%: l_ﬂlﬂ{MiJ (18)

gdzie:

p — wspodlczynnik wyrazajacy stosunek obliczeniowej
szerokos$ci rysy do szerokosci $redniej,

o, — naprezenie w zbrojeniu rozcigganym, obliczonym
w przekroju przez ryse,

E; — modut sprezystosci stali zbrojeniowe;j,

Sim — $redni rozstaw rys wyznaczony zgodnie z rownaniem
(19).

T

gdzie:
¢ — S$rednica preta, mm
pr — efektywny stopien zbrojenia
ki — wspolczynnik zalezny od przyczepnos$ci pretow
ky — wspolczynnik zalezny od rozkladu odksztalcen
w strefie rozciagane;j

Optymalizacja:

Zastosowana w obliczeniach metoda stanowi potaczenie meto-
dy gradientu prostego oraz iteracyjnego rozwigzania sformutowa-
nego problemu optymalizacyjnego. W ogolnosci zastosowanie
metody mozna opisa¢ w 6 krokach:

1. Matematyczny zapis funkcji opisujacych rozwazane zadanie
optymalizacyjne.

2. Ustalenie funkcji celu oraz zmiennych decyzyjnych.

3. Okreslenie ograniczen optymalizacyjnych.

4. Ustalenie punktu startowego optymalizacji oraz kierunku po-
szukiwan rozwigzania.

5. Opis funkcji przyrostowe;.

6. Iteracyjne znalezienie rozwigzania spetniajacego zadane kryte-
ria optymalizacyjne.

Za funkcje celu w zadaniu optymalizacyjnym przyjeto objetosé
elementu.

L

1= Al (0)

0

Optymalizacja polega na doborze wysokosci (statej w obrebie
jednego przesta), ktoéra minimalizuje ustalona funkcje celu (20)
oraz spetnia wszystkie przyjete ograniczenia.

Obliczenia przeprowadzane sg dla ustalonych danych:
¢ szerokosci i dtugosci belki,

e obcigzenia,
e stopnia zbrojenia.
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Za punkt startowy optymalizacji przyj¢to minimalng wysoko$¢
przekroju poprzecznego uwarunkowang narzuconymi ogranicze-
niami geometrycznymi.

Przyjeto skokowy przyrost zmiennej decyzyjnej w obrebie
jednej petli obliczeniowej. Kierunek przyrostu A4 zalezy od
spetnienia warunkow nosnosci i uzytkowalnosci (10+19) i jest
okreslany w zaleznosci od uzyskanego wyniku weryfikacji
nos$nosci przekroju. Dodatkowo warto$¢ przyrostu A4 maleje
wraz z kolejnymi fazami obliczen. Ponizej przedstawiono
w uproszczony sposob funkcje okreslajaca gradientowa zmiang
wysokosci przekroju (21).

while|WN, =WN,,_,| > 4

Ahy = 0,5, o

|an, — b, | if WN, > 1

Ahy,y = Ah, +

~|an, | if W, <1

break if p> Py

gdzie:

A — ustalone kryterium zbieznosci,

p —numer fazy obliczeniowej,

Pmax — Maksymalna ustalona liczba faz obliczeniowych,

WN, — zbiér warunkéw obliczeniowych wynikajacych z analizy
stanow granicznych dla p-tej fazy obliczeniowe;.

Z uwagi na statyczng niewyznaczalno$¢ analizowanego elemen-
tu obliczenia przebiegaja zgodnie z nastepujacg procedura:

1. Obliczenia MES dla wielkosci startowych.

2. Znalezienie optymalnej wysokos$ci przekroju dla kazdego prze-
sta belki. Przekrdj poprzeczny dla wyznaczonej wysokosci
spelnia wszystkie ustalone warunki nosnosci (10+19) oraz mi-
nimalizuje zadang funkcj¢ celu (20).

3. Iteracyjne obliczenia (dla kazdej iteracji wykonywane sa obli-
czenia MES dla optymalnych wysokosci przekroju przgset wy-
znaczonych w poprzednim kroku iteracyjnym oraz wyznaczane
jest nowe rozwigzanie optymalne dla okreslonych sit we-
wnetrznych).

4. Przerwanie obliczen iteracyjnych w chwili osiagnigcia oczeki-
wanej zbiezno$ci iteracyjne;j.

Na podstawie powyzszych zalozen zostal napisany program
komputerowy, ktéry umozliwia znalezienie rozwigzania optymal-
nego dla rozwazanego zagadnienia.

3. Wyniki

Dane przyjete do obliczen:

Beton: C30/37 (fy =30 MPa)

Stal zbrojeniowa: A-IIIN (fyx = 500 MPa)

Srednica zbrojenia podtuznego: ¢ =16 mm

Srednica zbrojenia poprzecznego: ¢ =8 mm (strzemiona cztero-
cigte)

Otulina zbrojenia: 30 mm

Ugiecie dopuszczalne: L/250
Dhugos$¢ elementu skoniczonego: Ly=0,5m

Obliczenia przeprowadzono dla zmiennej decyzyjnej okreslone;j
w zakresie:
- wysoko$¢ & € <300 ; 2000> mm
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W celu sformutowania zalecen praktycznych przeprowadzono
wielokrotne  obliczenia belek o zrdznicowanej dlugosci
(w obliczeniach zatozono réwng dlugos$é poszczegolnych przeset
Ly, =L, =Ly = Ly = Ls), szerokos$ci oraz dla réznych wartosci
obcigzen zewngtrznych. Dodatkowo zatozono réwne co do wiel-
koSci obcigzenia zewngtrzne ¢; = ¢ = g3 = ¢4 = ¢s.

Przyjeto zakresy oraz przyrost zmiennych:

o dhugosci pojedynczego przesta belki:

- Le<6;12>[m]

- AL=0,5m
o szeroko$¢ przekroju poprzecznego:

- be<0,3;0,7>[m]

- 4b=0,05m
e charakterystyczne obciagzenia zewngtrzne:

- q€<50;300> [kN/m]

- Aq=10KkN/m

Napisany algorytm komputerowy automatycznie uwzglednia
ciezar analizowanej belki. W obliczeniach zatozono, ze 60%
obcigzenia  zewnetrznego  stanowig  obcigzenia  zmienne.
Z powyzszego wynika wspotczynnik obliczeniowy ustalony dla
zalozonych obciazen y = 1,45.

Dodatkowo wszystkie powyzsze obliczenia przeprowadzono
dla stopni zbrojenia przestowego w strefie rozciaganej (4s;) przy-
jetych z przedziatu:

- pe<1,0;3,0>%
- 4p=0,1%

Przykladowe wyniki:
Komplet wynikéw obliczen jest zbyt obszerny, zeby mozliwe

bylo jego zamieszczenie. Z tego powodu pokazano tylko przykia-
dowe rozwigzanie optymalne dla nastepujacych danych:

o dlugosci pojedynczego przesta belki: Li:s=8m

o szeroko$¢ przekroju poprzecznego: b=04m

e stopien zbrojenia w strefie rozciggane;j: p=2,0%

e charakterystyczne obcigzenia zewngtrzne: q1-5 = 150 kN/m

Na rysunku 2 oraz 3 pokazano obwiednie momentéw zginaja-
cych oraz sit $cinajacych. Optymalng wysokos¢ belki pokazano na
rysunku 4.
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Rys. 2. Obwiednia momentdw zginajacych
Fig.2.  Envelope of bending moments
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Rys. 3. Obwiednia sit Scinajacych
Fig. 3. Envelope of shearing force
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Rys. 4. Optymalna wysoko$¢
Fig. 4.  Optimal height

Struktur¢ rozwigzania optymalnego (rys. 4) dodatkowo pokaza-
no w tabeli 1.

Tab. 1. Rozwiazanie optymalne
Tab.2. Optimal solution

Przgsto A-B Przg¢sto B-C, D-E Przgsto C-D
h 0,75 m 0,56 m 0,65 m

Zalecenia praktyczne:

Lacznie wyznaczono wysokos¢ optymalng dla 26754 belek
o zroznicowanej dhugosci, szerokosci, stopniu zbrojenia oraz
obcigzeniu zewnetrznym. Na podstawie uzyskanych wynikow
sformutowano zalecenia praktyczne doboru optymalnej wysokos$ci
belki zelbetowe;j.

Wysoko$¢ skrajnego przesta belki ciaglej nalezy przyjmowaé
zgodnie z formula (22):

1
By = 0,00323L£(]1 —b236£0063m  (22)

N

gdzie:
p — stopien zbrojenia w strefie rozciaganej (4y) [-]
b — szeroko$¢, m
L — dlugos¢, m
q — obcigzenie zewnetrzne, KN/m

Wysokosci przekrojow pozostatych przgsel nalezy przyjmowac
jako iloczyn wartosci Ay 1 wspoOtczynnika S, ktory nalezy przyj-
mowac¢ zgodnie z tabela 2.

Tab. 2. Wspolczynnik £
Tab. 2. Coefficient

Przgsto B-C, D-E
0,738 + 0,020

Przgsto C-D
0,873 +0,015

Wszystkie zalecenia zostaly podane dla stali zbrojeniowej
A-IIIN, ktora jest najpowszechniej stosowang klasg stali zbrojenia
zginanego. Zalecenia mozna natomiast odnies¢ do dowolnej klasy
betonu, gdyz dla elementéw zginanych klasa betonu ma niewielki
wplyw przy okreslaniu optymalnej wysokosci przekroju.

Otrzymane wyniki mozna skutecznie odnie$¢ do belek ciagtych
o wickszej liczbie przgset. Optymalng wysokos$¢ belki w przesle
skrajnym wyznaczy¢ nalezy z formuty (22), natomiast wysokos¢
przekroju w przesle przedskrajnym nalezy wyznaczy¢ stosujac
wspotczynnik £ podany w tabeli 2 (jak dla przesta B-C). W pozo-
statych przgstach optymalng wysoko§¢ wyznacza si¢ stosujac
wspolczynnik £ jak dla przgsta C-D.

Nalezy pamiegta¢, ze przyjecie wymiardw geometrycznych
W oparciu o prezentowane zalecenia nie zwalnia projektanta od
szczegotowej weryfikacji projektowanego elementu.
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4. Wnioski

Przed przystapieniem do projektowania belek zelbetowych na-
lezy przeanalizowaé koszty zwiazane z wykonaniem danego
elementu. Wstepna analiza kosztowa oraz ustalenie ekonomiczne-
go stopnia zbrojenia elementu pozwala zaprojektowac element,
ktory bedzie optymalny.

W pracy przedstawiono gradientowo-iteracyjng metod¢ optyma-
lizacji belek zelbetowych. Metoda gradientowo-iteracyjna
w potlaczeniu z algorytmem MES daje ogromne mozliwosci we
wspotczesnym projektowaniu. Ze wzgledu na relatywnie niewiel-
kie wymagane naktady czasu pracy metoda moze zosta¢ wykorzy-
stana w biurach projektowania konstrukcji budowlanych do opty-
malizacji réznorodnych elementéw budowlanych. Zadanie opty-
malizacyjne mozna sformutowaé¢ w dowolnym jezyku programo-
wania lub w popularnych programach matematycznych (np.
Mathcad, Matlab).

Rozwazany przyktad statycznie niewyznaczalnej belki obrazuje
skuteczno$¢ prezentowanej metodologii obliczeniowej. Zastoso-
wanie opisanej metody optymalizacyjnej umozliwilo przeprowa-
dzenie wielokrotnych iteracyjnej obliczen. Na podstawie uzyska-
nych wynikéw sformutowano zalecenia praktyczne doboru opty-
malnej wysokosci przekroju poprzecznego.

Dobdr gabarytow elementu w oparciu o powyzsze zalecenia
umozliwia znaczace zmniejszenie czasu potrzebnego do znalezie-
nia optymalnego ksztattu projektowane;j belki.
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