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Streszczenie: Omoéwiono szacowanie niepewno$ci punktow
funkcji opisujacej badang charakterystyke na podstawie wynikow
pomiaréw w dwu punktach kontrolnych. Zastosowano dwie
metody I i II. Metoda I estymuje si¢ sktadowe niepewnosci typu B
na podstawie wartosci dopuszczalnych maksymalnych bigdéw
aparatury stosowanej do pomiaréw w punktach kontrolowanych
tej charakterystyki. Przy stabilnych warunkach pomiaru kilku
warto$ci 1 pomijalnej niepewnosci typu A, nalezy dla wynikéw
przyja¢ wspétczynnik korelacji réwny 1. Metoda statystyczna II,
na podstawie pomiaréw w punktach kontrolnych estymuje si¢
sktadowe niepewno$ci typu A oraz niepewno$ci zlozone dla
punktéw badanej funkcji i korelacje pomiedzy ich wynikami.
Korzysta z réwnania wigzacego macierze kowariancji
w pomiarach posrednich wieloparametrowych wg Suplementu

2 Przewodnika GUM. Wyznaczono tez niepewnosci wzgledne
i bezwzgledne dla sumy i réznicy warto$ci dwu punktéw i podano

przyktady obliczen. Przy ograniczonej liczbie 1 czasie
wykonywania pomiaréw, metoda ta mozna Wwyznaczaniu
niepewnosci  funkcji  opisujacej badang  charakterystyke

i wykorzysta¢ ja w monitoringu, kontroli i diagnostyce réznych
obiektow.

Stowa kluczowe: estymacja, niepewnosci punktéw charakterystyki,
punkty kontrolne, dopuszczalny maksymalny btad pomiaru,
pomiary posrednie, macierz kowariancji, wspétczynnik korelacji.

1. WPROWADZENIE

Pojecie: niepewno$ci pomiaréw zostalo wprowadzone
w Przewodniku GUM [1] w 1992 r. i jest obecnie
powszechnie stosowane do oceny doktadno$ci wynikéw
pomiaru oraz oceny jako$ci produkcji, wyrobéw i ustug
laboratoriéw pomiarowych. Jest to przedzial wokét
estymatora warto$ci menzurandu, w ktérym z okreslonym
prawdopodobienstwem znajduje si¢ wynik pomiaru. Ze
skorygowanych przez poprawki danych pomiarowych
wyznacza si¢ niepewno$¢ zlozona u jako odchylenie
standardowe jako sum¢ geometryczng dwu ze soba
nieskorelowanych niepewnosci sktadowych typéw A i B, tj.
u = ,/uj + u. Z niej wyznacza si¢ niepewno$¢ rozszerzong
U o okreslonym prawdopodobienstwie zalezng od rozktadu
wypadkowego odchylen od estymatora wartosci.

Wyznaczanie niepewnos$ci w pomiarach posrednich
kilku skojarzonych ze soba wielko$ci omawia Suplement
2 Przewodnika GUM. Ponizej przedstawi zastosowanie tej
metody do szacowania propagacji. niepewno$ci dla
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badanych wartoéci charakterystyki y=f(x) na podstawie
pomiar6w w dwu punktach kontrolnych. Z danych
pomiarowych i warunkéw eksperymentu wyznacza si¢
estymatory warto$ciach x;, x, tworzace skale wartosci x
oraz niepewnosci standardowe u,,, u,, Z nich szacuje si¢
posrednio  standardowe  niepewnosci  punktow  xy
charakterystyki, badanej o wartosciach bezwzglednych
oznaczonych jako oy 1 wzglednych - jako 6;= oy
Wyznaczy si¢ tez zakresy x o zadanych granicznych
wartosciach niepewnosci i oszacuje niepewnosci wartosci y;
zalezne od x; wg zadanej funkcji wielowymiarowej Y=F(X).
Rozwazania uogélnia si¢ przez normalizacj¢ warto$ci
parametréw odnoszac je do szeroko$ci przedzialu x, — x4,
zakresu pomiarowego Xy,,—Xo, lub wybranej wartosci, np.
Xmax- Jako hipoteze robocza, przyjeto, ze skltadowe
niepewnos$ci u,n i u,g w punktach kontrolnych mozna
oszacowa¢ wlasciwie z wynikéw powtarzanych pomiaréw
i z wiedzy o danych przyrzadéw i warunkach wykonywania
eksperymentu. W pracy nie analizuje si¢ wplywéw
poszczegblnych wielkoSci na niepewno$ci skladowe ua
i ug, gdyz w kazdych pomiarach maja one charakter
indywidualny. Rozpatruje si¢ wigc tylko sytuacje krancowe
i charakterystyczne. W pomiarach posrednich wielkosci
skojarzonych trzeba uwzgledni¢ korelacje zbioréw wynikéw
obserwacji opisanych sktadowymi typéw A oraz B.

Jesli pomiary dwu warto$ci x;, x, wykonuje si¢
réznymi przyrzadami i niesynchronicznie, o rdznej
doktadnosci i w réznych warunkach, to nalezy zalozy¢, ze
wartosci ich obserwacji nie sa skorelowane i przyjac
wspodtczynnik korelacji pj, = 0. Dla pomiaréw tym samym
lub identycznym przyrzadem, w jednakowych warunkach
i przy powtarzalnych statystycznie wynikach wspétczynnik
korelacji pj,—1.

Do estymacji niepewnosci punktéw funkcji opisujacej
charakterystyke badang na podstawie pomiaréw kontrolnych
zastosuje si¢ dwie metody. Metoda I, o deterministycznym
charakterze, wyznacza si¢ niepewnosci typu B dla
przyrzadow o dopuszczalnym maksymalnym bledzie
znanym z wiarygodnych wynikéw kalibracji lub od
producenta. Za$§ do wyznaczenia niepewnosci typu A,
niepewnosci catkowitej u i rozszerzonej U z wynikéw
pomiar6w w punktach kontrolnych stuzy statystyczna



metoda II. Wykorzystuje si¢ w niej wiedz¢ o uzytej
aparaturze i wptywie okreslonych warunkéw eksperymentu.

2. METODY SZACOWANIA NIEPEWNOSCI

2.1. Metoda I —estymacja niepewnosci typu B przyrzadow
Niepewnos¢ sktadowa typu B dla mierzonych wartosci
charakterystyki badanej szacuje si¢ bezposrednio z danych
o btedach przyrzadéw pomiarowych [2,3]. Wytworcy
podaja dla przyrzadéw i przetwornikéw pomiarowych
dopuszczalny maksymalny btad |4;|mex jako liniowa
zalezno§¢ modutu bledu bezwzglednego od wartosci x
wielkosci mierzonej. Jest on suma sktadowych, addytywnej
i multiplikatywnej wg wzoru (1), a odniesiony do zakresu
pomiarowego jest dopuszczalnym btgdem wzglednym (1a):

la <o, =4 max+|x-x0|qx5|max )

max

X0

|Ax| < |Ax0 max | x—xo|

|xmax _xmin| |xmax _xmin| |xmax _xmin|

[Ik‘s | max ( 1 a)

w ktorych: |A, |Admax 1 |Axolmar S8 0dpowiednio modutami
btedow bezwzglednych: rzeczywistego i dopuszczalnych
btedéw maksymalnych dla warto$ci mierzonej x i wartosci

poczatkowej x¢; a

£

/|x=xq]| -to

Ax—xo‘mwv | max = Ax_x0|max
moduty dopuszczalnego btedu bezwzglednego i wzglednego
réznicy |x — x| wskazan lub warto$ci sygnatu wyjsciowego.
Wzér (1a) upraszcza si¢ dla xo = Xy, 1 dalej dla x = 0.

Metoda I z dwu warto$ci maksymalnych modutéw tych
btedow |Asi|max 1 |Aw|mars Znanych z danych technicznych lub
z pomiar6w w okre$lonych warunkach, dla wartoSci x
w badanym zakresie mozna wyznaczy¢ liniowy przebieg
funkcji niepewnosci bezwzglednej o, lub jej wartosci
unormowanej jako niepewno$¢ wzgledna. Wewnatrz
przedzialéw +|4.i|mae E£|Aw|ne dla rozrzutu wartosci x
zwykle przyjmuje si¢ rozktad prawdopodobienstwa
réwnomierny. Odchylenia standardowe o,;, 0,, estymatoréw
X1, X, np. wartosci $rednich pozyskanych obserwacji
pomiarowych przyjmuje si¢ jako niepewnos$ci typu A.
W dziedzinie niepewnosci wzorowi (1) odpowiada wéwczas
zalezno$¢ (2), tj.:

<
Ox =0y max

=0x, 0 +|x—x0||]5x| 2)

max
w ktérym: o, |max jest maksymalna niepewnos$cia wzgledna
zakresu pomiarowego (x — Xxp).

Dopuszczalny maksymalny btad bezwzgledny |A,|nax
i odpowiadajgca mu  niepewnos¢  bezwzgledna
O ma= UBdmax Z Wzoru (2) sa do siebie proporcjonalne ze
wspGtczynnikiem 143, Przy odpowiednio dobranych
skalach na osi y bedg one stanowity identyczna liniowa
funkcja wielko$ci mierzonej x

Metod¢ I mozna stosowa¢ do estymacji niepewnosci
typu B w catym zakresie lub tylko w tych jego czeSciach,
ponizej 1 powyzej krancéw przedzialu pomiedzy
warto$ciami mierzonymi (x;, x;), gdy mozna przyjaé liniowe
zalezno$ci dopuszczalnego bledu maksymalnego od x. Na
przyktad dla przyrzadéw cyfrowych modut tego biedu
wzrasta z X 2x1> 0, 4. |Avlnar> |Avi|nar- TSl blad wzgledny
|6, jest staty, to wzrost niepewnosci typu B przyrzadu jest
proporcjonalny do (x-xo) > 0. Gdy badany zakres funkcji
obejmuje warto$ci ujemne x, to lepiej dokona¢ zamiany
zmiennych, by X = Xo.
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Przy estymacji metoda I niepewnosci poszczeg6lnych
wartosci x., nie mozna jednak w niepewnosciach typu B
wartosci x;, x, uwzgledni¢ wptywu skorelowania btedow
przyrzadow mierzacych te wartoéci wynikajacego ze
statystycznego ich charakteru. Skladowe te szacuje si¢
z dopuszczalnych maksymalnych moduléw bledéw tych
przyrzadéw, a wspdtczynnik korelacji migdzy otrzymanymi
w ten sposob niepewno$ciami dla warto$ci x z calego
zakresu pomiarowego trzeba przyja¢ jak réwny 1. Nie
mozna tez wyznaczy¢ wspolczynnikéw korelacji  dla
estymowanych wartos$ci x;, X, 1 tez nalezy przyjac
wspoétczynnik korelacji réwny 1. Wowczas niepewnosci
sumy i réznicy dwu warto$ci x o wspdtczynniku korelacji 1
sa sumami algebraicznymi ich niepewnosci z odpowiednim
znakiem. Dla sumy s3 one wigksze, a dla r6znicy mniejsze
niz to wynika z sumowania geometrycznego (pierwiastek z
sumy kwadratow).

Metoda I ma wigc ograniczone zastosowanie, gtownie
przy wyznaczaniu niepewno$ci typu B przyrzadéw
stosowanych w posrednich pomiarach wieloparametrowych.
Nadaje si¢ jedynie do tych nielicznych innych przypadkéw,
gdy estymowane wartoSci x; charakterystyki i ich
niepewnosci beda wykorzystywane jedynie osobno.

2.2. Metoda II - statystyczna estymacja niepewnosci

Metoda ta stuzy do estymacji niepewnosci ztozonej
oraz niepewnosci skladowej typu A. w statystycznym opisie
doktadnosci pomiaréw, uktadéw i przyrzadéw pomiarowych
z uzyciem niepewnoSci. Zastosuje si¢ tu opisang
w Suplemencie 2 do Przewodnika GUM wektorowa metode
wyznaczania  niepewnosci w wieloparametrowych
pomiarach  posrednich.  Parametry  multimenzurandu
wyjSciowego Y  wyznacza si¢ posrednio z pomiaréw
multimenzurandu wejSciowego X powigzanego z nim
ogOlnie funkcjg

Y =F(X) 3)

Ich niepewnosci i wspélczynniki korelacji powigzane sa
prawem propagacji wariancji w postaci nastgpujacego
zwigzku macierzy kowariancji Uy i Uy

Uy=S-Uy-S" 4)

Z rownania (4) wyznacza si¢ niepewnosci dla funkcji
przetwarzania Y = F(X) zaréwno liniowej, jak i nieliniowej,
dla ktérej macierz wrazliwoéci S =0Y /0X jest macierza
Jacobiego. Jesli wymiar m wektora Y jest wigkszy niz
wymiar n wektora X, to przynajmniej m-n z liczby
niezaleznych réwnan taczacych elementy obu wektoréw jest
nieliniowych.

Aby ujecie byto ogdlne i przydatne przy dowolnym
rodzaju funkcji F(-), wyznaczanie niepewnosci elementéw Y
dzieli si¢ na dwa etapy. W pierwszym z nich na podstawie
wynikOw pomiaréw dwu warto$ci x, x, tworzy si¢ liniowa
skale wartosci X = Fy(X) dla calego rozpatrywanego
zakresu X, — Xo 1 estymuje ich niepewno$ci. W drugim
etapie z wybranych elementéw x; wektora X; wyznacza si¢
warto$ci 1 niepewnosci elementéw wektora ¥ wg wiazacej je
indywidualnej liniowej lub nieliniowej funkcji ¥ = F(Xy).
Blizej oméw si¢ pierwszy etap. Niepewno$¢ dowolnej
wartosci x;, wynika z pomiaréw kontrolnych x;, x,, ich
niepewnos$ci 1 wspéiczynnika korelacji. Jest ona ich
kombinacjg liniowg opisang wzorem:

X=X+ k(= x1) = (1 = k) x; + kx, ©)
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w ktérym k oznacza wzglgdne polozenie punktu x;
w przedziale «x;, x> wynikajace z .rozwigzania réwnania (5)

k= (e = x1)/(x2 = x1) (52)

W przedziale x; < x< x, k ma warto$ci 0 < k < 1. Otrzymane
z pomiaréw kontrolnych wartosci x, x, i estymowane z nich
wartosci x;; oraz niepewnosci oznaczonymi przez oy, oy, i oy;
modeluje si¢ zmiennymi losowymi. Niepewnosci g; szacuje
si¢ posrednio z wartosci x;, x,, niepewnosci gy, 0, 1 ich
wspotczynnika korelacji p,,. Jako przyktad wyznaczone
bedg dwie wartoSci x,; i X, oraz oszacowane ich
niepewnosci oy, oy 1 wspOiczynnik korelacji py,. Przy
estymacji parametréw menzurandu X; jego macierz
kowariancji U, dla niepewnos$ci bezwzglednych opisuje
réwnanie:

Uk =Sk'UX 'SkT (6)

w ktérym macierz czuto$ci Sy 1 macierze kowariancji Uy i Uy
dla wektoréw 2D: X =[x, %17 i Xi = [0, X0]” Wynosza

axkl axkl 5
o 0,10
Sy = aixl ain Uy = xl Px12 2x1 x2 (6a, b)
k2 k2 Px120x1052 052
6x1 aX2
a2 Pk120k10k2
U= M s (6¢)
Pk120k10k2 %)

za$ 0,1, 0 1 0y, 0 O0znaczaja niepewnosci bezwzgledne,
a py1.2, Pr12 - ich wspotezynniki korelacji.

Jesli dwie wyznaczane warto$ci xy, Xp, zZwigzane sa
liniowo z mierzonymi warto$ciami x;, X, to lacza je
rownania:

Xa= (1 = k)xy + kixp (7a)

Xie = (1 = ko)xy + koxy (7b)
W ogélnym przypadku wyniki pomiaréw kontrolnych x, x,
moga by¢ skorelowane, czyli p,;, # 0.

Posta¢ wyjSciowej macierzy kowariancji U, wyznacza
si¢ ze wzoréw (6) oraz (7a) i (7b) w nastgpujacy sposéb:

1-k; k -k 1-k
Uy = My 1 2
1-ky ko ki ky
Na gléwnej przekatnej macierzy U, elementami s kwadraty
niepewnosci oy, 0y, jako wariancje o réwnaniach:

®)

T ==k 0 +k{ 0% +200 2 (1=kDk1010xy  (8)

sz =(1—k2)20f1 +k50§2 +20,1 2(1=kp)kp 051052 (8b)

Ich normalizacje do o,, punktu x, podaje wspdlnie wzor:

0’ .
Onki = Uk; =\/ £2(1=k)? +k; +2py1 260~ kpDk;  (9)
X

gdzie:i=1,2,a £€=0, /0, - stosunek niepewnosci x; i x,

Wspdtczynnik korelacji pg1 o wartosci x;, Xy, Opisuje wzor:

-k (1-ky) +hyky +(ky +hey ~ 2tk )80

P12 = (10

Gni1%nk2
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Z (10) wynikaja prostsze wzory: (11) dla nieskorelowanych
X1 1X(Py1 2= 0) 1 (12) przy skorelowaniu p, ,= 1, j.:

52(1 - kl)(]‘ - kz) + klkz
Pr1z2 =

(11
(12)

Onk1Onk2
Priz =1

Zaleznos¢ niepewnosci oy, od k punktu x; opisuje wzoér (13),
a jego szczegblne przypadki wzory (14) i (15):

o1 =1-020% +k20%, +2p 2 (1-bkowon  (13)

Dla p,;, =0 wzdr ten upraszcza si¢ do postaci:

Ok Iy =07 (101202 +k202, (14)
Dla korelacji 0,1 ,=1 zaleznos¢ (13) staje si¢ liniowa
Ok lpy1 =1 =1 =K)0x + koo (15)

Po unormowaniu o, do 0,, otrzyma si¢ wzory (16) — (18):

Ik :\/ 2(1-1)2 +k? +2p, 061k (16)
Ox2
dla o,y 2=0:
Tk = [e2(1—k)? + k2 (17)
Ox2
oraz dla pyj,=1
Oy = Ik :1’(£—£k+k)2:£+(1—£)k (18)

Ox2

Z (10) i (16) dla skorelowania x;1 xy, j. dla x;; = x1, X0 = X,
ki =0, ky = k, otrzymuje si¢ wzor (19):

2
e \l-k
Prlk :# (19)
]2 2,72
e2(1-k)% +k
Wspdtczynnik  korelacji  pg1o W  funkcji  wzglednego
polozenia k;, k, wartosci xy, xp dla kontrolnych

wartosci x;, x, o stosunku niepewnosci ¢ =0,5 i korelacji
o wspotczynniku p,;, = (0; 0,5; 1) przedstawia rysunek 1.

Pr12

Pz =05 Pr12 = 1

Rys 1. Wspdtczynnik korelacji pg; o w funkcji wzglednego
potozenia ky, k, wartosci xy, x, dla stosunku niepewnosci £=0,5
i wspétczynnikéw korelacji p,1o=0; 0,5; 1 punktéw kontrolnych
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Z rysunku 1 wynika, ze dla p,,<1 wystepuje
maksimum powierzchni wspoétczynnika korelacji
P12 = f(ky,ky) rowne 1 dla ky =k, Zas dla pgp = 1
w calym obszarze zmienno$ci kj, k, otrzymuje si¢
wspotczynnik o1 5 =1 jako ptaszczyzng. Przy zmniejszaniu
si¢ p,1, jego powierzchnie opadaja symetrycznie wzgledem
prostej kj=k, , az do miniméw w punktach przeciwlegtych:
k1=1,k2=Oik1=0,k2= 1.

-

Py k T ~£=056=2/3 ¢ _
N

0 010203040506070809 1

Rys 2. Wspélczynnik korelacji p, 1, w funkcji wzglednego
potozenia k punktu x, wewnatrz przedziatu kontrolnego <y, x,> dla
stosunku niepewnosci jego krancéw €=0,5; 2/3; 1

Na rysunku 2 podano wynikajaca z (19) zalezno$¢
wspélczynnika korelacji p,, od k dla trzech stosunkéw
niepewnosci € = (1/2; 2/3; 1) w punktach kontrolnych i ich
wspotczynnika korelacji p,;, = 0. Wraz ze wzrostem k do 1
te charakterystyki malejg do zera, silniej dla mniejszego €.

Wartoséci x.; i x», moga tez stuzy¢é do wyznaczenia
menzurandu wieloparametrowego Y okreSlonego przez
funkcj¢ wektorowg Y = F,(X,). Funkcja ta moze by¢
zaréwno liniowa, jak i nieliniowa. Na przyklad dla
dwuelementowych wektoréw Xj =[xy, xo]TiY = [y1, yz]T
ich macierze kowariancji Uy i Uy wiaze prawo propagacji
wariacji (4), tj.:

Uy =Sy-Us Sy (20)

Wi izl
X ki

w ktorym Sy =

Niepewnosci i wspélczynnik korelacji wielkosci y;, y,
wyznacza si¢ z macierzy Uy. Najpierw uzyskuje si¢ warto$ci
wejsciowe x;; 1 X, 1 ich macierz kowariancji Uy. Nastepnie
stosuje si¢ formuty na elementy macierzy kowariancji Uy.

Warto$¢  x;, ktérej niepewno$¢ estymuje  si¢
w przypadku liniowym jest zwigzana z mierzonymi
warto$ciami  x;, x, formulg (5), taka sama, jak i dla
interpolacji metodg I. Wspdtczynnik polozenia k dla x; jest
rozwigzaniem réwnania (5). Podano go we wzorze (5a).
Liniowa zalezno$¢ (5) obowiazuje réwniez poza krancami
przedziatu dla ekstrapolacji x;, tj. gdy £ <01 k > 1. Ogélnie,
dla skorelowanych x;, x, z réwnan (8a) i (8b) wynika wzér
dla znormalizowanej niepewnoS$ci w catym zakresie k:

2
o
o = [—k ] =e2(1-k)? +k2 +2p e - k)k (21)
Ux2
Zalezno$¢ o= fik, p,1,) znormalizowanej niepewnosci
punktu x; od jego polozenia wzglgdnego k i wspétczynnika
korelacji 0,1 dla trzech wartosci stosunku niepewnosci
E=ou/ox = (2/3; 4/5; 1) pokazuje rysunek 3a. Sg to
powierzchnie krzywoliniowe 3D. Ich przekroje o, = f (k)
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dla tych wartosci € i wspdtczynnikéw korelacji pyo = 0
(metoda IT) i p,;, =1 (linie proste - metoda I) podaje rys3b.
Niepewno$¢ 0, wzrasta wraz z k i p,; 5.

Ze zrézniczkowania wzoru (21) po k wynika, ze
w przedziale <x;, xp» wystepuje minimum zaznaczone na
rysunku 4 dla krzywej o € = 1.

”k
" o

a.
g .
\ N Metoda I . ___ 7
t 1,45 | Ox2 4 _ _
. e=1 €=4/5 8—2/?
\ 135 N S T
N 12 Metoda I1 /
N INS -
N J i ﬂ‘__._—f i
N\ 95 \ = :—"4‘
. - - L-r N
\0,8.5\ =t T e k
= T¥%5 4’\’ /
- \ - —
G- N NN =7
_-="To55 -—
0,45
-0,50,40,30,20,1 0 0,10,20,30,40,50,60,70,80,9 1 1,11,21,31,41,5
b.

Rys 3: a. Znormalizowane niepewnosci g, wartosci x; jako funkcje
3D ich wzglednego potozenia k i wspétczynnika korelacji pyq , dla
trzech stosunkéw niepewnosci punktéw kontrolnych £=0,5; 2/3;
0,8; b. Przekroje powierzchni 3D dla p,;,=0 i p,;,=1 (metoda I)

1,4 “ o Metoda Il Metoda I “
Opnge= — ol
13 \ néc Oy £=2/3 = = RS
\ e=1 - - /
12 “ ( .{; 0,22.
L1 022 - JLIk s
1 _"-__1_4____ ————‘fﬁ—a——_
S N - &
0,9 X P
r. S _1n |
0,8 <~ 0,29/ g
0,7 0,22 RN P D Sl
0.6 PR 0,23 7
b e 1:V2
’ A7 01 V2 T geet 2 & ky = 2 + -
0,5 - k2=2_7 (Unx_dnc)lmal=
-0,6-0,5-0,4-0,3-D,2-0,1 0 0,10,20,30,40,50,60,70,8609 1 1,11213 1415

Rys 4. Znormalizowane niepewnosci bezwzgledne jako funkcje g,
=f (k) wzglednego potozenia k dla ilorazu niepewnosci € =2/3, 1
i korelacji p,1 » =1; py1 2 = 0 punktéw kontrolnych (metody: Ii IT)

Potozenie wzgledne ky;, i1 warto$¢ x; minimum
WYnosza:
. E\E-Px12
Kmin (Oyi = min) = (2 = _) (22)
L+&% -260412
Xk |Unk=min=x1 +kmin (X2~ x1) (23)

Ze wzoréw (22) i (23) wynika,
niepewno$ci wystepuje w przedziale x;< xk|0nk = min <

ze minimum
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X, . Polozenie wzgledne k., nie zalezy od szerokosci x, — x;
przedziatu kontrolnego «x;, x,>, ale od stosunku niepewnosci
& =oxu/ 0w jego krancow i od stopnia korelacji p,,. Jesli
niepewno$¢ jednego z krancéw, np. oum— 0, to ky;, zanika
(kmin_) 0) .

Bardzo blisko punktu k.;, wystepuje tez maksymalna
réznica pomigdzy niepewno$ciami wyznaczonymi metodg I
(px12 =1) 1 metodg II jako punkt k., potozony nieco
POWYZej kmin. Jego potozenie kp,x opisuje wzor

& —epgp + (-0, [+ py )2

max ~— 2
1+&% =260, 5

(24)

Na rysunku 5 podano zaleznosci wzglednego potozenia:
kmin(€) dla trzech wspotczynnikéw korelacji
pa2=0;0,510,91p,10=-0,9; 0; +0,9 oraz potozenia Kpy,(€).

7
O kmin Kmax  paz=0. 2z=0.5_P12=09_Kmay
0,5 ek
———————— S
0,3 //’/’ /"/_/' 7
- L= - ’
0,1 i f— - - /7
o= — y
Ol o Gro2 03 04 05 06 07 08,69 1
03 o V2 &
, < n
0,5 S~o 4
~<l_ - s
-0,7

Rys 5. Wzgledne pozycje minimum niepewnosci k,,; i maksimum
odlegtosci k,,,,, migdzy niepewnos$ciami wg metod 11 II
w funkcji €

Wartosci minimum unormowanej niepewnosci podaje
wzor (25), za$ wykresy funkcji o, ,,;,=f(€) - rysunek 6.

2
&=
Onmin = >
JI+E™ —2805

(25)

' 7
Onmin ,
08 Praa==099 22123000 p31250.99
S T
0’6 — -— //
- P2
0'4 - S 7
- P
~ _ -
0,2 — o
~ R g Y A o-
0 e e e =B e m - ————
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Rys. 6. Znormalizowana niepewno$¢ minimalna w przedziale
k = (0; 1) w funkcji stosunku niepewnos$ci punktéw kontrolnych € o
wspotczynnikach korelacji p,, = -0,99; 0; 0,99

Z rysunku 6 wynika, ze w punkcie x, 0 ¢ = 1
estymowana w przedziale <x;, x»» metoda II niepewnos$é
Opmin dla p,p =0,99 jest mniejsza o 30% od niepewnosci
nieskorelowanych warto$ci kontrolnych xi, x, tj. dla p,y, =
0. Niepewnos$¢ minimalna zalezy wtedy tylko od stosunku
niepewnosci & punktéw kontrolnych i (25) przyjmuje postac:

&
nmin — (25 a)

1+&2
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Potozenie przedziatu kontrolnego wzgledem krancow
zakresu pomiarOw X,,x — Xo, nie ma wptywu.

Wzér (21) wykorzystano tez do ekstrapolacji
niepewno$ci poza przedzialem, tj. dla k<0 i k> 1.
Zalezno$¢ niepewnosci od wzglednego polozenia k dla
metody II ma przebieg paraboliczny. Réznic¢ kwadratéw
niepewno$ci interpolowanej metodami I i II w punkcie
k =1/2 wynosza

(Uﬁx - O-rfk)lmax = %(1 - Px1,2) (26)
Przy ekstrapolacji wg wzoru (21) kwadrat niepewnosci dla
pa12 = 0 wzrasta o ¢/2 w punktach k,, jednakowo odlegtych
od wierzchotka paraboli o wspétrzednej k = 1/2 i wynosi

1 2
=4+

kip =52 27
Niepewno$¢ estymowana metoda II jest w tych punktach
wigksza niz niepewnos$¢ estymowana wg metody I. Réznica
kwadratow amz —a,lkz = —¢/2 ma znak przeciwny niz w $rodku
przedziatu. Maksymalna réznica (6, — Op)max Di€pewnosci
wyznaczonych metodami I i IT wystepuje blisko punktu &,
w punkcie k,,,, opisanym w (24) i wynosi:

e+1—/2e(1+px1,2)

1+€2-2€px12

=&(1 — pr1,2) (28)

(an - onk)lmax
Przypadek dla korelacji p,; , = 0 opisuja wzory (28a) i (28b):

=(1-5)\/E+252

K max 5 (28a)
2(1+¢&7)
g(e+1-+2¢
(Onx _Jnk)lmax:(—2) (28b)
1+¢
Na rysunku 7 przedstawiono modut réznicy

niepewnosci z (28b) w funkcji ¢ dla dwdch punktow ki k,
spoza przedziatu <x;, x,» wg wzoru (26) i dla k,,,, ze wzoru
(28a).

——

Rys. 7. Modul réznicy znormalizowanych niepewnosci wg.
metod I i II w punkcie k,,, wewnatrz przedziatu <x;, x»> i poza nim
w punktach k;, k, w funkcji stosunku niepewnosci €

Kilka przyktadéw ré6znic niepewnosci i ich kwadratow
z rys. 7 przyblizonych do 2 cyfr po przecinku, podano
w tabeli 1.

105



Tabela.1. Roéznice znormalizowanych niepewno$ci obu metod

w kilku wybranych punktach o wzglednym potozeniu k, k,.

Onk — Onx |Onk — Onx Onx — Onk ok — 02,
£ k1= k=
12 —22 (172 4322 | Kmax | ki | K =1/2£32/2
D,5| =047 | =082 |=041]| = 0,20 0,25
D,8] = 0,05 | =045 |0,55 =~ 0,26 0,4
1,0] =022 | =0,22 |=0,63] = 0,30 0,5

Z tabeli wynika, ze dla stosunku niepewnosci ¢ < 0,8
znormalizowane réznice niepewnosSci bezwzglednych

wyznaczone metodami I i II, nie przekraczaja 0,4.

Z rysunku 7 wynika, Ze dla potozenia k; w przedziale
kontrolnym modul réznicy migdzy znormalizowanymi
niepewno$ciami ro$nie przy zmniejszaniu si¢ parametru &.
Najwigkszy wzrost obserwuje si¢ dla punktu k,.. Odlegto$¢
punktu k, od linii prostej w metodzie I jest mniejsza niz
odlegto§¢ maksymalna pomiedzy niepewno$ciami I i II
wewnatrz przedzialu. W punkcie k; przekracza si¢ warto$¢
maksymalng w przedziale o stosunku niepewnos$ci krancéw
e = 0,5 1 odlegto$¢ pomiedzy krzywymi ekstrapolacyjnymi
metod I i II jest 0 0,08 wigksza od maksymalne;j.

2.3. Ocena niepewnosci wzglednej dla wartosci x;,

Z wzoru (16) wynika, ze niepewnos$¢ wzgledna d;=0;/x;
punktu x;, o polozeniu k wzgledem punktéw kontrolnych
o skorelowanych wartos$ciach x;, x, opisuje wzoér (29a), a po
jej normalizacji do niepewnosci J,, — wzdr (29b):

J €2(1—k1)2+kf+2py1 2(1-k1)k1€

— Ok _
O = x| %2 (1—k1)y+kq (292)
2 2,2
E(1=k))" +ki +2p,q (1= k)DkiE
o, :\/ 1 1 x1,2 1K1 (29b)

) (1=k)y+k
gdzie: Y=x1/xy, EE0,/0,,.

Zalezno$¢ (29b) jest zblizona do funkcji stozkowej drugiego
stopnia o przebiegu paraboliczno-hiperbolicznym.

Znormalizowang niepewnos¢ wzgledna d,/d,, w funkcji
wzglednego potozenia k dla trzech stosunkéw niepewnosci
e =1(0,5; 2/3; 1) punktéw kontrolnych x;, x, i wspétczynnika
korelacji p,1,= 0 przedstawiono na rys. 8. Podobne wykresy
otrzyma si¢ dla innych warto$ci parametréw y i €.

Wspdtczynnik korelacji py, w punktach xi, X
o estymowanych niepewnos$ciach oy, oy, opisany jest
wzorem (10). Jest on taki sam dla niepewnosci wzglednych
i bezwzglednych. Z analizy (10) wynika, Ze p;, nieznacznie
wzrasta wraz ze stosunkiem niepewnosci & punktéw
kontrolnych, maleje nieliniowo ze wzrostem odleglosci
wzglednej Ak = k,— k; 1 zalezy od potozenia Ak. Maksimum
P2 — 1 uzyskuje sie dla k; — kp, czyli dla wartoS$ci Xy, xio
réwnych sobie w dowolnym punkcie przedziatu x;, x,. Jesli
(ky = k) =110 pr12 = pro-

Znaczna i intuicyjnie nieoczywista jest zalezno$¢ py
dla duzych ujemnych warto$ci wspétczynnika korelacji p, 5,
rzadko spotykanych w praktyce. Wowczas dla statej
dtugos$ci odcinka Ak i przy p., <0 minimum niepewnoS$ci
wystepuje dla k; na poczatku przedziatu kontrolnego (xi, x»),
ze wzrostem py; , przechodzi do warto$ci dodatnich i wzrasta
dla k; < 1. Wymaga to jeszcze bardziej szczegétowych
badan
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Rys. 8. Znormalizowane niepewnosci wzgledne 6,/0,, w funkcji
potozenia k dla stosunku niepewnosci ¢ = (0,5; 2/3; 1) w punktach
kontrolnych y=0,5; p,1,=0

3. PRZYKLADY

3.1. Niepewnosci sumy i roznicy dwu wartosci
estymowane z pomiaréw w punktach kontrolnych
Ze wzoréw (7a) i (7b) wynika, Ze sum¢ i réznice
wartosci interpolowanych wyrazaja réwnania (30a) i (30b):

X+ X = 2 — ki — ko) x1 + (k) + k) x, (30a)

X — X2 = (ky — ko) X1 + (ko — ky) X2 (30b)
Wektorowe rdéwnanie propagacji wariancji dla wyrazen
opisanych wzorami (30a) i (30b) mozna zapisa¢ w postaci

Uiss. =Sk "Ux *Sear.” (31)

w ktéorym macierze kowariancji Uy 1 Uy, oraz czutoéci S
T, T .
dla X =[xy, x2]" 1 Xpyso = [Xp14k2, Xr142] 88 nastepujace

2
Ok1+k2

Pk+/Ok1+k2 Ok1-k2

Pk+/Ok1+k2 Ok1-k2
Uk+/- = { > :| (3 la)
Ok1-k2

2
ug= P22 | g {Z—kl ~k K +k2}
Px120x10x2 o2 ka~h ki—h

(31b, ¢)

Po wykonaniu mnozenia wg réwnania (31) jako elementy
diagonalne macierzy kowariancji Uy,,._ otrzyma si¢ kwadraty
bezwzglednych niepewnosci sumy i réznicy. Po normalizacji
do ,,%, dla przypadku ogdlnego py,» # 0 otrzymuje sie:

2
"':—52’62 =e2(2 — k)2 + kZ + 2epy,(2 — ks)ks  (32a)
2
Ojc1—
K2 — Ak (1+ €2 = 2epy ) (32b)
x2
gdZie: kz = k1 + kz, Ak = k2 - kl.
Za$ wspélczynnik korelacji wynosi
2 2
Ak[2ks =1y 204100 +2—ks )02 —kso2s]
Ors)— = 2 x1,20 x19x2 2 )0x1 TRYO0x2 (33)

Ok1+k2 Okl-k2
W przypadku szczegélnym dla p,, , = 0 otrzymuje si¢ wzory:

0-,3+/_ = (1i1_k1$k2 20_)?1+(k1ik2 20_)?2 (34)
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2

(oF

2 = 22— ky)? + k} (35a)
Ox2
2

Ok1—k
2 = AK2(1 + €2) (35b)
sz

Wykresy 3D znormalizowanych niepewnosci wg (35a)
i (35b) dla sumy i réznicy w funkcji parametréw potozenia
ki 1 ko, wspétczynnika korelacji p,1, = 0 i stosunku
niepewno$ci punktéw kontrolnych & wynoszacych 0,8: 1
10,5 przedstawiono na rysunku 9.

Og+/-
Ox2 .

X1 — Xi2

ka

Rys. 9. Znormalizowane niepewnosci bezwzgledne oy, /0,, sumy
i 0y /o, r6Znicy estymowanych wartosci xy i x;, w funkcji ich
potozenia k;, k, dla stosunku niepewnosci e=a,;/0,,= 0,5; 2/3; 0,8
i wspétczynnika korelacji p,;,= 0 punktéw kontrolnych

Ze wzorow (32a) i (32b) oraz z rysunku 9 wynika, ze ze
wzrostem stosunku niepewnosci ¢ zwicksza si¢ bezwzgledna
niepewno$¢ sumy i réznicy estymowanych wartosci. Dla
sumy jest ona zawsze wigksza niz dla rdéznicy. Wraz
z warto$cia wspétczynnika korelacji p,, wzrasta tez
niepewno$¢ sumy i maleje jej réznica.

3.2.Przyklady obliczenia niepewnosci wg podanej metody

Maksymalny btad dopuszczalny miernika cyfrowego
(MBD): jest to wartos¢ =+ ag. (Reading w %) od wartosci
odczytu x; powigkszona o * bg, (%) od wartosci zakresu Xg

— (Range) 1lub powigkszona o *my CNZ (najmniej
znaczacych cyfr wskazania)Woéwczas przy zalozeniu
rozkladu  jednostajnego bezwzgledna niepewnos¢

standardowa wskazania (odczytu) miernika jest obliczana
wg wzoru:

aRelx1l
aRelx1|+brglXrl _ —155+MaCNZ

1003 V3

uB(xx) = (36)
Jesli np. woltomierzem DC z zakresem Ug=+100 V mierzy
si¢ napiecie state, a warto§¢ MBD zdefiniowano jako: + 0.05
(%) od wartoSci odczytu #3 CNZ, to bezwzgledna

niepewno$§¢  standardowa dla  wskazania  wartosci
Uy1=80.01 V (CNZ =0.01 V) jest réwna:
0.05/90.05 V|
——F—+3:0.01V=0.0433 V
ug(Uyy) = —10— (37

V3

Podobnie, bezwzgledna niepewno$¢ standardowa wskazania
woltomierza Uy,=-70.13 V jest réwna:

0.05|-70.13 V|/100+3-0.01V

ug(Uy,) = " ~ 0.038V

(38)
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W metodzie drugiej dla ujemnych x stosuje si¢ inng prosta
i trzeba policzy¢ niepewno$ci dla napigcia Uy = 0V, gdyz
w tym punkcie obie proste taczg sig:

0.05| 0 V|/100+3:0.01 V

ug(Uyo) = G ~ 0.0173 V

(39)

Wedtug wzoru (14) przy np. k= 0.5, niepewno$¢ wartos$ci
napigcia dla zakresu ujemnego

U.=(1-k)-Uyp+k-Uyy =(Uyr+Uy)/2 = -35,065 V 40)
v/0.0173212 + 0.03762
u,) = 5 ~0.021V (41)
KRETOAN
0,04
L U. <0 U.>0
0,01 l Metoda 1 Metoda 11
|
O I UC [V]

-80-70-60-50-40-30-20-10 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90100

Rys. 10. Charakterystyka niepewnos$ci miernika cyfrowego dla
zakresu ujemnych i dodatnich napi¢¢ dla Metody 11 Metody II,
opartej na skrajnych punktach

Wedtug wzoru (14) przy k=0.5, niepewnos$¢ wartosci
napigcia dla zakresu dodatniego, przy napigciu

UCZ(].-k)'UVO'f'k'UV]:(UV()‘FUV])Q = 45,025 \'
(42)

1/0.0173212 + 0.04332

u(Uc) = 2

~0.023V (43)

Dla napigcia wybranego w sposéb dowolny np. U, = 9,96 V

U=(1-k)-Up+k-Uy; =996V £k=9.96/90.05 = 0,11

u(U,) = (1 —k)2u2 + k2u2 = 0.016 V. (44)

Natomiast, jesli podstawimy wartos¢ U.=9.96 V
bezposrednio do wzoru, wg ktérego obliczana jest
niepewnos$¢ standardowa, to uzyskamy

__0.05[9.96 V|/100+3-0.01V
uB(UC) - V3

~ 0.0202V (45)

W kazdym przypadku niepewno$§¢ wyznaczana metodg II
jest mniejsza niz metoda I, co zilustrowano na rysunku
liniami przerywanymi.

4. PODSUMOWANIE I WNIOSKI

W pracy zaproponowano, by macierzowe réwnanie
propagacji wariancji podane w Suplemencie 2 Przewodnika
[1,2] uzy¢ do estymacji niepewnosci dowolnej liczby
punktéw funkcji opisujgcej mierzong charakterystyke
badanego obiektu, np. przyrzadu, uktadu pomiarowego,
urzadzenia, procesu lub produktu. Wyznaczono i oméwiono
wzory dla estymacji wartosci niepewnos$ci bezwzglednych
i wzglednych oraz wspétczynnika korelacji dla punktéw
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funkcji liniowej na podstawie pomiaréw w dwu jej punktach
kontrolnych. Dotyczy to m.in. przyrzadéw pomiarowych
i systemOw o bezposrednim odczycie mierzonej wielkosci
i mnoznikowej zmianie zakresu. Ich charakterystyka
wejscie-wyjscie jest linig prosta o nachyleniu réwnym 1.
Niepewnosci dla punktéw funkcji nieliniowej wyznacza si¢
z jej liniowej zaleznos$ci pomigdzy macierzami kowariancji.

Rozpatrzono dwie metody estymacji niepewnosci
w wybranych punktach charakterystyki, nazwane jako I i IL.
W  metodzie 1 zalozono liniowa zalezno$¢ miedzy
niepewno$cia bezwzgledna typu B i wartodciag wielkosci
mierzonej, otrzymana jako 13 dopuszczalnego biedu
maksymalnego przyrzadu (MBD). Blad ten stosuja
producenci aparatury do oceny doktadno$ci przyrzadéw,
np. woltomierza cyfrowego. W metodzie I dla catego
zakresu pomiarowego trzeba przyja¢ wspétczynnik korelacji
réwny 1. Stosuje si¢ ja do estymacji niepewnosci sktadowe;j
typu B przyrzadéw. Jesli. w pomiarach stosuje si¢ kilka
przyrzaddéw i urzadzen pomiarowych z podobnym wptywem
warunkéw otoczenia, to nalezy uwzglednia¢ korelacje
typu B.

W metodzie II dla kontrolowanych i estymowanych
wartos$ci przyjeto model statystyczny. Warto§ci w punktach
badanej funkcji interpolowano jako liniowg superpozycj¢
warto$ci zmierzonych w punktach kontrolnych i ich
wariancji. Z niepewnosci i wspélczynnika korelacji dla tych
punktéw estymuje si¢ bezwzgledne i wzgledne niepewnosci
dla dowolnych punktéw funkcji opisujacej badang
charakterystyke. =~ Uzyskano  paraboliczne  przebiegi
niepewnos$ci z minimum wewnatrz przedzialu pomiedzy
punktami kontrolnymi oraz znaczny wzrost niepewnosci
poza jego krancami. Wzgledne polozenie minimum i jego
obnizenie zalezy od stosunku niepewnoS$ci i wspélczynnika
korelacji jego krancéw. Nie zalezy za$ od potozenia tego
przedziatu. wzdtuz zakresu pomiarowego. Metoda II
wyznacza si¢ niepewno$¢ catkowita u i jej sktadowg typu A.
Metoda I jest jej szczegdlnym przypadkiem, gdy warto$ci
w punktach kontrolnych maja wspétczynnik korelacji réwny
1. Znormalizowano parametry punktéw kontrolnych oraz
poréwnano wyniki przyktadéw uzyskane dwoma metodami.
Jesli dla sgsiednich punktéw pomiarowych niepewnosci
réznig si¢ co najmniej tak samo jak warto$ci wielkoSci
badanej, to np. dla stosunku tych niepewnosci ¢ = 0,5
znormalizowana réznica wynosi 0,2, a dla ¢ =1/3 ok. 0,15.

Estymacj¢ niepewnosci dla nieliniowego przetwarzania
badanej funkcji wyznacza si¢ tg sama metoda macierzows .

Mozliwo$¢ zastosowania metody II do estymacji
niepewnosci funkcji nieliniowych z zastosowaniem wigkszej
liczby punktéw kontrolnych przeanalizowano wstgpnie w [6]

Jako przyktad uzycia podanych wzoréw ogdlnych,
metoda statystyczng II wyznaczono przebiegi niepewnosci
sumy i réznicy dwu dowolnych warto$ci badanej funkcji
estymowanych z pomiaré6w w dwu punktach kontrolnych.

Zaproponowana w pracy metoda stanowi uzupetnienie
metod regresji. Jest ona do$¢ prosta jako oparta na wynikach
pomiar6w o wymaganej odpowiedniej doktadnos$ci tylko
w dwu punktach zakresu liniowej lub nieliniowej funkcji
przetwarzania. Umozliwia ona kontrol¢ zmian parametréw
znamionowych charakterystyki po kalibracji lub poprzednich
pomiarach kontrolnych. Moze by¢ samodzielne stosowana
w wielu pomiarach, w tym w automatycznej kalibracji
i kontroli, monitoringu i diagnostyce charakterystyki
o znanej funkcji.

W prezentacji prac [4] i w kilku innych poprzednich
publikacjach w czasopiSmie PAR autorzy omdwili rézne
przyktady szacowania niepewnoS$ci uktadéw do posrednich
pomiaréw wieloparametrowych. Wykaz tych prac podaje
publikacja [6] zawarta w tym zeszycie konferencji MKM 51.
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ESTIMATION UNCERTAINTIES OF POINTS OF FUNCTION
FROM TWO CONTROL MEASUREMENTS

The estimation of the uncertainty of points of the function describing the tested characteristics based on measurement
results at two control points is discussed. Two methods were used. By method I, the type B uncertainty component
is estimated from the permissible values of the maximum error of the apparatus used for measurements at the controlled
points of this tested characteristic. With stable measurement conditions and negligible uncertainty of type A
of measurements, a correlation coefficient equal to 1 should be assumed for results of several points measured by the same
insturment. The method II is statistical It is based on measurement data at control points and is used for estimation of type A
and combined uncertainties of the function values of the points being tested. Correlation coefficient between their results are
also estimated. Used for that is the equation binding the covariance matrices in indirect multiparameter measurements
according to the Supplement 2 of the GUM Guide. Relative and absolute uncertainties for the sum and difference of values
of two points were also determined and few examples of calculations were given. With a limited number and duration
of measurements, this method can be used in the monitoring, automatic control and diagnosis of various objects.

Keywords: indirect measurements, permissible maximum measurement estimation, values

of the characteristic, control points, , covariance matrix, correlation coefficient.
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