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WPLYW WY ZSZYCH HARMONICZNYCH NA
NIELINIOWE DRGANIA BELEK WYKONANYCH
Z MATERIALU KELVINA-VOIGTA

W pracy analizuje gigeometrycznie nieliniowe drgania ustalone beleknwyzo-
ne sitami harmonicznie zmiennymi w czasie. Belki eryaine g z materiatu lepko-
Sprzystego opisywanego za pomomodelu Kelvina - Voigta. Do opisu geome-
trycznej nieliniowdci deformacji zastosowano tepwon Karmana oraz tegrbe-
lek Eulera - Bernoulliego. Pomitid wptyw osiowych sit bezwtadrioi oraz zato-
z0no nieprzesuwrié osiowg koncow belek. Sformutowano zazki fizyczne wy-
razone za pomagsit przekrojowych i uogélnionych odksztatceRéwnania ruchu
oraz réwnania amplitud zapisano stasujneto@ prac wirtualnych, metadbilan-
su harmonicznych oraz metoalementéw skaczonych. Nieliniowe réwnania
amplitud rozwgzano metog kontynuacji. W rozwjzaniach okresowych réwha
ruchu uwzgtdniono wyzsze harmoniczne, co pozwala na agatezzonanséw po-
bocznych, ale znagzo skomplikowato sformutowanie i rozyzianie problemu. Za
pomog krzywych rezonansowych przedstawiono dynamiczreh@aanie si be-
lek wykonanych z materiatu Kelvina — Voigta. Wynikréwnano z rozwiania-
mi dla belek spzystych. Przeanalizowano istoidowyzszych harmonicznych
w opisie drgé nieliniowych.

Stowa kluczowe:model Kelvina-Voigta, geometryczna nielinios§cdelek, MES,
drgania ustalone, analiza #gzych harmonicznych

1. Wprowadzenie

Celem pracy jest analiza geometrycznie nieliniowgloen ustalonych be-
lek wymuszonych sitami harmonicznie zmiennymi wieaz uwzg¢dnieniem
w rozwigzaniu wyszych harmonicznych. Przyp do bada belki wykonane
z materiatu lepko-speystego definiowanego jako klasyczny model reolagycz
Kelvina-Voigta. Rezultaty zostaty przedstawione @staci krzywych rezonan-
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sowych. Poréwnano otrzymane krzywe rezonansowe rikasni dla uktadow
sprezystych z ttumieniem proporcjonalnym do macierzy riigs

2. Sformutowanie problemu

Analizuje s¢ geometrycznie nieliniowe ustalone drgania belekamanych
z materiatu Kelvina-Voigta. Rozpatrujes $ielki jednoprzstowe o dtugéc prz-
staL. Drgania wzbudzane 9rzez dowolne sity harmonicznie zmienne w czasie
0 czstasci wymuszeniad. Schemat ukfadu przedstawiono na Rys. 1. Belka na
koncach posiada niepodatne podpory w kierunku poziongymbolemA ozna-
czono pole przekroju poprzecznego betkimasg roztozona na jednostk dtugo-
sci, aJ moment bezwiadrigi przekroju poprzecznego. Przemieszczenia pozio-
me i pionowe belki oznaczono odpowiednio praégt) i w(x,t).

P(t)

p(x.t) l
VIT m A J x
= \ﬁu(x 1) 4
L L w(x,1) ’ L

¥

Rys. 1. Schemat belki jednopstowej

Fig. 1. Diagram of one-span beam

2.1. Zaleznosci geometryczne i zwazki konstytutywne

Odksztatcenia przekroju belki raga zapiséa nastpujaco:

Ex (X z,t) = (X, t) — zk (X, 1) ,K(X 1) = =W, (X 1) (1)
gdzie: &,(xzt)— odksztalcenie dowolnego punktu przekroju poprzegen
o wspotrzdnejz, £(x,t) — odksztatcenie osi obgpej belki «(x,t) — krzywi-
zna belki, (0}, = d(0)/ dx.

Zgodnie z teog von Karmana mmna geometrycznnieliniowos¢ problemu
uwzglkdni¢ w nasgpujacy sposob:

£061) = Uy () + 2wk (x1) )

Prawo konstytutywne dla materiatu Kelvina-Voghta posta:
0, (X z,t) = Ey&, (X Z1) +TExE, (X 1) 3)
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gdzie: 7 — czas retardagjiE, — modut spgzystadsci, o, (x zt) — napezenie
normalne,é, =de, /dt .

Znajac prawo konstytutywne opisane rGwnaniem (3yn@zapisé zwigz-
ki fizyczne za pomag momentow zginacych M(x,t) i sit normalnychN(x,t)
oraz uogolnionych odksztaltev nastpujacy sposob:

N(xt) = EjAs(x,t) + EQAT £(Xt) (4)
M (x,t) = Ejdx(x.t) + E,JT K (X,t) (5)

Jezeli pominie s¢ wptyw osiowych sit bezwtadrigi oraz zatay niepodat-
nos¢ w kierunku osi belki podpér na foach belki to réwnanie (4) mpa prze-
ksztatct do postaci

L L
N(t) :ij,idx+ TEJ-W,XW,XdX (6)
2L 0 L 0

2.2. Réwnania ruchu

W pracy zataono, ze drgania uktadu wywotywane rzez sity harmo-
nicznie zmienne, a w opisie tych sit uwadhia s¢ wyzsze harmoniczne, tzn.:

p(X,t) = py K )cosAt +pg (X)SINAt + p; K )c0S31t +pg; (X)SiN3At @)

gdzie: A— czgstas¢ wymuszenia py (X), Py (X), P (X), Ps3(X) —amplitudy sity
wymuszajcej.

W przypadku drga ustalonych w ustalonej odpowiedzi uktadu réwinie
uwzgkdnia s¢ wyzsze harmoniczne. Zmiany w czasie przemieszqzeno-
wychw(x,t) oraz krzywiznk(x,t) przekroju opisuje siza pomog funkcji:

W(X,t) =W, K)cosAt +wy (X)sinAt +w,; K )cos3At +wg (X)sin3At (8)
K(X,t) =k K)cosAt + kg (X)SINAt + k5 K )cOSBAt + k5 (X)SIN3At (9)

Biorgc pod uwag powyzsze zalenosci i zwigzki fizyczne (4) i (5) mena sity
normalne oraz momenty zginag zapisaw nast¢pujacy sposoéb:

M (x,t) =My K)cosAt + Mg (X)sinAt + M 5 K )cos34t + M, (X)sin31t ~ (10)
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N(t) = N, coS At + N, cositsinAt +N sin’ At
+N, cos 31t + N, cos3At sin3At +Nsin’ 3t
+ N, cosAt cos3At + Ng cosAt sin3At
+ Ny sinAt cos3At + N, sinAtsin3At

(11)

Amplitudy momentow zginapych M 4(X),M(x) 1 My (X),Mg(X)
mozna wyznaczy stosujc meto@d bilansu harmonicznych podstawiajzale:-
nosci (10) i (9) do réwnania (5), co prowadzi do rasifacych zalenosci:

M (%) = Bgdky(X) + By JTAKg(X) M 3(X) = EgJKco(X) + 3B, JTAK4(X)
M q(X) = —EqJ7ky(X) + EgJTAk 4 (X) My(X) = 3B, JTAK 5(X) + Bk y(X) (12)

W podobny sposéb state wyptijace w (11) mana wyznacz§ podstawigic
réwnania (11) i (8) do réwnania fizycznego (6). #raudnych przeksztatceniach
otrzymuje sg:

L

=28 (e 1A

0

ZL X (X) WS]. X (X)dX

L
N, = —mE%A Wclx(x)dx+— j Wy, ()W (X)X + m— j WA, (x)dx

0
L
N, = 7425 [ 09 02 A j W, (x)dx

L

N, = EoA [y
2L

o'—.

. ()dx+ 301 202 j o (W, (X)X

L
Ny = -3A20% [, (- 22 j W (R (307205 jwigx(x)dx
N =-311 E‘J‘chyx (X)W (X)X + EIWQX (X)dx
L 5 2L 5
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0 0
A L
#7452 [, (9w (X
0

L L
Ny = =304 52 [y (0 (9 + 22 [y (g ()
0 0

EoA

+7A— '[Wslx(x)wsg < (X)dx

0

L L
E, A E,A
N = =740 [ Wey (W () + =0 [ Wy (X) i ()
0 0

L
+ 37 %Angqx(x)wse,’x(x)dx
0

L L
A EyA
Nyp=-74 %IWQX(X)Wﬁ,X(X)dX -3/ —E J.Ws‘]_,x(X)WCS,X(X)dX
0 0 (13)

L
»20 [0 0

2.3. Zastosowanie metody elementow skazonych

Dyskretyzac} rozpatrywanego problemu dokonano za pamatetody
elementéw skaczonych. Réwnanie pracy wirtualnej ma w rozamym przy-
padku post&

L
jow(x,t) b(x,t)+ p(x 1) dx— j5x(x,t)|\/|(x,t)+55(xt)N(t))dxzo (14)
0

Réwnania amplitud wyprowadzono stagujmeto@ bilansu harmonicz-
nych. W tym celu gyto wrednione w wzgidem czasu réwnanie pracy wirtual-

nej. Ma ono posta
TL TL

2 j j aw(x t)(b(x,t) + p(x.t)) dxdt=2 j j (AK (X, )M (x,t) + Fe(x, tyN (t)) dxdt (15)
00 00

gdzieT =27/ A jest okresem drga
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Rys. 2. Typowy element skozony i 0znaczenie gztowych przemieszcze
Fig. 2. Typical finite element and signing of nodaplacements
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W pracy zastosowano typowy elementskaony o dtugéci |, pokazany

na Rys.2, dla ktérego aproksymagmplitud przemieszcaei ich wirtualnych
odpowiednikow zapisuje ghastpujaco:

Wer (X) = H(X)q ger Wea(X) = H(X)qze

Wep (X) = H(X)q ger We3(X) = H(X)q ge

M1 (X) = H (X)X ger Miez(X) = H (X)X e

A (X) = H(X)A g, MW3(X) =H(X) A ge (16)

gdzie H(x) — wektor funkcji ksztattu, ktérego sktadowynai wielomiany Her-

mite’a trzeciego r@u, qge dge:dge:dge — Wektory weztowych amplitud
przemieszcae

Po zmudnych przeksztalceniach réwnania (15) i uwdgleniu wzoréw
(12) i (16) mana uzyska nieliniowe réwnania amplitud w postaci:

e = (K - M )qc1+r/qu Sl+(% Ny +3Ng+ 5Ny +3 N+ 5N, +%N10)ch1
+(% N, +2Ng _%Nsa)qul
+(% Nl_% N; +% N7)ch3 +(% N, +% Ns)qus -Py=0

ra = (K - M )qS1 —TAKg, + (% N, +% Ng _% Ng)ch1
+(% Ny +3Ng+3N, +3Ng -2 N; _%Nlo)qul (17)
+ (_% N, +% NQ)Bch + (% N, _% N, +% Nlo)qus -P4=0

Fes = (K -9A°M )ch +31AKq 3 + (% N, _% N3 +% N7)ch1

+ (_% N, +% NQ)BqSl + (% N, +% N, +% N, +% N6)ch3
+ (% Ns)qu3 —Pi =0
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=(k —9/12M)q33—3r/1KqC3+(iN +2N B0y
+(1N 1N +5 Nlo)qul ( )BqC3
+( N +1 N3+ N4+ NG)qus SS_O

gdzier,ri ry,r 3 wektorami reszt.

Globalne wektory obaten P, Py,P.3, P oOraz globalne macierze mas
M, sztywndci K i geometryczneB s3 agregowane w znany sposob przy-u
ciu macierzy definiowanych na poziomie elementuiskonego [2].

Macierzowo statd\i..Nio mozna przedstawiw nasg¢pujacy sposob:

E A E A A
N, = quchl + M qcqusl N3 = . Bag + EO ququl
E A A
c chl+E'fqlqusl+M S el
E. A
N, EO CIcanC3+3M_qcaBCI53 Ng __3”] qcanss OL qlanss

A E. A
Ng = —3fﬂiQIanca +%QI3|3€I53 +31A—— EO q338qs3

A E,A A
N, :%quBqCS +311 %qzlqus‘% + Tﬁ%qngqC3

E. A A
=-3rA _quBqC3 E quBq st %quq 3

E,A E A EA
—TA—— qlqucg +%qLch3 +371A %QLB%

A A
N10=_MEO 0uBag — 3T/‘E';qsquCS EE 9uBs (18)

Rozwigzanie nieliniowego uktadu réwnaamplitud dla danej estdsci
wymuszenial wymaga zastosowania metody kontynuacji opisanej].

3. Analiza dynamiczna belek

W celu zbadania dynamicznych tawosci uktadow z materiatu lepko-
sprzystego z uwzgldnieniem wyszych harmonicznych prayp do analizy
belke wolnopodpai pokazag na Rys.3, ktéra jako spitysta byta analizowana
w pracy [1]. Drgania wzbudzane przez sity harmonicznie zmienne w czasie
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zlokalizowane w odlegfwi L/4 od podpér o amplitudzier, = 1363€,Jr/L®

i P,=-962E,Jr/ 3, gdzier oznacza promiebezwtadnéci przekroju poprzecz-
nego belki.Obliczenia wykonano dla rownomiernego podziatikbeh 8 ele-
mentow skaczonych. Rezultaty prezentowangve formie krzywych odpowie-
dzi jako funkcji wzgédnej wypadkowej amplitudy przemieszazpionowych
ws /h w punkcie przytaenia sity wzbudzagej P, do bezwymiarowej estdsci
Alw, gdzie ay jest podstawow czestoscia wlasrmy analizowanego uktadu.
Wypadkowa amplitudavs jest pierwiastkiem sumy kwadratow sktadowych am-
plitud wac | wis W badanym punkcid) oznacza wysokd przekroju poprzeczne-
go belki. Poréwnano krzywe odpowiedzi dla belek aryknych z materiatu
Sprzystego z ttumieniem proporcjonalnym do macierzy masspotczynnika
ttumienia c= 00l oraz modelu Kelvina-Voigta dla czasu retardacji
7 =1/1500s Charakterystyki materiatu dla modelu gqstego jak i lepkospr
zystego dobrano tak aby wiekd@ maksymalnych amplitud przemieszazge-
zonans) w badanym punkcie byly podobne.

P(t)= P1cos(it) l P(t)= P2 cos(t)
J/ m, A, J
AN VAN
L | L2 |l L
* 7
L

Rys. 3. Schemat analizowanej belki z niepodatnyedipprami na kicach
Fig. 3. Diagram of analyzed beam with immovablesend

Obliczenia wykonano dla nagujacych danych: rozgtos¢ przesta belki
L =4.0m,wymiary przekroju poprzecznéegoh =0.4x0.4m, modut speystasci
materiatu lepkospeystegoE, =7.0MPa, zgodnie z prag¢3], jednostkowa masa

belki m =160 kg/m.

Na Rys.4 przedstawiono krzywe odpowiedzi dla obdabgch modeli ma-
teriatu, spezystego i lepkospizystego Kelvina-Voigta. Mzna wyranie zaob-
serwowd, ze wyrany rezonans wewtrzny wystpujace tylko dla modelu
sprezystego, natomiast dla modelu Kelvina-Voigta jeshimalne. Na Rys.5
powigckszono stref rezonansu wewtrznego z Rys.4, ktéra w przypadku dal-
szego obriania czasu retardacji staje sbraz bardziej zauwalna.
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Rys. 4. Poréwnanie krzywych odpowiedzi dla belki
swobodnie podpartej. Model spysty (————-— ), Mo-
del Kelvina-Voigta (+ + + +)

Fig. 4. Comparison of response curves for simply sup
ported beam. The elastic modet—-), the Kelvin-
Voigt model(+ + + +)
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Rys. 5. Strefa rezonansu westniznego. Model sgey-
sty (=---), model Kelvina-Voigta{———- )

Fig. 5. The internal resonance zone. The elastideino
(==--), the Kelvin-Voigt modet————- )

W pracy zbadano wptyw wgzych harmonicznych na dynamiczne zacho-
wanie s¢ nieliniowych uktadow belkowych zbudowanych z meter lepko-
sprezystego Kelvina-Voigta. Pordwnano wyniki z ukladepmegystym z ttumie-
niem proporcjonalnym do macierzy mas. Wyiia wskazanoze w przypadku
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modelu materialu Kelvina-Voigta, pomimo bardzo g czasu retardacji
(mate tlumienie) nie dochodzi do zjawiska rezonamswretrznego, co wskazu-
je, ze wyranie wptyw na to zjawisko ma prayty model materiatu oraz wptyw
czasu retardacji na elementy nieliniowe rownanipldaod, ktore nie wys{puja
w modelu spgzystym.

Podz¢kowania.
Badania byly wykonane w ramach dziatalcicstatutowej nr 01/11/DSPB/800.
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INFLUENCE OF HIGHER HARMONICS ON NON-LINEAR
VIBRATIONS OF BEAMS MADE OF KELVIN-VOIGT MATERIAL

Summary

The problem of geometrically non-linear steadyestabrations of beams excited by har-
monic forces is considered in this paper. The beamm@snade of a viscoelastic material defined by
the classic Kelvin-Voigt rheological model. The vidarman theory and the Euler-Bernoulli theo-
ry are applied to describe the effects of geometrimlinearities of beam deformations.
The influence of axial inertial forces are negldct€he immovable ends of beam system are as-
sumed. The physical relationships for internal ésrand general deformations are defined. The
equations of motion and amplitudes are derivedgusie virtual work method, the harmonic bal-
ance method and the finite element methodology.-IN@ar amplitude equations are solved ap-
plying the continuation methodin the steady-state solution of equations of motitie higher
harmonics are taken into account what enablesmegamine an secondary resonances but signif-
icantly complicates the formulation and solutiontleé problem. Using resonance curves the dy-
namic behaviour of beam systems made of the viastieity Kelvin-Voigt material are presented.
The results are compared with these ones for elasams. The significance of higher harmonics
for the description of steady-state non-linear afiions are briefly discussed.

Keywords: Kelvin-Voigt model, geometric nonlinearities ofdyme, FEM, steady-state analysis,
higher harmonic analysis
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