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Wybrane problemy niejednoznacznosci ceny dualnej wody
w postoptymalizacyjnej analizie systemu wodociggow
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gospodarowania wodg, postoptymalizacja

Streszczenie: W literaturze uwaza si¢, ze cena dualna wody jest obiektywng przestanka
do ksztattowania rynkowej ceny wody. Jednak autorzy zauwazaja, ze pojedynczy wektor cen dualnych
w dystrybucji wody, gdy jest niejednoznaczny, nie powinien sta¢ si¢ podstawg do podejmowania decyzji
zaréwno normujacej cen¢ wody jak i wptywajacej na procedury modernizujace sie¢ wodociagows.
Praca uczula inzynieré6w gospodarki wodnej by nie powielali powszechnych btedow oprogramowania
oraz wskazuje jak, pomimo kompletnego braku literaturowych wskazowek, praktycznie rozwigzywac
napotykane problemy techniczne. Liniowa zalezno$¢ wektoroéw wierszowych parametrow lewych stron
wigzacych warunkéw ograniczajacych w modelu programowania liniowego dla zuzycia wody
identyfikowana jest tu jako przyczyna niejednoznaczno$ci wektoréw cen  dualnych.
Ta niejednoznacznos¢ w zagadnieniach dystrybucji wody wymaga ksztattowania alternatywnych
scenariuszy technicznych pozwalajacych na wariantowy wybor sposobu modyfikacji systemu poboru
wody. Dlatego opisano zasady wyznaczania proporcjonalnosci jednoczesnych zmian niektérych
parametréw prawych stron warunkéw ograniczajacych. Na uproszczonym modelu dystrybucji wody
sformutowano i wskazano te zasady optymalnego doboru najbardziej produktywnych wektorow dla
metody parametrycznego programowania liniowego. Opracowana w pracy metodyka umozliwia m.in.
wygenerowanie alternatywnych scenariuszy technicznych oszczedzania roznej ilosci wody, skutkujacej
réznymi oszczgdno$ciami finansowymi.

1. Wstep

1.1. Ksztaltowanie ceny wody celem zréwnowazenia zapotrzebowania na wode

Analiza przeprowadzona przez Bank Swiatowy [64] wskazuje, ze niedobor wody
w niektorych regionach moze obnizy¢ PKB nawet o 6% i prowadzi¢ do zwickszonej migracji,
a w niektorych przypadkach do wigkszego ryzyka konfliktu. Susze i1 okresy niedoboru wody
staty si¢ zjawiskiem powszechniejszym i czgstszym w Europie [17]. Do$wiadczenia suszy
w Europie w latach 2011, 2012, 2015 1 2018 byty najgorsze od stulecia 1 dotyczyty nie tylko
Europy Potudniowej i Zachodniej, ale takze krajoéw w Europie Pdtnocnej (w tym Wielkiej
Brytanii, Francji, Niemiec, Szwecji i Polski). Roznica migdzy zaopatrzeniem w wode a jej
rosngcym popytem okresla rowniez kluczowe ograniczenia rozwoju gospodarczego Chin.
Szacuje sig, ze przed 2005 r. z powodu niedoboru wody w produkcji, Chiny tracity rocznie 28
511 milionoéw $. Brown [7] stwierdzil, ze niedtugo niedobor wody w Chinach stanowié¢ bedzie
zagrozenie dla globalnych potrzeb zbozowych. Dlatego woda wraz z ziarnem 1 ropg naftowa sa
okreslane jako zasoby strategiczne. Stad sugeruje si¢, ze wladze publiczne powinny ksztaltowac
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ceng wody dla uzytkownikéw w celu odzwierciedlenia jej prawdziwego niedoboru lub kosztow
alternatywnych [15].

1.2. Metody optymalizacji i postoptymalizacji w planowej eksploatacji zasobow
wodnych

Metody optymalizacji i postoptymalizacji mogg by¢ wykorzystane jako narzedzie
pozwalajace na dynamiczng korekte i doskonalenie eksploatacji ztozonych systemow. Metody
te wymagaja dwoch podej$é: matematycznego i menadzerskiego [29-30]. Narzedzia i zasady
optymalizacji umozliwily opracowanie modeli normatywnych dla optymalnego zarzadzania
systemami zasobow wodnych na duzg skalg, uwzgledniajagcych wszechobecng niepewnos¢
W prognozowaniu procesow naturalnych i skutkow gospodarczych [13]. Liczne modele
optymalizacji bywaja wykorzystane do zapewnienia wysokich parametrow niezawodnosci
sieci, parametrow niezawodnosci jakosci wody, odpowiednich schematéw operacyjnych
uwzgledniajacych liczne ograniczenia hydrauliczne w postaci: wysoko$ci spigtrzonej wody
(hydraulic head), wyciekow, zmiany zuzycia energii pompy i sekwencyjnej dyskretnej pracy
pompy przy tym minimalizujacej koszty operacyjne. Wigkszo§¢ modeli optymalizacji uzywa
technik matematycznych, takich jak: programowanie liniowe (LP), programowanie
dynamiczne (DP) i programowanie nieliniowe (NLP) lub ich wariacje [2, 10, 13-14, 19, 22,
25, 53]. Niektore modele probleméw niezawodnosci lub optymalizacji kosztu i czasu
konserwacji sieci wodociggowej lub systemu kanalizacyjnego konstruowane sg na gruncie
statystyczno-stochastycznym [3, 38]. Romaniuk [44-46] prezentuje liczne eksperymenty
numeryczne skupiajace si¢ Nnp. na optymalizacji wartosci oczekiwanej kosztow i czasu
eksploatacji sieci wodociggowej, gdy parametrem decyzyjnym jest bezwarunkowy czas
wymiany tzn. gdy lepiej jest wymieni¢ fragment sieci zamiast dokonywa¢ jego kolejnej,
przysziej naprawy.

Modele niezawodnosci, gotowosci 1 bezpieczefistwa w potaczeniu z programowaniem
linowym s3 uzyteczne w identyfikacji oraz predykcji niezawodnosci, gotowosci
i bezpieczenstwa zlozonych systeméw technicznych, a takze w optymalizacji i analizie
kosztow eksploatacji tych systemow [28, 32-33, 66]. Wskazana tu niepewno$¢ obranych
parametréw typowego modelu programowania liniowego wymaga, by oprocz procedury
optymalizacyjnej, mie¢ tatwy dostep do procedur postoptymalizacyjnych [56, 58].

Freire-Gonzalez i in. [18] dokonuja przegladu literatury na temat istniejacych badan
dotyczacych modeli przeptywow miedzygateziowych (metody input-output) do oceny
ekonomicznych skutkow niedoboru wody podczas suszy oraz metod programowania
liniowego wejscia-wyjscia (I0-LP) w podejsciu do kwestii planowania zasobow wodnych
W kontekscie suszy i niedoboru wody. Gibbons [22] oraz Liu i in. [36] wskazuja,
ze prawidlowe ustalanie cen dla zasobow wodnych odzwierciedlajacych ich rzeczywista
warto$¢ jest bardzo wazne dla oszczedzania wody i dla zlagodzenia niedoboréw zasobdw
wodnych. Dalej uznaja cen¢ dualng wody jako tg, ktéra winna shuzy¢ do ilosciowego
okreslenia rzeczywistej] warto$ci zasobow wodnych, odzwierciedlajacego rowniez
ich niedobor. Czynig tak pomimo, ze niekiedy twierdzi si¢, ze praktycznie niemozliwe jest
uzyskanie ceny dualnej wody poprzez rozwigzanie liniowego modelu programowania. Jednak
Liu i in. [36] taczac metode analizy wejsScia-wyjScia z metodag LP opracowali model
Z ograniczeniami dotyczacymi popytu koncowego, calkowitej produkcji, salda handlu
i dostepnosci wody. Model ten postuzyl do oszacowania ceny dualnej wody. Wyniki te
stanowig cenne odniesienie do ustalenia racjonalnych cen wody przemystowej i produktywne;j
w rejonach dziewieciu gtownych dorzeczy chinskich. Przegladu analogicznych badan
modelowania warto$ci wody w r6znych sektorach gospodarki w Afryce Poludniowej dokonuja
Nieuwoudt i Backeberg [42], a na $wiecie Conradie i Hoag [11]. Badania te przeprowadzono



w wyniku powstania zapotrzebowania na modele do pomiaru gotowosci do zaptaty za wode
np. do nawadniania upraw rolnych.

1.3. Problemy programowania liniowego w modelowaniu zasob6w wodnych

Typowy system zasobow wodnych sktada si¢ ze zbiornikéw wodnych, hydroelektrowni,
nawadnianych gruntow, kanatow sztucznych i nawigacyjnych itp. bedacych w zasiggu rzeki
lub dorzecza. Stad optymalne planowanie wielozadaniowego systemu zasobow wodnych,
czyli zaprojektowanie "najlepszego” systemu, ktéry ma zosta¢ zbudowany i wykorzystany
W horyzoncie planowania, jest podporzadkowane m. in. ograniczeniom technicznym,
ekonomicznym, finansowym, spotecznym i politycznym. Ograniczenia te obejmujg sezonowe
wahania zaopatrzenia w wodg, warunki geograficzne i geologiczne wybranych miejsc, istnienie
kapitatu, pozyczki, site roboczg i ustugi lokalne, stope procentowg (i jej tendencje), plany
rozwoju regionalnego itp. [25]. Cytowani autorzy wykorzystali model LP dla bardzo ztozonego
systemu zasobow wodnych uwzgledniajac szereg licznych ograniczen zwigzanych
ze zbiornikiem, z nawadnianiem, z hydroelektrownia, ze sztucznymi $ciekami i ograniczenia
nawigacyjne. Przy tym badano przypadki rzek w poludniowej Argentynie, a te typowe
problemy opisywato okoto 300 ograniczen i 300 zmiennych. W takiej masie ograniczen nie
trudno natrafi¢ na liniowo zalezne wektory wierszowe parametrow lewych stron warunkow
ograniczajacych, a to juz rodzi problemy przy analizowanej tu postoptymalizacji.

McKee i in. [41] opracowali model procesu eksploatacji warstwy wodono$nej przez
ponad 900 odwiertdow, poczynionych gltéwnie na potrzeby przemyshu, zaopatrzenia
komunalnego i nawadniania upraw w Arkansas. Uwzglednili 3 warianty modeli LP w celu
symulacji zoptymalizowanych wyplywow wody powierzchniowej i wody gruntowej przy
jednoczesnym zachowaniu natezenia przeptywu strumienia oraz licznych ograniczen
hydraulicznych. Rowniez to zlozone zagadnienie posiada wskazane powyzej problemy z
liniowa zalezno$cia.

Techniki optymalizacji wielokryterialnej, np. dla skazonego obiektu wodonosnego,
sprowadza si¢ do optymalizacji jednokryterialnej poprzez zastosowanie metody wazonej sumy
lub metody ograniczen [16, 27, 40]. W ostatniej z tych metod optymalizuje si¢ jedng z funkcji
celu, wykorzystujac inne funkcje celu jako ograniczenia, tj. wlaczajac je do warunkéw
ograniczajacych modelu, tym samym zwigkszajac liczbe ograniczen. Prowadzi to zazwyczaj
do analizowanego w obecnej pracy problemu liniowej zalezno$ci towarzyszacej nadmierne;j
liczbie warunkoéw ograniczajacych.

Abdy Sayyed i in. [1] przeprowadzaja optymalizacj¢ sieci dystrybucji wody poprzez
zminimalizowanie kosztow sieci przy warunkach ograniczajacych wynikajacych z wymagan
ci$nieniowych we wszystkich weztach. Z uwagi na komplikujaca zagadnienie mnogo$¢
warunkow ograniczajacych, juz w optymalnym projekcie niektére warunki ograniczajace sg
tam zastepowane poprzez dodatkowg karg w funkcji celu. Kara jest stosowana za niespetnienie
ograniczen ci$nieniowych. W cytowanej pracy zostaty zastosowane trzy metody wnioskowania
karnego. Oznacza to zaznaczajacg si¢ niekiedy w literaturze tendencj¢ do ucieczki od nadmiaru
warunkow ograniczajgcych. Lecz wymaga to wlasciwego doboru funkcji kary.

Frizzone i in. [19], celem maksymalizacji dochodu netto dla kilku upraw podlegajacych
ograniczeniom dostepnosci wody 1 obszaru uprawy, dokonujg linearyzacji nieliniowej funkcji
celu. Linearyzacja jest typowym narzedziem stosowanym w celu przeprowadzenia procesu
optymalizacji [37].

1.4. Krytyczna ocena niektorych wynikow prezentowanych w literaturze

Liczne prace [26, 29-30, 40, 48, 55-58] sygnalizuja konieczno$¢ ostroznosci przy
wykorzystywaniu metod LP. Wynika to gldwnie z niejednoznaczno$ci raportow wrazliwosci
zawierajacych wektory cen dualnych [55-58]. W tej pracy zauwaza si¢, ze niejednoznaczno$é



wektorow cen dualnych jest konsekwencjg liniowej zaleznosci wektorow wierszowych
parametroOw lewych stron wigzgcych warunkow ograniczajgcych modelu LP. Zalezno$¢ ta musi
mie¢ miejsce, gdy liczba mo wigzacych warunkéw ograniczajacych przewyzsza liczbe
zmiennych decyzyjnych n. Lecz zalezno$¢ ta jest zwykle niekontrolowana przez analitykow.
Koltai i Terlaky [29] wskazuja, Zze pojawia si¢ ona niemal zawsze i to juz dla niewielkich liczby
m warunkow ograniczajacych. Gdyby problem niejednoznacznos$ci wektora cen dualnych nie
wystepowal w modelu dualnym, to cykliczno$¢ procedur postoptymalizacyjnych szybko do
niego doprowadzi. Zauwaza si¢, ze w cytowanej literaturze modele gospodarowania woda
zawierajg warto$ci m oraz n bardzo czesto okreslane nawet w setkach lub tysigcach. A przeciez
juz dla niewielkich ich warto$ci winno to rodzi¢ u analitykow wielkg ostrozno$¢é w operowaniu
cenami dualnymi. Zauwaza si¢ tu brak niezbednego krytycyzmu u autoréw wielu prac
wykorzystujacych ceny dualne do zagadnien ekonomicznych i technicznych. I tak, pojedynczy
niejednoznaczny wektor cen dualnych w dystrybucji wody nie powinien sta¢ si¢ podstawg do
podejmowania decyzji zar6wno normujacej rynkowa cen¢ wody jak 1 wplywajacej na
procedury modernizujace sie¢ wodociggowa. W tej pracy sygnalizuje si¢ koniecznosé
rozwazania Kilku alternatywnych technicznych scenariuszy decyzyjnych opartych o niektore
weztowe rozwigzania w modelu dualnym do pierwotnego modelu LP. Stad dalej formutuje si¢
metodyke tworzenia tych alternatywnych technicznych scenariuszy decyzyjnych. Autorzy
dostrzegaja, ze dotychczas dajace si¢ niekiedy zauwazy¢ w literaturze powatpiewania 0
uzytecznosci cen dualnych jest prawdopodobnie powigzane z brakiem wiedzy o0 ich
niejednoznaczno$ci jak rowniez z brakiem praktycznych metod wykorzystania tego faktu.
Wyjatkiem moga by¢ tu prace [24, 55-58]. W rozdziale 2 na prostym przyktadzie sieci
wodociggowej z nieskonczenie wieloma wektorami cen dualnych wskazuje si¢ jak
zaproponowa¢  zrgby  alternatywnych  scenariuszy — modernizacji  juz  uprzednio
zoptymalizowanej sieci.

1.5. Interpretacja cen dualnych. Problemy w analizie wrazliwoSci

Raporty analizy wrazliwos$ci dla LP wskazujg cechy determinujace wybdr optymalnego
wariantu decyzyjnego:

1. opisujg niektore proste skutki wywolane odstgpieniem od planu optymalnego (tj. wysokos¢
przyrostu krancowego czyli wielko$¢, o ktora nalezy skorygowac optymalng warto$¢ funkcji
celu oraz zakres obowigzywania korekty w tej wysokosci);

2. wskazuja jak dlugo nie nalezy zmienia¢ wariantu optymalnej decyzji przy zmianie
pojedynczych parametrow liniowej funkcji celu;

3. wskazuja, poprzez ceny dualne, jak zmieni si¢ optymalna warto$¢ funkcji celu przy zmianie
(niekoniecznie pojedynczych) parametréw prawych stron poszczegdlnych warunkow
ograniczajacych w pewnym zakresie;

4. wskazuja, czy optaca si¢ firmie zwigkszy¢ dostepnosci okreslonego zasobu o okreslong
liczbe jednostek (analiza ,,wigcej za mniej” Arsham [4]).

Ogodlnie, cena dualna mierzy zmian¢ wartosci funkcji celu wynikajaca ze zwigkszenia
dostepnosci okreslonego zasobu o jednostkg, zazwyczaj przy wyraznie niedomoéwionym a
domyslnym zatozeniu, ze nie zmienti si¢ ilosci pozostatych ,,deficytowych” zasobow. Kazdemu
ograniczonemu zasobowi odpowiada wowczas osobna cena dualna. Kazdorazowo bada si¢
wtedy wpltyw zmiany ilosci kazdego pojedynczego ,,deficytowego” czynnika (tj. tego dla
ktérego ograniczenie jest wigzace). Ceny dualne pozostaja stale, dopdki nie zmieni si¢ zbior
wigzacych ograniczen rozwigzania optymalnego. Kazda z tych cen mierzy wartos$¢ korzysci z
rozszerzenia zdolnosci produkcyjnych lub strat wynikajacych z ich zmniejszenia. Innymi stowy
cena dualna odpowiadajaca prawej stronie okreslonego warunku ograniczajacego wskazuje, o
ile zmieni si¢ warto$¢ funkcji celu przy rozluznieniu tego ograniczenia. Jezeli okreslony
czynnik produkcji, czyli pewien zasdb, nie jest w pelni wykorzystany w rozwigzaniu



optymalnym (tzn. nie jest ,,deficytowy”, nie stanowi ograniczenia wigzacego / non-binding
constraint), to ma cen¢ dualng réwng zeru. Moze by¢ on dodatkowo czesciowo spozytkowany
po zwigkszeniu innych zasobow lecz nie musi go zabraknaé. Jednak, jak w obecnej pracy
wykazano, to kazdy inny czynnik o cenie dualnej réwnej zeru, gdy zostal juz w catosci zuzyty
(tzn. stat si¢ ,,deficytowy”, bo stanowi ograniczenie wigzace), moze sta¢ si¢ dodatkowo
wymagany w podlegajacej oszacowaniu proporcji do zwigkszanej ilosci pewnych zasobow o
niezerowej cenie dualnej. Analiza zmian nie tylko pojedynczego parametru prawych stron
warunkow ograniczajacych jest przedmiotem licznych studiow. Szeroki przeglad literatury w
tym zakresie prezentuja Shahin i in. [48]. Dokonana tam klasyfikacja pozwala wyr6zni¢ oprocz
zwyklej analizy wrazliwosci (ordinary sensitivity analysis) jeszcze 7 innych typow analizy
postoptymalizacyjnej: 1) regule 100% [6], 2) ,,symetryczng tolerancje” — [59-61], 3)
,hiesymetryczng tolerancj¢” bedacg rozszerzeniem tolerancji symetrycznej, a wprowadzong
przez Arshama i Oblaka [5], Wondolowskiego [63] i Wendella [62], 4) (PLP) parametryczne
programowanie liniowe [21, 47], 5) wieloparametryczne programowanie liniowe [54], 6)
analiz¢ wrazliwo$ci przy funkcjonalnej zalezno$ci parametréw prawych stron warunkoéw
ograniczajacych lub wspotczynnikow funkeji celu [23], 7) analiz¢ wrazliwos$ci ze
skorelowanymi ww. parametrami [48]. Praca Arshama [4] dobrze poréwnuje wickszo$¢ z ww.
metod poprzez konstrukcje najwiekszego regionu wrazliwos$ci dla ogélnego LP. Tym samym
Arsham [4] wskazuje wigkszos¢ z tych typoéw jako szczegodlne przypadki swej analizy.
Niemniej nadal pozostaje nierozstrzygnieta kwestia wielu szczegdlnych przypadkow zwtaszcza
zdegenerowanych o czym wyraznie Arsham [4] tam sygnalizuje. Nalezy tu zauwazy¢, ze
zachowanie okreslonych (najlepiej optymalnych) proporcji przy zwigkszaniu zasobow stanowi
podstawe (optymalnego) PLP. W innym przypadku czgs¢ zwigkszonych zasobow moze
pozosta¢ niewykorzystana, czyli nieproduktywna. Tym samym dostrzega si¢ potrzebe
sformutowania zasad optymalnego doboru najbardziej produktywnych wektorow do PLP, co
jest przedmiotem obecnej pracy. Innym nierozstrzygnietym w literaturze problemem jest
praktyczna uzyteczno$¢ niejednoznacznych raportow analizy wrazliwosci lub chocby
wskazywanie faktu pojawiania si¢ ich przez popularne pakiety obliczeniowe [26]. Fakt istnienia
nieskonczenie wielu rozwigzan modelu dualnego [55-56] dla przecigtnego analityka czyni
raport wrazliwos$ci najczesciej nieprzydatnym z uwagi na klopoty z interpretacja uzyskanych
niejednoznacznych raportéw. Dotychczas ten ostatni problem zostat opisany tylko czgsciowo i
to w jednostkowych przypadkach modeli transportowych [57-58]. Prezentowane tam modele
transportowe stanowig szczegdlny przypadek analizy wrazliwosci przy funkcyjnej zalezno$ci
parametrow prawych stron warunkoéw ograniczajacych [23].

Zatem autorzy tej pracy formutujg zasady okreslenia proporcjonalnosci rownoczesnych
zmian parametroéw prawych stron warunkéw ograniczajacych w przypadku niejednoznacznych
raportow analizy wrazliwosci. Jednocze$nie identyfikujg liniowg zalezno$¢ wektorow
wierszowych parametrow lewych stron wigzacych warunkéw ograniczajacych jako przyczyne
niejednoznacznosci cen dualnych. W tych warunkach wykorzystuja ré6zne mozliwe do
uzyskania powszechnie dostgpnym oprogramowaniem raporty zwyktej analizy wrazliwosci.
Wskazujg odmiennos$¢ interpretacji ceny dualnej odpowiadajgcej pierwszemu warunkowi
ograniczajacemu dla kazdego z uzyskanych raportéw analizy wrazliwosci (tabele 2, 3, 6).
Odmiennos$¢ ta polega na tym, ze jednostkowa zmiana prawej strony pierwszego warunku
ograniczajacego dla kazdego raportu wymusza réwnoczesng odpowiednio proporcjonalng
zmian¢ prawej strony innych warunkéw ograniczajacych. W rozpatrywanym przykladzie
autorzy wskazuja, ze oszczedno$¢ zuzycia wody o jedna jednostke moze wymagad
réwnoczesnego spetnienia jednego z dwoch alternatywnych scenariuszy dziatan technicznych.
Przy tym kazdy z tych dwoch scenariuszy technicznych pozwala na zaoszcze¢dzenie innej ilo$ci
wody 1 skutkuje innymi oszczednos$ciami finansowymi. Wybor pomiedzy tymi scenariuszami
wymaga uwzglednienia dodatkowych informacji nieprecyzowanych w tym przyktadzie. Celem



klarownej prezentacji nowej metodyki przydatnej w procesach eksploatacyjnych wielu
ztozonych systemow technicznych ograniczono si¢ do przeprowadzenia studium
uproszczonego modelu gospodarowania woda.

2. Studium uproszczonego modelu gospodarowania woda

Autorzy wskazali juz powyzej, ze kazdy model LP dla sieci wodociagow z
pojedynczym niejednoznacznym rozwigzaniem zadania dualnego samodzielnie nie powinien
by¢ podstawa do ksztaltowania rynkowych cen wody lub modyfikacji parametroéw tej sieci bez
skonstruowania kilku alternatywnych scenariuszy technicznego postepowania. Za$ pelna
analiza juz niewielkiego modelu LP prowadzi do wielu pobocznych watkow, ktore nie sa
istotne dla prezentacji metodyki tworzenia zr¢bow alternatywnych scenariuszy technicznego
postgpowania. Stad w ponizszym uproszczonym przyktadzie nadano szczegdtowa
interpretacje jedynie dwom warunkom ograniczajagcym przy cze$ciowej interpretacii
wiekszosci pozostalych warunkow ograniczajacych modelu LP. Jest to celowy zabieg autorow
by wskaza¢ na szeroki zakres przydatnosci ponizszej metodyki przy podkresleniu znaczenia
ograniczenia zuzycia wody i kosztow jej pozyskania. Dokonujac niewielkich zmian
interpretacyjnych ponizszy przyklad réwnie dobrze moze by¢ odnoszony do osiedlowej sieci
wodociggow, ktora podlaczona jest do trzech weztow poboru wody z wigkszego systemu
zaopatrzenia w wod¢ duzej aglomeracji miejsko-przemystowej [por. 38]. Taki model
zapotrzebowania w wode¢ uzupelnia¢ mozna woj. o dynamik¢ zmian sezonowych i rytmu
tygodniowego [por. 35]. Wowczas zmianie ulegajg niektore parametry modelu oraz zmianie
ulega interpretacja poszczegdlnych warunkow ograniczajacych. W kazdym z tych przypadkoéw
problem szczegdtowej interpretacji pojedynczych warunkoéw ograniczajacych bedzie musiat
by¢ roztrzygniety indywidualnie, lecz za kazdym razem powrodca te same rozwigzywane tu
trudnosci: 1) klarowne opisanie nieprzeliczalnego zbioru wszystkich niejednoznacznych cen
dualnych, 2) nadanie praktycznej interpretacji tej niejednoznacznosci WOj. poprzez
sformutowanie alternatywnych scenariuszy postoptymalizacji dla sieci wodociagowej. Aby
pokonywa¢ te trudno$ci analityk systemow logistyki miejskiej winien zapoznaé si¢ z
przedstawionym tu formalizmem matematycznym opisujacym metodyke przejscia od
typowych dla LP raportow wynikéw i niejednoznacznych raportow wrazliwosci do
postulowanych scenariuszy. By byto to klarowne niezbednym jest naszkicowanie modelu dla
niewielkiego i niezbyt skomplikowanego przyktadu dystrybucji wody, ktory zbednie nie
eksponuje problemoéw technicznych lecz skupia si¢ na poprawieniu metodyki inzynierskiego
wnioskowania.

Stad celem uzyskania prostoty i ustalenia uwagi na metodyce poszerzajacej
postoptymalizacje zalézmy, ze analizowana aglomeracja miejsko-przemystowa zasilana jest
w wode przez trzy ujecia wody znajdujace si¢ na tym samym cieku w miejscach poboru Pidla
i=1,2,3(aknarys. 1).

Rys.1 Trzy ujecia wody dla aglomeracji miejsko-przemystowej znajdujace si¢ na tym samym
cieku, przekrdj wodowskazowy

Dobowy rozbior wody w aglomeracji jest wielko$cig zmienng. Zatem ilos¢ wody
pobierana z ujecia nr i to zmienna decyzyjna x; = 0,dlai = 1, 2, 3, a okresowo moze by¢ ona



wyznaczana w roznych jednostkach woj. [dm3s?], [dm3-h?], [m3-d?Y], [m® miesiac?],
[m3-rok!]. Nadto zat6zmy, ze aktualne okresowe zapotrzebowanie aglomeracji na wode jest
zmienne i zawiera si¢ w przedziale (200; 300) jednostek, co mozna zinterpretowac jako
ograniczenia w postaci:

WO1: x; + x5 + x3 = 200 WOz x1 + x5 +x3 < 300

Z uwagi na zasad¢ nienaruszalnosci przeptywu wody w rzece w przekroju
wodowskazowym ,,S” lub wzgledy techniczne zaleznos$ci migdzy poborami wyrazaja sie w
postaci ograniczen:
WO3:9-x; +11-x,+ 7 - x3 <1800 WO4:5-x1 +6-x, +4-x3=>1000
WOs:2-x;+4-x, +3-x3 =600 WOs:0-x;+2-x,+1-x3 =200

Przy tym przeptyw nienaruszalny (ang. Instream flow, minimum acceptable flow)
okreslany jest jako ilo$¢ wody, ktora powinna by¢ pozostawiona w danym przekroju cieku ze
wzgledow: biologicznych, ekologicznych, spotecznych. Konieczno$¢ zachowania tego
przeplywu nie powinna podlega¢ ocenom ekonomicznym. W zwigzku z tym brane pod uwage
w bilansie wodnym zasoby powinny by¢ pomniejszone o przeplywy nienaruszalne. Przy tym
kryterium hydrobiologiczne okre§la minimalny przeptyw dla zachowania zycia flory i fauny
w Srodowisku wodnym. Kryterium ochrony $rodowiska okre§la minimalny przeptyw
zapewniajacy zachowanie réwnowagi standow wod powierzchniowych i1 podziemnych w
obrebie parkow narodowych, rezerwatow przyrody i stref chronionego krajobrazu. Kryterium
rybacko-wedkarskie okre$la minimalny przeptyw umozliwiajacy rozwdj ryb. Kryterium sportu
1 turystyki wodnej okresla minimalne stany wod 1 odpowiadajace im przeptywy umozliwiajace
turystyke wodng [9-10, 43]. W poruszanych zagadnieniach hydrologicznych wazng rolg
odgrywa takze kryterium techniczne odnoszace si¢ do technologicznych mozliwos$ci systemu
poboru wody przez stosowane specjalistyczne urzadzenia. Roéwniez niektére takie
ograniczenia mozna odnies¢ do niezawodnego funkcjonowania kluczowych dziedzin
gospodarki jak energetyka czy transport wodny.

Laczny koszt poboru wody z tych trzech uje¢ opisuje minimalizowana funkcja celu
FC:c - x » min. Przy tym wektor wspotczynnikéw kosztow ma postaé

c=[c1 ¢ ]=[3 4 3], =za§ x=[x1 x2 x3]T
stanowi wektor zmiennych decyzyjnych. Celem optymalizacji zmiennych decyzyjnych
wykorzystano dodatek Solver w programie Excel (por. tabele 1 i 2). Przy warunkach
ograniczajacych woj. dlaj = 1, ..., 6 wektor optymalnych zmiennych decyzyjnych
x*=[xi x5 x3]" =[66.(6) 66.(6) 66.(6)]T

Swiadczy, ze trzy identyczne wielko$ci poboru wody z trzech uje¢ wyznaczaja minimalng
warto$¢ funkcji celu na poziomie 666.67 jednostek pieni¢znych. Uzyskane rozwigzanie
pozostanie niezmienione, gdy jednostkowy koszt poboru wody z ujecia P1 pozostanie w
zakresie od 2 do 3.5 jednostek pieni¢znych, a przy tym koszt pozyskania wody z pozostatych
zrodet nie ulegnie zmianie. Zatem przyktadowo przy wzroscie jednostkowego kosztu poboru
wody z tego ujecia o 0.3 jednostki pieni¢zne rozwigzanie optymalne x* nie ulegnie zmianie,
lecz koszt tgczny wrosnie o 20 jednostek pienieznych. Podobnie z gornej czesci tabeli 2 mozna
odczyta¢ dopuszczalne zmiany pozostatych pojedynczych parametrow funkcji kosztow
calkowitych, aby rozwigzanie optymalne x* nie uleglo zmianie oraz obliczy¢ odpowiadajaca
temu zmiang tacznego kosztu pozyskania wody.

Zatozmy, ze Krytyczny stan systemu wymusza zmniejszenie poboru wody tj.
naruszenie prawej strony WO1. Ktore inne parametry modelu i jak nalezy zmodyfikowa¢, aby
zmniejszenie poboru wody byto wykonalne oraz powigzane z optymalnym spadkiem kosztow?



Tabela 1. Optymalny pobor wody dla aglomeracji  Tabela 2. Raport wrazliwosci optymalizacji w
miejsko-przemystowej z trzech ujeé wody — MP. Raport  modelu pierwotnym dla przykiadu w programie

wynikéw w programie Excel Excel.
Objective Cell {Min) Variable cells
Cell Name Original Value _ Final value Final Reduced  Coefficient  Allowable  Allowable
SES10 Total Cast 10 666.6666667 Cell Name Value Cost Objective Increase Decrease
Varlable Cells SAS2  xl 66.66666667 0 3 0.5 1
Cell Name Original Value  Final Value Integer $B52 x2 66.66666667 0 4 0.285714286 L
g2 a1 T80 GEBEGEET Contin $52 13 66.66666667 0 3 1£+30 025
$BS2 X2 1 B6.66666667 Contin
$5C52  x3 1 66.66666667 Contin Constraints
Final Price Constraint ~ Allowable  Allowable
c‘::“slrrai”ts o v - I = o Cell Name Value dual R.H.Side  Increase  Decrease
2| ame 2 alue aormula atus acl " -
SE$4  Left Side Constraint 1 200 $ES4>=5GS4 Binding Q SES4 LEHS!dE CDnStra?m 1 200 0 200 0 16430
$E$S  Left Side Constraint 2 200 $E$5<=$GS5 Not Binding 100 SESS  Left Side Constraint 2 200 0 300 1E430 100
SE46  Left Side Constraint 3 1800 $E$6<-3GS6 Binding o SES6 LeftSide Constraint 3 1800 -0.6666667 1800 0 142109614
SES7  Left Side Constraint 4 1000 SES7>-5GS7  Binding 0 $ES7  Left Side Constraint 4 1000 16666667 1000 7.10543E-15 0
SES8  Left Side Constraint 5 600 $ESB>=5GS8  Binding 0 SES8  Left Side Constraint 5 600 0.3333333 600 100 2.84217t-14
SES9  Left Side Constraint 6 200 $SE$9>=5GS$9 Binding 0 SESY  Left Side Constraint 6 200 0 200 2.842176-14 1E+30

Z uwagi na 6 warunkow ograniczajacych przy 3 zmiennych decyzyjnych wnioskujemy,
ze wektory wierszowe parametrow lewych stron warunkéw ograniczajacych sa liniowo
zalezne. Ponadto z uwagi na 5 wigzacych warunkéw ograniczajacych i 1 niewigzacy
ujawnionych w tabeli 1, przy 3 zmiennych decyzyjnych wnioskujemy, ze rozwigzanie zadania
pierwotnego jest jednoznaczne, lecz rozwigzania dualne tworzg pewien podzbior przestrzeni 2
wymiarowej. Stad celem przeprowadzenia prawidlowej postoptymalizacji nalezy doktadnie
zbada¢ model dualny (MD) do zaprezentowanego tu modelu pierwotnego (MP) [24, 52]. Dzieje
si¢ tak z uwagi na niejednoznaczno$¢ wynikow optymalizacji modelu dualnego 1 wynikajaca
z tego problematyczno$¢ we wnioskowaniu. Oznacza to, ze nieskonczenie wiele wynikow
optymalizacji modelu dualnego sprawia klopot w interpretacji zagadnien biznesowych i
technicznych [55-56]. Uzyskanie wielu wezlowych rozwigzan modelu dualnego na podstawie
MP jest pewnym problemem. Jednym ze sposobow uzyskania kolejnych rozwigzan
weztowych jest zmiana kolejnosci wprowadzania warunkow ograniczajacych [24]. Lecz
wymaga to przebadania znacznej liczby permutacji sposrod az 6! = 720. Pomocng okazuje si¢
optymalizacja w modelu dualnym do MP. Model MD przyjmuje postac [12, 62]:

FCwmp: 200 - y; + 300 -y, + 1800 - y3 + 1000 - y, + 600 - y5 + 200 - yg » max

WOwvp1: 1y +1-y,+9-y3+5-y,+2-y5+0-y,<3

WOwmp2: 1-y1+1-y,+11-y3+6 -y, +4 - y5+2-y,<4

WOwmps: 1-y1+1-y,+7 -y3+4-y,+3 - y5+1-y,<3

WBwp: y;<0dlaj=2,3,y;=0dlaj=1,4,5,6.

Z uwagi na to, ze WO2 oraz WOz sa nierowno$ciami niestandardowymi w MP, zatem
odpowiadajgce im dualne zmienne decyzyjne w MD sg niedodatnie [49, p. 104]. Poniewaz za$
WO jest niewigzacym warunkiem ograniczajacym, to odpowiadajaca mu warto$¢ dualne;j
zmiennej decyzyjnej y, jest rowna zero. Rzeczywiscie w raporcie wrazliwosci dla MP
uzyskanego w programie Excel (tabela 2) kolumna cena dualna zawiera jedno z rozwiagzan
optymalnych w MD i ma ono postac:

Vi = Vi Vi Vi, Vi Vi Vil =10 0 —0.(6) 1.(6) 0.3) 0]" =1/3-7;.

Zas$ w raporcie wrazliwosci dla MD uzyskanego w programie Excel (tabela 3) kolumna
wartos¢ koncowa zawiera inne rozwigzanie optymalne w MD i ma ono postac¢
Vi = [V, Vi, Vo Vo Vi Vi) =[0.6) 0 0 0.(3) 0.(3) 0" =1/3-5;.
Granice dopuszczalnego wzrostu 1 spadku wartosci b prawej strony warunkoéw
ograniczajgcych MP mozna odczyta¢ odpowiednio z dolnej czesci tabeli 2 lub z gornej czesci
tabeli 3.



Tabela 3. Raport wrazliwosci w modelu dualnym Tabela 4. Wektor y; cen dualnych i odpowiadajgce
uzyskany w programie Excel. mu granice dopuszczalnego wzrostu i spadku
wartosci b prawej strony warunkéw ograniczajgcych
w MP; na podstawie ostatniej macierzy metody

Variable cells Slmplex UZySKaneJ Wg [65]
Final Reduced  Coefficient  Allowable  Allowak Dbjc'ltt“m CD”{M:J — —
. N ] ame riginal alue nal alue
Cell Name Value Cost Objective Decrea SES10 Total Cont C6E 6ECEtET =0
$AS1 yi 0.66666667 0 200 0
$BS1 y2 0 100 300 1E+30 1 Variable Cells
SCs1 v3 0 0 1800 1E+30 Cell Name Original Value  Final Value Integer
$D$1 v 0.33333333 0 1000 0 3 SAS2 X1 66.66666666 50 Contin
$ES1 "3 033333333 0 500 100 SBS2 X2 66.66666666 125 Contin
. SC52 X3 66.66666666 3.55271E-14 Contin
SFS1 v6 0 0 200 0 1E+
Constraints
Constraints Cell Name Cell value Formula Status Slack
Final Price Constraint  Allowable Allowak SES4  Left Side Constraint 1 175 $ES$4>=5$GS$4 Binding 0
Cell Name Value dual R. H. Side Increase Decreat SESS  Left Side Constraint 2 175 SES5<=3GS35 Not Binding 125
- - SESE  Left Side Constraint 3 1825 SES6<=5G56 Binding 1]
$HS3 Left S!de Constra{nt 1 3 6666666667 3 0.5 $ES7  Left Side Constraint 4 1000 $E$7>=5G$7  Binding 0
SHS4 Left Side Constraint 2 4 66.66666667 4 0.285714286 SESE8  Left Side Constraint 5 600 SESS>=4GSE  Binding o
$HS5 Left Side Constraint 3 3 66.66666667 3 0.5 0 $ESS _Left Side Constraint 6 250 SE$9>=5G55  Binding [}

Nieco odmienny wektor cen dualnych (por tabela 4):

Ve = Ve v e venveve] =0 0 —1.(3) 3 0 0.3 =1/3 3¢
uzyskano za pomoca aplikacji dostgpnej na stronie internetowej [65] dla modelu MP.
Dodatkowo wowczas z uzyskanej tam ostatniej macierzy metody simplex odczytano macierz
odwrotng B~ do tzw. Bazy (uzupetnionej dodatkowymi zmiennymi, zgodnie z regulg metody
simplex) oraz wyznaczono zawarte w tabeli 4 granice dopuszczalnego wzrostu i spadku
wartosci b prawej strony warunkow ograniczajacych MP poprzez rozwigzanie odpowiedniej
nier6wnosci:

[x; xi xi x5 xi x3]T=B Y(b+Ab) >0
ze wzgledu na wektor Ab zmian prawych stron warunkow ograniczajacych [49, p. 79].

Dla wszystkich «a,fB,y € (0;1) takich, ze a+B+y =1 dowolna wypukla
kombinacja liniowa a -y, + f - y5 + v - y¢ trzech wektorow y,, yg, ¥ roéwniez stanowi
wektor rozwigzan dualnych. Nadto dla wektora kolumnowego b prawych stron warunkow
ograniczajgcych MP zgodnie z twierdzeniem Gale’a — Kuhna — Tuckera [20] mamy:

c-x'=b"-y,=b"-yp=b"-y; =
=b"-[a-y,+B - ypty -yel=
=1/3-b"-[a-Fa+B -V +v ¥cl=
=1/3-b" - [yp+y -G —¥) —(a+y) - Fp — ¥l =
=1/3-b" - [y5+y -w+A-v]=bT[y*(y,N)] = 666.(6) .

Przy czym A=B8—1=—(a+y), w=y. -y, v=95 — ¥y, nadto b -w=0
oraz b -v=0dlaw"=[0 0 -2 4 -1 1Jorazv"=2-[1 0 1 -2 0 0]
oznacza ortogonalno$¢ wektorow w i1 v do wektora b prawej strony warunkow
ograniczajacych w MP bedacego rownocze$nie wektorem wspotczynnikow funkcji celu
modelu dualnego. Zauwazmy, ze obydwa wektory w i v ortogonalne do wektora b mozna
wskaza¢ jako te wiersze macierzy B! odwrotnej do macierzy bazy B, ktore sg ortogonalne
do wektora b i poprzez to w iloczynie

B l-b=[x; xi xi x§ x; x3]T =[66.(6) 100 66.(6) 0 0 66.(6)]"
tworza zerowe wartosci zmiennych dualnych pozostajacych w bazie w ostatniej macierzy
metody simplex. Oznacza to, ze dotychczasowy wysitek na uzyskanie jednego z wektorow
dualnych yg oraz wektorow 1/3 - wi 1/3 - v mozna uprosci¢ wykorzystujac jedynie ostatnig
macierz metody simplex [58].

Zatem rozwiagzaniu optymalnemu [66.(6) 100 66.(6) 0 0 66.(6)]T w MP
metodg simplex odpowiada nieskonczenie wiele rozwigzan optymalnych y*(y, A) w MD, ktére
w przestrzeni R® tworza 2 wymiarowy wypukly fragment tej przestrzeni o postaci
parametrycznej

yw)=1/3-p+y-w+i-v),



gdzie dla kazdej pary parametrow (y, A) wektor y*(y, A) spetnia WBwmp. Stad rozwigzujac uktad
6 nier6wnosci

[2] [0] [17\ 20
(] | 0| 0 [\<o
0 —2 1| 1=0
o R R P i I Y B
1 1 0 /zo
0 1 0V >0

wyznaczamy zakres dla parametrow (y,A) w  postaci figury wypuktej T. | tak
T={(y,) ER>:0<y<1,-1<A<y}. Zakres T ma ksztalt trapezu (rys. 2) o
wierzchotkach ABCD, gdzie punkt B pokrywa si¢ z poczatkiem uktadu wspotrzednych OyA.
Trapez T zawiera uprzednio wyznaczony zakres parametrow
To={, ) ER*:0<y<1,-1<A1<-—y} w postaci trojkata o wierzchotkach ABC,
odpowiadajacy wypuktej kombinacji liniowej tylko trzech wektorow

y'(0;—1) =y, y"(0;0) = y5, y" (1, -1) = y¢ .

A
1
D
Y Rys. 2 Obszar trapezu T o wierzchotkach ABCD
B wyznacza zakres parametrow (y,A), dla ktérych
T 1 dualny wektor y*(y,A) jest dopuszczalny w MD
-1
A C

Stad uzyskujemy dodatkowy weztowy wektor cen dualnych
V' (1) = ¥b = [Vby Yo, Vi Yoy Vi ¥5,] =[1.(3) 0 0 0.3) 0 0.3 =1/3-%
o nieznanych zakresach zmian parametrow prawej strony WO odpowiadajacych tym cenom.
Dla kazdego (y,A) € T w MD wartos¢ funkcji FCyp(y, ) jest stata i wynosi 666.67
za§ wektor y*(y,7) jest wektorem dopuszczalnym tj. rOwnoczesnie spetnione sg wszystkie
warunki WBwp, a warunki ograniczajace modelu dualnego sa wowczas warunkami wigzacymi
w MD. Nadtodlaj = 1, ..., 6 mamy

y; (v, A) € (min (yz,.,yé,.,yé,.,yﬁ,.),max (yz,.,yéj,yé,..ysj) :

A stad oraz z tabel 2 — 4 poniewaz y,(y,A) = 0, zatem dokonanie zmiany gornej
granicy zapotrzebowania na wodg poprzez zmniejszenie prawej strony w WO2 0 100 jednostek
ani dowolne zwigkszenie jej nie wptynie na zmiang optymalnego planu poboru wody x* i na
taczny koszt.

Analizujgc tabele 2 — 4 wnioskujemy, ze istniejg dwa alternatywne sposoby na
zmniejszenie facznych kosztow: a) poprzez wykorzystanie warto$ci zmiennej dualnej yp =
0. (6) przy tylko pozornie niedozwolonym spadku b, lub b) korzystajac z dwa razy wigkszej
wartosci yp, = 1.(3) przy nieznanym tu zakresie dozwolonego spadku b .

Chociaz y;(y,A) € (0;1.(3)), to by¢ moze najwigkszy spadek tacznych kosztow w
wysokosci 0.(6) - 25 = 16.67 jednostek pienieznych w drodze zmniejszenia dolnej granicy
zapotrzebowania na wod¢ mozna uzyska¢ poprzez (jednak) dopuszczalne zmniejszenie
warto$ci 200 prawej strony pierwszego warunku ograniczajacego WO1 az o hipotetyczne 25
jednostek, gdy wykorzystamy warto$¢ dualng yp = y7(0,0) = 0.(6) odczytang z goérnej




czesci tabeli 3 dla MD, gdy [a B y]=1[0 1 0]t.,gdy [y A]=[0 0]. Lecz taka

pojedyncza zmiana WO1 moze jednak nie wnie$¢ nic z uwagi na pozostate 4 wigzace warunki

ograniczajgce. Informujg o tym dwie tabele 2 i 4. Oznacza to, ze pojedyncza zmiana prawej
strony WO3, jak w typowej analizie wrazliwosci, nietypowo dodatkowo wymaga rowniez
zmiany prawych stron innych warunkéw ograniczajgcych. Jak si¢ dalej okazuje, taka stuszna

sugestia wynika z faktu nienaturalnego zablokowania w tabeli 3 zaréwno wzrostéw jak i

spadkow parametrow prawej strony WO odpowiadajacych niezerowej cenie dualnej. Podobne

zastrzezenia dotyczg nienaturalnego catkowitego zablokowania zmian parametréw prawe;j

strony WO dla kilku niezerowych cen dualnych w tabelach 2 i 4.

Wyznaczenie wielkosci zmiany tgcznych kosztow poboru wody AFCyp(Ab), w
zalezno$ci od znanego dowolnego wektora Ab = [Ab; Ab, Abs; Ab, Abs Abg]”
zmian prawych stron warunkow ograniczajagcych w MP, najprosciej wymaga powtdrnego
uruchomienia odpowiedniego oprogramowania. Lecz tu analityk stoi przed odwrotnym
problemem, gdyz poszukuje najkorzystniejszego (najbardziej produktywnego ) dla yp catego
wektora zmian Ab. Ponadto tu WO nie jest jedynym wigzacym warunkiem ograniczajgcym
lecz dla 3 zmiennych decyzyjnych jest az 5 wigzacych warunkéw ograniczajacych. Zatem
dysponujac tabelami 2 — 4 powstaje postoptymalizacyjne pytanie o charakterze nie tylko
matematycznym lecz rowniez menadzerskim: Ktore zmiany Ab; prawych stron warunkow
ograniczajgcych, uwzgledniajgce rozne problemy techniczno-ekonomiczne poboru wody oraz
zasade nienaruszalnosci przeplywu wody w rzece, muszg wspottowarzyszyc:

a) ¥, = 0.(6) i spadkowi zapotrzebowania o Aby = 25 jednostek wody 1. zaoszczedzeniu
0.(6) - 25 = 16.67 jednostek pienigznych, a ktore

b) 2 razy wigkszemu yp,, = 1.(3) o nieznanym tu spadku zapotrzebowania Ab,?

Aby odpowiedzie¢ na powyzsze pytania zauwazmy, ze

FC=FCyp =c-x*=b"-[y*(y,2)], tj. koszty s3 state dla dowolnych dozwolonych

warto$ci parametrow y oraz A. Lecz jedynie dla wlasciwie obranego dozwolonego ustalonego

wektora zmian Ab réwniez nowe koszty tj. wartos¢ (b + Ab)T - y*(y,A) jest stata dla
dowolnych dozwolonych wyzej dobranych wartos$ci parametrow y oraz A. Stad nalezy tak
dobieraé wektor Ab, by zmiana kosztow tj. wartoéé AFCyp(Ab;y, 1) = (Ab)T - y*(y, A) nie
zalezala od doboru parametrow y oraz A. Ostatnia rownos¢ wskazuje jak dla

wykorzystywanego tu catego wektora y*(y,1) nalezy dobiera¢ catly wektor Ab. W

szczegolnosci, poniewaz rowniez dla tak dobranych dowolnych parametrow (y, 1) € T mamy

AFCyp(Ab;y,A) =1/3(AD)T - [y +y-w+ A-v] =1/3[(Ab)" - ¥3] = AFCyp(Ab;0,0) ,

gdy spetnione s3 dwa warunki: (Ab)T -w = 0 oraz (Ab)T - v = 0. Stad ostatnie warunki

ortogonalnosci opisujg ten dozwolony wtasciwy sposob doboru sktadowych wektora zmian

Ab, odpowiadajacy operowaniu tu catym wektorem yp.

Ad a) Co jednak, gdy podobnie jak w klasycznej analizie wrazliwosci wykorzystaé¢ nalezy
Jjedynie odczytang z tabeli 3 pojedynczq sktadowq yp = y1(0; 0) = 0.(6) wektora yg, tzn.
gdy: AFCyp(Ab;y,A) = Aby - yp ?

Poniewaz ostatnia rOwnos¢ jest rownowazna warunkowi

o, (ab;-ys,) =ab; - y5,

tzn. powstaje wymaganie aby oprocz yp pozostate niezerowe elementy sktadowe y§j wektora

¥y nie wplynety na wyznaczang warto$¢ zmiany dualnej funkcji celu. W tym celu po pierwsze

przyjmujemy Ab, = Abgs = 0. Po drugie dla tak dobranych dowolnych parametréw y oraz A

musi zachodzi¢ rOwnanie
AFCyp(Ab;y,2) =%-(AD)" - [y +y -w+1-v] =



_Ab _T
Abl /[(2)] I[O] g]\
2
_ 1 |Abs 0 g~ 2 : 2.
=31 ER | = AFCy»(8b;0,0) =2 - 8b, .
0 1 4 /
abgl Mo 1

Stad warunki: (Ab)T - w = 0 oraz (Ab)T - v = 0 przyjmuja posta¢ —2Ab; + Abg = 0
oraz 2Ab; + 2Abz = 0. Zatem jezeli —25 < Ab, < 28 oraz —100 < Ab, to koszt poboru
wody ulegnie zmianie o 2 - Ab, gdy

Ab=Ab;-[1 0 -1 0 0 —-2]"+Ab,-[0 1 0 0 0 o0]".

Oznacza to, ze spadek tacznych kosztow o wysokos¢ 0.(6) - 25 = 16.67 jednostek
pieni¢znych w drodze dopuszczalnego zmniejszenia minimalnego zapotrzebowania na wodg
z 200 do 175 jednostek mozna uzyska¢ poprzez rownoczesny (dopuszczalny) wzrost prawej
strony trzeciego (technicznego) warunku ograniczajacego WO3 0 25 jednostek oraz wzrost
prawej strony szostego (rowniez technicznego) warunku ograniczajacego WOs 0 50 jednostek,
przy dopuszczalnym spadku prawej strony drugiego warunku ograniczajacego WO, o 100
jednostek. Stusznos¢ przytoczonego analitycznego wnioskowania potwierdzaja tabele 51 6 dla
MP po zmianie 4 sposrod 6 parametrow prawych stron warunkoéw ograniczajacych. Stusznosé
ta istnieje pomimo watpliwosci, ktore mogly wzbudza¢ w tabeli 3 zerowe wartosci
dopuszczalnego wzrostu dla WOs i dla WOe. Lecz wskazane w tabeli 3 zakresy zmian Ab;
prawych stron dla WO3 i dla WOs dotycza zmiany tego pojedynczego parametru w potaczeniu
z odpowiednio zidentyfikowanym zespotem kilku parametrow opisanych wektorem Ab.
Stuszno$¢ dokonanych réwnoczesnych zmian powyzej zidentyfikowanego zespotu
parametrOw w Ab potwierdzono przeprowadzajac analiz¢ prowadzacg do tabeli5 jak i
teoretyczne rozwazania w rozdz. 3.1.

Tabela 5. Optymalny pobor wody dla aglomeracji
miejsko-przemystowej z trzech uje¢ wody. MP po
zmianie 4 parametrow prawych stron warunkow

Tabela 6. Raport wrazliwosci w programie Excel dla
MP po zmianie 4 parametrow prawych stron
warunkow ograniczajgcych

Variable cells

ograniczajgcych. Raport wynikéw w programie Excel

Objective Cell {Min) Final Reduced  Coefficient Allowable  Allowable
Cell Name Original Value  Final Value Cell Name Value Cost Objective Increase Decrease
$ES10 Total Cost 666.6666667 650 SAS2 xl 50 0 3 05 1
Varishle Cell SBS2  x2 125 0 4 0.8 1

ariable Cells

cell Name Original Value  Final Value Integer ses2_ x3 355271614 o 3 05 0.4
S$AS2  x1 66.66666666 50 Contin
$BS2  x2 66.66666666 125 Contin Constraints
SC52 X3 66.66666666 3.55271E-14 Contin Final Price C : Allowabl Alowabl

) Cell Name Value dual R. H. Side Increase Decrease
Constraints - -

Cell Name Cell value Formula Status Slack SES4  Left Side Constraint 1 175 1.333333333 200 75 7.10543E-15
SES4  Left Side Constraint 1 175 SES4>=5G54 Binding 4] SESS  Left Side Constraint 2 175 0 300 1E430 125
$ES5  Left Side Constraint 2 175 SES5<=5GS5  Not Binding 125 SES6  Left Side Constraint 3 1825 0 1800 1F430 2.66454F-14
:E;j Left ide Constraint 3 is2s zzjﬁzgzj g nding O $ES7 LefiSide Corstraint & 1000 0333333333 1000 133227614 150

eft Side Constraint == inding N
SESE  Loft Side Constraint § 600 $ES8--5G58  Binding o SES8  Left Side Constraint 5 600 0 600 1.42109E-14 1E+30
SES9  Left Side Constraint 6 250 $ES9>=$GS9  Binding o SES9  Left Side Constraint 6 250 0.333333333 200 75 1.42109E-14

Zauwazmy, ze samo zmniejszenie minimow dostawy wody z trzech zrédet wyrazone
zmniejszeniem wyrazu wolnego w WO1 nie spowoduje spadku tacznych kosztow poboru
wody. Dopiero zespolowe dziatanie polegajace na jednoczesnym wykonaniu trzech
wspomnianych wyzej czynnoS$ci przynosi zamierzony efekt zmniejszenia tacznych kosztow
zuzycia wody przez cala aglomeracj¢ z tego systemu. Najbardziej efektywnym posunigciem
jest utrzymanie w_technicznych warunkach ograniczajacych proporcji Abs/Aby = —1,
Abg/Ab; = —2 pozwalajacych na maksymalne ograniczenie zuzycia wody Ab; = 25.
Przeprowadzona modyfikacja systemu poboru wody prowadzi do wylaczania punktu poboru
Ps w czasie minimalnego zapotrzebowania na wode 1 wymaga réwnoczesnie unowoczesnienia
punktu poboru P2, by zwiekszy¢ jego zdolnos¢ zaopatrywania aglomeracji w wodg.




Ad b) Jak analogiczna skorygowana procedura analizy wrazliwosci wyglgda, gdy wykorzystaé
nalezy wyrazong kwotowo Jjedynie najwyzszq pierwszq sktadowg
yp, = y1(1;1) = 1.(3) wektora yp,, tzn. gdy: AFCyp(Ab;y, A1) = Aby - yp ?

Woéwcezas dwuwymiarowy zbior wektorow dualnych nalezy przeparametryzowac do
postaci
Y@ =y A+y,1+4) =1/3-Fp +7,-w+1; )

skonstruowanej na podstawie wektoréw y5,, w, v, gdzie teraz punkt D trapezu ABCD (rys. 2)

pokrywa si¢ z poczatkiem ukladu wspotrzednych Ondi. Wtedy podobnie jak poprzednio

przyjmujemy Ab, = Abg = 0 oraz rozwigzujemy ostatnig z ponizszych rownoSci:

1
AFCyp(Ab;y1,44) = 3 Ab)" - [y + vy, W+ A V] =

_ ;T
wl B3] 5]
2
P ol R P Y B
=30 | |1|+V1 || 2| | =40
Lol
[ o l1J 1 0

gdzie warunki (Ab)T -w = 0 oraz (Ab)T - v = 0 przyjmuja postaé —2Ab; — Abs = 0 oraz
Aby + Ab; =0.StadAb=Ab,-[1 0 -1 0 2 0]"+Ab,-[0 1 0 0 0 o]

Oznacza to, ze spadek tacznych kosztow az o wysokos¢ 1. (3) - 20 = 26.67 jednostek
pieni¢znych w drodze zmniejszenia minimalnego zapotrzebowania na wod¢ 0 dozwolone
jedynie Ab; = 20 jednostek z 200 do 180 jednostek mozna uzyska¢ poprzez rownoczesny
(dopuszczalny) wzrost prawej strony trzeciego (technicznego) warunku ograniczajacego WOs3
0 20 jednostek oraz spadek prawej strony pigtego warunku ograniczajacego WOs 0 40
jednostek, przy dopuszczalnym spadku prawej strony drugiego warunku ograniczajgcego WO-
0 100 jednostek. Tym razem nalezy zachowaé proporcje zmian Abs/Ab, = —1 oraz
Abs/Aby = 2.

Wyboér pomiedzy tymi dwoma rozwigzaniami a) i b) wymaga dodatkowych informacji
o postoptymalizowanym systemie zaopatrzenia w wodg.

3. Dyskusja nad alternatywnymi scenariuszami

3.1. Dwa scenariusze

Zauwazamy, ze jak w a) zawarte w tabeli 3 zera dla cen dualnych ygz. oraz yg
wskazuja, ze jedynie techniczne wigzace warunki ograniczajgce WOz oraz WOe
wspottowarzysza tacznie z wigzacym WO1 przy wytacznej eksploatacji niezerowej wartosci
yg, = 0.(6). Zas jak w b) wykorzystanie wylacznie y; = 1.(3) oznacza wigkszg korzys¢
finansowa przy mniejszym spadku minimalnego zapotrzebowania na wodg, lecz wymaga to
jednoczesnie nieco innego zakresu interwencji zwigzanej z technicznym wigzacym warunkiem
ograniczajgcym WO3 oraz ograniczeniem parametru zwigzanego z prawa strong INnego
warunku ograniczajacego WOs, gdyz yp, = yp, = 0. Zatem wybo6r pomigdzy tymi dwoma
rozwigzaniami wymaga pelnego rozwazenia informacji o postoptymalizowanym systemie
zaopatrzenia w wode zaréwno ujetych w modelu jak i dodatkowych informacji spoza modelu.

Fakt wskazanej powyzej koniecznosci jednoczesnej proporcjonalnej zmiany Kilku
parametrow Systemu zaopatrzenia w wode wynika z ponizszej szerszej uwagi.

3.2. Interpretacja zerowych cen dualnych
Usunigcie warunku ograniczajacego w MP skutkuje usunigciem odpowiadajacej mu
zmiennej dualnej z MD. A pozostawienie tej zmiennej dualnej w MD1 réwnowaznym z MD



wymaga uznania, ze w rozwigzaniu optymalnym dla MD1 warto$¢ tej zmiennej dualnej wynosi
zero. Rowniez niewigzacym warunkom ograniczajagcym w MP odpowiadajg zerowe wartosci
zmienne dualne w MD. Zatem zerowanie si¢ pewnych zmiennych dualnych wynika z
istniejacych juz luzow w warunku niewigzacym lub wskazuje, ze aby wykorzysta¢ pozostate
niezerowe warto$ci w catym wektorze dualnym zachodzi ewentualna konieczno$¢ dokonania
niezerowych zmian w prawej stronie warunku ograniczajacego tam, gdzie wektor dualny si¢
zeruje. Innymi slowy, zerowej optymalnej warto$ci zmiennej dualnej odpowiada 1) warunek
niewigzacy w MP albo 2) brak tej zmiennej dualnej w MD. Z kolei brak zmiennej dualnej w
MD wynika z usunig¢cia skutkéw odpowiedniego warunku ograniczajacego w MP co
odpowiada petnemu rozluznieniu wigzan wynikajacych z tego warunku ograniczajacego lub
naleznej zmianie wartoéci prawej strony tego warunku ograniczajacego. Oznacza to, ze
zerowe]j wartos$ci zmiennej dualnej przy warunku niewigzacym W MP odpowiada mozliwosé
samodzielnej zmiany warto$ci prawej strony tego warunku ograniczajgcego. Za$ zerowej
warto$ci zmiennej dualnej przy warunku wigzacym w MP odpowiada ewentualna koniecznos¢
tacznej zmiany warto$ci prawej strony tego warunku ograniczajacego w przypadku proby
zmiany prawej strony innego wiazacego warunku w MP o odpowiadajacej mu niezerowej
wartosci ceny dualne;.

3.3. Dodatkowe scenariusze techniczne

Na podstawie ostatniego stwierdzenia zauwazamy, ze spadek zuzycia wody (tj. spadek
wartosci prawej strony WO1) moze by¢ rowniez konsekwencja szeSciu dalszych scenariuszy
Zmieniajagcych: €) prawe strony wigzacych warunkow WOz, WOs4, WOs w MP przy
wykorzystaniu odpowiadajacym im niezerowych wartoSci y4.,¥a,, Ya, Wektora yj; cen
dualnych; d) prawe strony wigzacych warunkéw WO3, WO4, WOs W MP przy wykorzystaniu
odpowiadajagcym im niezerowych wartosci y¢., ye,, ¢, Wektora y¢ cen dualnych. Konstrukcja
tych scenariuszy wymaga m.in. analogicznych reparametryzacji przesuwajacych poczatek
uktadu wspotrzednych odpowiednio do wierzchotkéw A oraz C trapezu. Kazdy z tych razem
o$miu scenariuszy zmniejszenia zuzycia wody przynosi odrgbne zmiany w tacznych kosztach
zuzywanej wody. Scenariusze te sg konsekwencjami wykorzystania pojedynczo o$miu z 12
niezerowych warto$ci cen dualnych wystepujacych dla weztéw zbioru ABCD. Cztery
pozostate niezerowe warto$ci nie przynosza scenariuszy z efektem w postaci zmniejszenia
zuzycia wody. O wyborze z tych 8 najlepszego scenariusza Ab lub kombinacji liniowej dwoch
najlepszych z nich zdecyduje szczegdtowa analiza m.in. konsekwencji finansowych,
technicznych, biologicznych, ekologicznych, spotecznych powiazanych z tymi scenariuszami.
Wsrod rozwazanych warunkow ograniczajacych te, ktore wynikaja z zasady nienaruszalno$ci
przeplywu wody w rzece albo konsekwentnie nie ulegaja one zmianie lub nalezy je tez
zmodyfikowa¢ na drodze prawnej, ekonomicznej lub poprzez dodatkowe kroki techniczne.

Dla wektorow Ab polozonych na jednostkowej sferze w R® tj. gdy

ab| = *[xe_, (ab,)* = 1,

woOwczas zmiana wartos$ci funkcji celu jako iloczyn skalarny:
osigga warto$¢: i) maksymalng, gdy wektory Ab oraz y*(y,A) maja identyczny kierunek i
zwrot; ii) minimalna, gdy wektory Ab oraz y*(y, 1) maja identyczny kierunek i przeciwny
zwrot; iii) zerowg, gdy wektory Ab oraz y*(y, 4) sa ortogonalne. Fakty te decydujg 0 wyborze
scenariuszy o ekstremalnych lub zerowych zmianach tacznych kosztow zuzywanej wody i
wymagaja odrgbnej analizy podobnie jak wymienione w rozdziale 1.5 pozostate 7 typow
analizy postoptymalizacyjnej.

O znaczeniu uzyskanego tu wyniku moze §wiadczy¢ fakt, ze dotychczas cze$¢ badaczy
z uwagi na trudnosci analityczne i interpretacyjne w ogole odradzata opracowywanie podobnej



analizy [8, p. 44]. Autorzy oprocz MP wspomagaja si¢ MD i r6znorodno$cig oprogramowania,
by unikng¢ koniecznosci budowy algorytmu permutacyjnego wspierajagcego programowanie
liniowe celem generowania wszystkich rozwigzan weztowych w trapezie ABCD. O ztozonosci
obliczen analitycznych niech $wiadczy brak mozliwosci odtworzenia na podstawie tabel 5 i 6
krokéw powrotnych do tabeli 3 pozwalajacych powrédci¢ do poczatkowego MP. Za$s
udostepniona w tabeli 6 analiza postoptymalizacyjna, wskazuje mozliwos¢ dalszej
rekurencyjnej modyfikacji rozwazanego systemu poboru wody. Lecz wymaga to powtarzania
krokéw analitycznych podobnych do tych opisanych tu wyzej. Oczywiscie kazdorazowe
zmiany prawych stron warunkéw ograniczajacych w modelu w rozsadnym zakresie winny
odzwierciedla¢ potrzeby eksploatacyjne aglomeracji 1 mozliwosci srodowiskowe systemu
hydrologicznego.

4. Whnioski

1. W swojej klasycznej postaci modele programowania liniowego dla eksploatacji ztozonych
systemow technicznych najczes$ciej w raportach wrazliwosci zawierajg niejednoznaczne
odpowiedzi. Stad w rozdziale 1.4 krytycznie oceniono niektore wyniki prezentowane w
literaturze a odnoszace si¢ do ceny dualnej wody. Poniewaz praca ta poswigcona jest
usunieciu zawodno$ci standardowych idealistycznych procedur analizy wrazliwosci
taczacych warto$¢ kazdej ceny dualnej wytacznie ze zmiang tylko pojedynczego parametru
prawych stron warunkéw ograniczajacych, dlatego zaproponowana tu metodyka
postoptymalizacyjna moze by¢ szeroko wykorzystana przez inzynierow nie tylko w
zarzadzaniu procesami eksploatacji.

2. Whnioskowanie o rynkowej cenie wody w oparciu 0 niejednoznaczng ceng dualng (a takie
sytuacje wystepuja w zagadnieniach technicznych prawie zawsze [29]) prowadzi do:

a) braku rozpoznania wielu scenariuszy modyfikacji systemu wodociggowego, a
ewentualny wybor przypadkowego scenariusza moze wymagaé koniecznoS$ci
przeprowadzenia trudnej lub nawet niemozliwej do osiggnigcia modernizacji systemu
wodociggowego.

b) uzyskania mniejszych, niz dajacych si¢ osiggng¢ na innej drodze, oszczednos$ci w
funkcjonowaniu systemu wodociggowego.

Prezentujac zreby scenariuszy technicznych dla uproszczonego przyktadu autorzy artykutu

prezentuja metodyke:

ad. a) identyfikacji, poprzez warunki ograniczajace, cze$ci systemu wodociggowego,

podlegajacych zmianie przy wdrazaniu r6znych scenariuszy technicznych,

ad. b) znajdowania réznych oszczednosci powigzanych z wdrazaniem alternatywnych

scenariuszy, co pozwala wybra¢ najlepsza modyfikacje systemu.

3. Opracowana w pracy metodyka umozliwia wygenerowanie o$miu alternatywnych
scenariuszy technicznych oszczedzania wody, z ktérych nakre§lono zrgby dwoch.

4. Wyznaczane w pracy proporcje sktadowych Ab stuzg do uproszczenia i poprawienia
procedur jedno i wieloparametrycznego programowania liniowego [54]. A procedury te to
rowniez analiza postoptymalizacyjna przy funkcjonalnej zaleznosci zmian parametrow
prawych stron warunkéw ograniczajacych lub zmian wspotczynnikow funkeji celu i sa
analogiczne do przypadku postoptymalizacji typu 6 z rozdziatu 1.5. Problemy te nie sg
opisane w literaturze, a ulegaja dalszej komplikacji przy wigkszej ilo$ci zmiennych
decyzyjnych.

5. Praca zawiera zastosowanie wektoréw dualnych y* oraz wektorow w, v ortogonalnych do
b przy wyznaczania efektywnych proporcjonalnych zmian Ab. Tym samym uogolnia
znaczenie wektorow bilansujagcych w modelu transportowym a ortogonalnych do b i
pozwala uogolni¢ metod¢ macierzy cen dualnych [24, 55-58] na modele z
nierownos$ciowymi warunkami ograniczajagcymi.



6. Przedstawiona powyzej metodyka moze by¢ Dbezposrednio dostosowana do
postoptymalizacji r6znych procesow eksploatacji ztozonych systeméw technicznych np.:

a.

b.

c
d.
e.

w systemie poboru wody dla aglomeracji miejskiej z kilku zrédet przy roéznych
warunkach eksploatacyjnych [9-10, 57];

do kosztow eksploatacji innych wielozrodtowych systemow np. dostaw gazu w miejskiej
sieci gazowej [34, 50];

. do kosztow eksploatacji aparatury medycznej i infrastruktury technicznej [51];

w zagadnieniach doskonalenia rejonizacji stacji ratownictwa medycznego [39, 52];

do $rednich czas6w przebywania systemow w podzbiorach stanéw niezawodnosciowych
[31-32].

7. Obecnie autorzy prowadza prace nad peing algorytmizacja prezentowanej tu metodyki.

Literatura

1.

~

Abdy Sayyed M A H, Gupta R, Tanyimboh T T. Flow-based penalty in GA for opitmal
design of water distribution network. Hydro-2017 International, L.D.College of
Engineering, Ahmedabad, India, 2017; 1439 — 1446.

Agyei E, Munch D, Burger P. Application of Optimization Modeling to Water Resource
Planning in East-Central Florida. Technical Publication SJ2005-2. St. Johns River
Water Management District, Palatka, Florida, 2005
ftp://secure.sjrwmd.com/technicalreports/TP/SJ2005-2.pdf.

Amani N, Ali N M, Mohammed A H, Samat R A. Maintenance and management of
wastewater system components using the condition index system, prediction process
and costs estimation. Eksploatacja i Niezawodnosc — Maintenance and Reliability 2013;
15(2):161-168.

Arsham H. Construction of the largest sensitivity region for general linear programs.
Appl. Math. Comput. 2007; 189(2):1435-1447.

Arsham H, Oblak M. Perturbation analysis of general LP models: a unified approach to
sensitivity, parametric, tolerance, and more-for-less analysis. Math Comput. Model.
1990; 13(8):79-102.

Bradley S P, Hax A C, Magnanti T L. Applied mathematical programming. Addison-
Wesley Publishing Company, Boston, 1977.

Brown L R. 2030, Who will feed China? World watch, 1994.

Bustowski A. Stabilno$¢ rozwigzania optymalnego zadania programowania liniowego.
Wyd. Uniwersytetu w Biatymstoku, 2000.

Chmielowski W. Zastosowania optymalizacji w gospodarce wodnej. Wyd. Politechniki
Krakowskiej, 2005.

10. Chmielowski W. Management of Complex Multi-reservoir Water Distribution Systems

using Advanced Control Theoretic Tools and Techniques. Springer-Verlag, 2013.

11. Conradie B I, Hoag D L. A review of mathematical programming models of irrigation

water values. Water SA 2004; 30(3):287-292.

12. Dantzig G B, Thapa M N. Linear programming. 1: Introduction. New York, Berlin,

Heidelberg: Springer 1997.

13. Datta B, Harikrishna V. Optimization Applications in Water Resources Systems

Engineering. Research Journal of IIT Kanpur 2005:57-64.

14. Drobny N L. Linear programming applications in water resources 1. Journal of the

American Water Resources Association 1971; 7(6):1180-1193.

15. Easter K W, Rosegrant M W, Dinar A. Markets for water: Potential and performance.

Springer Science & Business Media, 1998.


ftp://secure.sjrwmd.com/technicalreports/TP/SJ2005-2.pdf

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

217.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Ehrgott M, Wiecek M M. Multiobjective programming. International Series in
Operations Research and Science 2005:667-722

European Commission. Report on the Review of the European Water Scarcity and
Droughts Policy; European Commission: Brussels, Belgium, 2012.

Freire-Gonzalez J, Decker C A, Hall J W. A Linear Programming Approach to Water
Allocation during a Drought. Water 2018; 10(4):363.

Frizzone J A, Coelho R D, Dourado-Neto D, Soliani R. Linear programming model to
optimize the water resource use in irrigation projects: An application to the Senator Nilo
Coelho Project. Scientia Agricola 1997; 54(SPE):136-148.

Gale D, Kuhn HW, Tucker A W. Linear programming and the theory of games, Activity
Analysis of Production and Allocation, Ed. TC Koopmans, 1951.

Gass S |, Saaty T L. Parametric objective function (part 2)-generalization. Oper. Res.
1955; 3(4):395-401.

Gibbons D. The Economic Value of Water. Resources for the Future. Publisher:
Resources for the Future, Washington, 1986.

Hanafizadeh P, Ghaemi A, Tavana M. Local perturbation sensitivity analysis of linear
programming with functional relation among parameters. Int. J. Oper. Res. Inf. Syst.
2011; 2(1):42-65.

Ignaciuk S. Post-optimization procedures for the selected transport issues in agricultural
engineering. PhD thesis. Department of Applied Mathematics and Computer Science,
Faculty of Production Engineering, University of Life Sciences in Lublin (in Polish),
2018.

Jacovkis P M, Gradowczyk H, Freisztav A M, Tabak E G. A linear programming
approach to water-resources optimization. Zeitschrift fiir Operations Research 1989;
33(5):341-362.

Jansen B, de Jong J J, Roos C, Terlaky T. Sensitivity analysis in linear programming:
just be careful!. European Journal of Operational Research 1997; 101(1):15-28.
Keshari A K, Datta B. Multiobjective Management of a Contaminated Aquifer for
Agricultural Use. Water Resources Management 1996; 10(5):373-395.

Klabjan D, Adelman D. Existence of optimal policies for semi-Markov decision
processes using duality for infinite linear programming. Siam Journal on Control and
Optimization 2006; 44(6): 2104-2122.

Koltai T, Terlaky T. The difference between the managerial and mathematical
interpretation of sensitivity analysis results in linear programming. Int. J. Production
Economics 2000; 65: 257-274.

Koltai T, Tatay V. A practical approach to sensitivity analysis in linear programming
under degeneracy for management decision making. Int. J. Production Economics 2011;
131: 392-398.

Kotowrocki K, Soszynska J. Optymalizacja procesow eksploatacji ztozonych systemow
technicznych. Problemy Eksploatacji 2010; 31-40.

Kolowrocki K, Soszynska-Budny J. Reliability and Safety of Complex Technical
Systems and Processes: Modeling — Identification — Prediction- Optimization. Springer
Science & Business Media, 2011.

Kotowrocki K, Soszynska J. Integrated safety and reliability decision support system.
Journal of KONBIN 2011; 20(1): 17-28.

Li J, Yan M, Yu J. Evaluation on gas supply reliability of urban gas pipeline network.
Eksploatacja i Niezawodnosc — Maintenance and Reliability 2018; 20(3): 471-477,
http://dx.doi.org/10.17531/ein.2018.3.17.

Lipinski P, Filipiak P, Rychlikowski P, Stanczyk J, Kajewska-Szkudlarek J,
Lomotowski J, Konieczny T. Discovering weekly seasonality for water demand


http://dx.doi.org/10.17531/ein.2018.3.17

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

45.

46.

47.

48.

49,
50.
51.

52.
53.

prediction using evolutionary algorithms. In Proceedings of the Genetic and
Evolutionary Computation Conference Companion 2017.07; 33-34.

Liu X, Chen X, Wang S. Evaluating and Predicting Shadow Prices of Water Resources
in China and its Nine Major River Basins. Water Resour. Manag. 2009; 23(8):1467—
1478.

Madadpour S, Hanafizadeh P, Habibi R. Sensitivity Analysis of Asset Allocation: In
The Presence of Correlation. Journal of Accounting, Finance and Auditing Studies
2018; 4(1):151-166.

Malinowski J. A newly developed method for computing reliability measures in a water
supply network. Operations Research and Decisions 2016; 26(4):49-64.

Manikowski A. Optymalizacja rejonizacji Stacji Ratownictwa Medycznego z
wykorzystaniem zmodyfikowanego zagadnienia transportowego na przyktadzie
Warszawy. Problemy Zarzadzania 2011; 9(3): 227 — 241.

Mavrotas G. Effective implementation of the e-constraint method in Multi-Objective
Mathematical Programming problems. Applied Mathematics and Computation 2009;
213(2): 455-465.

McKee P W, Clark B R, Czarnecki J B. Conjunctive-use optimization model and
sustainable-yield estimation for the Sparta aquifer of southeastern Arkansas and north-
central Louisiana. Water-Resources Investigations Report 2003; 2003-4231,
https://doi.org/10.3133/wri034231

Nieuwoudt W L, Backeberg G R. A review of the modelling of water values in different
use sectors in South Africa. Water SA 2011; 37(5): 703-710.

Potomska J, Chmielowski W. Optimization of water management system operation
while quality and guantity of water determined. Annals of Warsaw University of Life
Sciences-SGGW. Land Reclamation 2012; 44(1): 15-24.

Romaniuk M. Optimization of maintenance costs of a pipeline for a VV-shaped hazard
rate of malfunction intensities. Eksploatacja i Niezawodnosc — Maintenance and
Reliability 2018; 20(1):46-56.

Romaniuk M. Application of Markov chain and interest rate process for forecasting of
costs of maintenance of pipelines. In: Simulation in Umwelt-und Geowissenschaften.
Workshop Miincheberg. 2015; p. 147-156.

Romaniuk M. On simulation of maintenance costs for water distribution system with
fuzzy parameters. Eksploatacja i Niezawodnosc — Maintenance and Reliability 2016;
18(4):514-527, https://doi.org/10.17531/ein.2016.4.6.

Saaty T L, Gass S I. Parametric objective function (part 1). Oper. Res. 1954; 2(3):316—
319.

Shahin A., Hanafizadeh P, Hladik M. Sensitivity analysis of linear programming in the
presence of correlation among right-hand side parameters or objective function
coefficients. Central European Journal of Operations Research 2016; 24(3): 563-593.
Sioshansi R, Conejo A J. Optimization in Engineering: Models and Algorithms (Vol.
120). Springer, 2017.

Stowinski B. Inzynieria eksploatacji maszyn. Wyd. Politechniki Koszalinskiej, 2014.
Sukharev M G, Karasevich A M. Reliability models for gas supply systems. Automation
and Remote Control 2010; 71(7): 1415-1424,
https://doi.org/10.1134/S0005117910070155.

Taha H A. Operations research: An introduction. Prentice Hall, 2007.

Wang Z. The linear programming model of water resource utilization in the irrigated
area of Huaibei, Institute of Water Resource of Huai River Committee and Anhui
Province, Bengbu, 2018


https://doi.org/10.3133/wri034231
https://doi.org/10.17531/ein.2016.4.6
https://doi.org/10.1134/S0005117910070155

54.

55.

56.

S7.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.
66.

www.hyarc.nagoya-
u.ac.jp/game/6thconf/html/abs_html/pdfs/T7MWZ30Jul04203305.pdf.

Ward J E, Wendell R E. Approaches to sensitivity analysis in linear programming. Ann.
Oper. Res. 1990; 27(1):3-38.

Wawrzosek J, Ignaciuk S. Use of extended sensitivity reports of linear programming in
emergency medicinal services issues. Logistyka (Poznan) 2015; No 4 attachment CD
ROM no 2 part 5: 8473-8481 (in Polish).

Wawrzosek J, Ignaciuk S. Selected postoptimization problems of the logistics of
supplying urban-industrial agglomerations with water. Logistyka (Poznan) 2016; No 1
attachment CD ROM part 2: 425-431 (in Polish).

Wawrzosek J, Ignaciuk S. Dual model for classic transportation problem as a tool for
dynamizing management in a logistics company. Econtechmod 2016; 5(3): 95-100.
Wawrzosek J, Ignaciuk S. Postoptimization of the model of water supply for urban and
industrial agglomeration. XLVIII Seminar of Applied Mathematics, ITM Web of
Conferences 23, 00035, 1-5, https://doi.org/10.1051/itmconf/20182300035.

Wendell R E. A preview of a tolerance approach to sensitivity analysis in linear
programming. Discrete Math. 1982; 38(1):121-124.

Wendell R E. Using bounds on the data in linear programming: the tolerance approach
to sensitivity analysis. Math. Program. 1984; 29(3):304-322.

Wendell R E. The tolerance approach to sensitivity analysis in linear programming.
Manag Sci. 1985; 31(5):564-578.

Wendell R E. Sensitivity analysis revisited and extended. Decision Sciences 1992;
23(5): 1127-1142.

Wondolowski F R. A generalization of Wendell’s tolerance approach to sensitivity
analysis in linear programming. Decis Sci 1991; 22(4):792-811.

World Bank. High and Dry: Climate Change, Water, and the Economy; World Bank:
Washington, DC, USA, 2016.

http://www.maslowski.pl/index.php?id=simplex

Zio E. An introduction to the basics of reliability and risk analysis. World Scientific
Publishing Co. Pte. Ltd, 2006.


http://www.hyarc.nagoya-u.ac.jp/game/6thconf/html/abs_html/pdfs/T7MWZ30Jul04203305.pdf
http://www.hyarc.nagoya-u.ac.jp/game/6thconf/html/abs_html/pdfs/T7MWZ30Jul04203305.pdf
https://doi.org/10.1051/itmconf/20182300035
http://www.maslowski.pl/index.php?id=simplex

