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ZASTOSOWANIE RADIALNYCH FUNKCJI BAZOWYCH
DO ANALIZY DRGAN WLASNYCH PLYTY DWUMATERIALOWEJ

Streszczenie
W pracy przedstawiono bezsiatkowqg metode kolokacyjng Kansy i jej zastosowanie do analizy drgan wtasnych
plyty wykonanej z dwoch materiatow. W analizie wykorzystano funkcje Wendlanda, zas uzyskane wyniki porowna-

No z wynikami symulacji Metodg Elementow Skonczonych.

WSTEP

Projektowanym elementom, na bazie ktérych budowane sg
Ztozone uktady mechaniczne stawia sie szereg do spetnienia wa-
runkéw, w tym réwniez warunek niskiej aktywnosci wibroakustycz-
nej elementéw. W wielu przypadkach zdarza sie, ze dochodzi do
sytuacji, w ktdrej konieczne jest przeprowadzenie oceny czy czesto-
§ci drgan wiasnych elementu sq odstrojone od czestosci drgan
wymuszonych, co nie bez znaczenia przektada sie rowniez na
wytrzymatos¢ zmeczeniowg konstrukcii.

W powszechnej praktyce inzynierskiej do analizy zagadnienia
wilasnego najczesciej wykorzystywana jest Metoda Elementow
Skoniczonych (MES). Metoda ta ze wzgledu na powszechnie akcep-
towang doktadno$¢ obliczen i tatwg dostepnos¢ (implementacje
znalez¢ mozna w wielu pakietach inzynierskich oraz dostepnych
darmowych programach komputerowych) cieszy sie nalezytym
uznaniem. Do zalet nalezy migdzy innymi brak koniecznosci prze-
prowadzenia jakichkolwiek obliczen wstepnych. Problemem
z wykorzystaniem MES do analizy zagadnienia wiasnego jest ko-
nieczno$¢ podziatu na elementy catej analizowanej przestrzeni. Ze
wzgledu na to, Ze obliczenia dynamiczne z wykorzystaniem MES sg
obliczeniami przyblizonymi niezbedny jest bardzo gesty podziat na
elementy [8]. Tak gesty podziat prowadzi do znacznego zwigkszenia
rzedu macierzy gtéwnej analizowanego problemu i co za tym idzie
do wydtuzenia czasu i kosztéw obliczeh. Znacznie mniej popularng
od dotychczas wymienionych metod obliczeniowych jest Metoda
Elementéw Brzegowych (MEB), w ktdrej réwnania rozniczkowe
zastepuje sie odpowiednio skonstruowanymi réwnaniami catkowy-
mi. [dea MEB jest w zasadzie taka sama jak MES, z tq réznica, ze
w MEB podziatowi na elementy podlega jedynie brzeg rozpatrywa-
nego obszaru. Prowadzi to w sposéb naturalny do obnizenia wymia-
ru przestrzeni o jeden, tzn. brzeg obszaru tréjwymiarowego jest
obszarem dwuwymiarowym, a tylko on podlega podziatowi na ele-
menty skoriczone. Obnizenie wymiaru skutkuje zmniejszeniem
wymiaru macierzy gtéwnej problemu, a wiec czasu obliczen. Do
wad metody zaliczy¢ mozna wymagany duzy naktad pracy poswie-
cony na obliczenia wstepne, niezbedne w tej metodzie. Obliczenia
te zwigzane sg z wyznaczeniem (obliczeniem) odpowiednich catek
zfunkcji z osobliwoscig (funkcja zmierzajaca do nieskonczonosci
dla jednej zmiennej niezaleznej). Ktopotliwe przy obliczeniach nu-
merycznych jest réwniez to, ze macierze gtéwne analizowanego
problemu sg petne w odréznieniu od pasmowych macierzy w anali-
zie MES.

Stosunkowo mato znang, ale réwniez mozliwg do zastosowania
jest Metoda Rozwigzan Fundamentalnych, ktéra nie wymaga po-
dzialu na elementy catego analizowanego obszaru [1,2]. Co wiecej,
zbedna jest réwniez dyskretyzacja brzegu obszaru [11]. Niezbedny
jest jedynie wybor odpowiedniej liczby punktéw na brzegu (tzw.

punktéw kolokacyjnych) i taka sama lub wieksza ilo§¢ punktow
zrodtowych poza (na zewnatrz) analizowanego obszaru. Macierz
gtéwna analizowanego problemu ma wymiar: ilo$¢ punktéw koloka-
cyjnych x ilos¢ punktéw zrédiowych. Do rozwigzania takiego pro-
blemu wykorzystuje sie metode minimalizacji sumy kwadratu btedu
lub rozktad wedtug wartosci osobliwych — rozktad SVD. Jedyng
wielkoScig konieczng przy analizie MRF jest znajomo$¢ rozwigzania
fundamentalnego [3,8], czyli funkcji Greena réwnania rozniczkowe-
go opisujacego rozwigzywany problem. Do wad tej metody zaliczy¢
nalezy mozliwo$¢ analizy jedynie prostych geometrii (koniecznosé
znajomosci funkcji Greena analizowanego problemu), nierozwigza-
nym dotad problemem jest optymalna (ze wzgledu na btad metody)
liczba i potozenie zaréwno punktéw kolokacyjnych, jak i punktow
zrodtowych, im dalej od brzegu obszaru umieszczone sg punkty
zrédiowe tym wieksza doktadno$¢ obliczen, ale jednocze$nie ma-
cierze gtowne stajg sie zle uwarunkowane, w takich przypadkach do
rozwigzania stosuje sie ciagtg lub dyskretng regularyzacje.

Innym podejSciem poszukiwania przyblizonego rozwigzania
problemu wiasnego jest zastosowanie metody Kansy [6] bazujace;
na Radialnych Funkcjach Bazowych. Metoda ta nie wymaga stoso-
wania jakichkolwiek siatek elementéw. Znalazta ona szereg zasto-
sowan do rozwigzania wielu réznych probleméw mechaniki m.in.
analiza probleméw wymiany ciepta [12,14], analizy réwnan Naviera—
Stokesa [4], analiza pola elektromagnetycznego [10] i wielu innych.
Metody numeryczne wykorzystujgce Radialne Funkcje Bazowe
charakteryzuje podstawowa witasno$¢ polegajgca na transformacii
probleméw wielowymiarowych do probleméw jednowymiarowych.
W pracy zastosowano kolokacyjng metode Kansy wraz z radialng
funkcjg bazowg zaproponowang przez Wendlanda [13] do analizy
problemu wiasnego plyty wykonanej z dwdch materiatow.

1. FUNKCJE RADIALNE
Funkcja radialna to kazda funkcja jednej zmiennej, postaci:
0,(0) = olx-x,)) (1
gdzie: HX =X Hjest Euklidesowg odlegtoscig pomiedzy punktami x

i xj . Punkt x; jest nazwany centrum funkcji radialnej (1). Zmieniajac
potozenie centréw otrzymuje sie rodzing funkcji, ktéra tworzy baze
wykorzystywang do interpolacji lub aproksymacji dowolnej funkii.
Kazda z funkcji bazowych (1) zaliczy¢ mozna do jednej z kategorii;
funkcje o zwartym no$niku, tj. funkcje ktore sg rézne od zera jedynie
w sferze o promieniu r (najczesciej r=1) lub funkcje o nosniku
nieograniczonym (r — o). Najczesciej wykorzystywanymi funkcjami
z pierwszej kategorii sg zamieszczone w tabeli 1 funkcje Wenlan-
da[11]. W tabeli 2 pokazano przyktady funkcji o nosniku nieograni-
czonym.
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Tab.1. Bazowe funkcje radialne o zwartym nosniku [11]

Wymiar przestrzeni Definicja funkdji

¢(r) = (1_ r)+

d=1 o(r)=@0-r)(3r+1)

p(r)=@-r) (8r2 +5r +1)

o(r)=(1-r);

o(r)=(L-r);(4r +1)

p(r)=[-r) (35r2 +18r + 3)

gdzie:

L-r)", dia re(01)
0, dla r)l

OREE

Tab.2. Bazowe funkcje radialne o no$niku nieograniczonym [6]

Nazwa funkcji Definicja funkgji
jiniowa p(r)=r
szescienna gp(r) =r’
wielokwadratowa p(r)=~r?+c?
cienkiej ptyty (p(r) =r?In(r)
wielokwadratowa (p(r) — 1
odwrotna Jr2 +c2
Gaussa (/;(r) —e

W pracy wykorzystano funkcje Wendlanda dla zagadnier dwu-
wymiarowych, ktéra przyjmuje postac:
o(r) = (1—r)° (35r> +18r +3) 2)
W odrdznieniu od funkciji radialnych wielokwadratowych (funk-

cje o nosniku nieograniczonym) nie wymaga ona stosowania proce-
dury wyznaczania parametru ksztattu c.

2. METODA KANSY

Analizowane zagadnienie poczatkowo brzegowe opisane jest
réwnaniem postaci:

Lu=f(x), xeQ (3)
wraz z warunkami brzegowymi postaci:
Bu=g(x), xel (4)

gdzie: L jest liniowym operatorem rézniczkowym, B jest operatorem
opisujacym warunki brzegowe, Q to analizowany obszar, I to brzeg
tego obszaru. Idea metody Kansy polega na aproksymacji rozwia-
zania problemu poczatkowo brzegowego (3), (4) za pomocg sumy
szeregu rodziny funkcji radialnych, t;.:
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Wspétczynniki o wyznaczane sg w procedurze kolokacii.
W tym celu nalezy wybra¢ zbiér No punktow {x1, Xz, ..., Xno} naleza-
cych do obszaru Q, w ktérych zada sie by przyblizone rozwigzanie
(5) spetniato réwnanie (3):

N
LO:f(Xi)QzajL("j(ri):f(Xi) (6)
j=1
Podobnie nalezy wybra¢ zbidr N punktow {xwo+1, Xno:2, ...,
Xno+Nb} Na brzegu I analizowanego obszaru. W tych punktach mu-
szg zosta¢ spetnione réwnania warunkow brzegowych (4):

ZajB¢j(ri):g(Xi) (7)

Réwnania (6) i (7) stanowig liniowy uktad réwnan, ktéry zapisaé
mozna w postaci macierzowej:
Aa = f (8)
Z ukfadu réwnan (8) mozna wyznaczy¢ poszukiwane wspol
czynniki a.. W przypadku gdy suma liczby wybranych punktow
obszaru Q tj. No i liczby punktow brzegowych N» jest réwna liczbie
punktow centralnych N (No+Nb=N), ukiad (8) rozwigza¢ mozna
stosujgc metode eliminacji Gaussa, w przypadku gdy No+N» > N
uktad (8) jest nadokreSlonym i nalezy poszukiwa¢ rozwigzania
metoda najmniejszych kwadratéw np. stosujac rozktad SVD.

3. ANALIZA DRGAN WLASNYCH PLYTY

Wyznaczenie czestosci drgan wiasnych piyty prostokatnej
o0 grubosci h oparto na modelu Kirchoffa [5,7,9], ktory w tym przy-
padku przyjmuje posta¢ réwnania:

o'W o'W
28X28y2 + ay4
2
gdzie: k* = HO

o'W
ox*

—k*W =0 )

, przy czym w jest czestoScig drgan piyty,

U=ph jest gestoscig piyty przypadajaca na jednostke powierzchni,
Eh®
12(1-0%)

za$ D = jest walcowg sztywno$cig plyty na zgina-
nie.

Funkcja W z réwnania (9) musi dodatkowo spetnia¢ warunki
brzegowe. W pracy analizowano przypadki z typowymi warunkami
brzegowymi ptyty ti. swobodnym podparciem (W=0 iW"=0)
oraz utwierdzeniem (W=0 i W=0) ptyt przedstawionych na rysun-
ku 1.

Wykorzystanie kolokacyjnej metody Kansy prowadzi do uktadu
réwnan postaci:

A-a=0 (10)



Wartosci btedéw wyznaczonych dla 15 pierwszych czestoSci

a) plyta jednorodna (stop aluminium) drgan wiasnych ptyty swobodnie podpartej pokazano na rysunku 2.

A
Tab. 1. Wyniki obliczen dla jednorodnej ptyty swobodnie podpartej
Analityczne MES RBF
Czestose Czestose Czestose
6 drgan wiasn. | drgan wiasn. Btad wzgl. drgan wiasn. Btad wzgl.
N [s] [s] [%] [s] [%]
T 185,147 185,065 -0,044 185,367 0,119
332,179 331,947 -0,070 332,192 0,004
577,230 576,426 -0,139 577,142 -0,015
593,566 592,486 -0,182 592,636 -0,157
740,599 739,210 -0,187 739,166 -0,193
920,298 918,244 -0,223 918,288 -0,218
Y 985,650 982,527 0,317 982,546 -0,315
1274,261 1269,260 -0,392 1269,888 -0,343
- 0,75 " 1328718 | 1323138 0420 1322604 -0,460
; 1361,390 1357,212 -0,307 1356,156 -0,384
b) - piyta dv;/umater /ak;wa 1421204 | 1415570 0403 1415130 0434
1666,345 1657,284 -0,544 1658,893 -0,447
/_ / 1769,810 1760,197 -0,543 1760,549 -0,523
7 / 1 1900,500 1892,307 -0,431 1890,969 -0,502
2009,413 1996,784 -0,629 2000,648 -0,436
/ a) MES
o)
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Rys. 1. Analizowane rodzaje ptyty
3 R8F

gdzie elementy macierzy A zalezg réwniez od warunkéw brzego-
wych plyty. CzestoSci drgan wiasnych plyty tj. nietrywialne rozwia-
zanie ukfadu réwnan (10) otrzymuje sie ze spetnienia warunku
detA=0.

Ze wzgledu na fakt, ze dla drgan jednorodnej ptyty swobodnie
podpartej stosunkowo fatwo mozna wyznaczy¢ czestosci drgan
wiasnych, w tabeli 1 zestawiono wyniki obliczen Metodg Elementéw
Skonczonych (MES) i metoda opartg na funkcjach radialnych (RBF).
Dla oceny wynikéw przyjeto miare btedu wzglednego okreslonego
zaleznoscia;

MES(RBF) ___teor

()

5MES(RBF) — @, i .100%

(11)

teor

@,

Wyniki z rozwigzania MES nie odbiegajg znaczaco od warto$ci
analitycznych, za$ btad ro$nie dla kolejnych postaci.
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Rys. 2. Warto$ci btedéw dla jednorodnej ptyty swobodnie podpartej
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Rys. 3.
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W przypadku ptyt utwierdzonych, analityczne wyznaczenie
czestosci drgan wlasnych nie jest czynno$cig, trywialng, za$ dla
ptyty dwumateriatowej jest ono niemozliwe.

Z tego wzgledu przyjeto miare btedu wzglednego odniesionego
do rozwigzania MES zgodnie z zaleznoscig (12).

RBF _  MES
s=2_"%% _ 100% (12)

MES )
@,

WartoSci bteddow wyznaczonych dla 15 pierwszych czestosci
wiasnych ptyt swobodnie podpartych i utwierdzonych odniesione do
rozwigzania MES pokazano na rysunku 3.

Uzyskane wyniki wskazujg na duzg dokfadnos¢ analizy pro-
blemu wiasnego z wykorzystaniem metody bezsiatkowej opartej na
metodzie kolokacyjnej Kansy i funkcjach Wendlanda. Rezultaty
uzyskane dla ptyty jednorodnej swobodnie podpartej niewiele réznig,
sie od wynikéw uzyskanych Metoda Elementéw Skonczonych.

PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono metode kolokacyjng Kansy, ktérg wraz
funkcjami radialnymi opartymi na zalezno$ciach podanych przez
Wendlanda [13] zastosowano do analizy problemu wiasnego piyty
dwumateriatowej. Funkcje Wendlanda sg funkcjami o tzw. zwartym
no$niku, ktérych dziatanie ograniczone jest do obszaréw lokalnych.
Dla oceny doktadnosci metody analizy, poréwnano wyznaczone
czestosci drgan wiasnych plyt jednorodnej i dwumateriatowe;
z warto$ciami uzyskanymi z obliczen Metodg Elementéw Skonczo-
nych dla podparcia swobodnego i utwierdzenia. Wyniki wskazujg na
duzgq dokladno$¢ analizy problemu wiasnego z wykorzystaniem
metody bezsiatkowej opartej na metodzie kolokacyjnej Kansy
i funkcjach Wendlanda
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