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PNEUMATYCZNYCH ZA POMOCĄ RACHUNKU  

RÓŻNICZKOWEGO NIECAŁKOWITYCH RZĘDÓW.  

CZĘŚĆ 2. BADANIA LABORATORYJNE 

 

W artykule przedstawiono wyniki badań laboratoryjnych układu wtryskowego, silnika spalinowego, pod kątem weryfikacji 

badań symulacyjnych wybranych układów pneumatycznych opisanych rachunkiem różniczkowo-całkowym niecałkowitych rzę-

dów (ang. fractional calculus), przeprowadzonych w Części 1 artykułów. Badania wykonano Instytucie Eksploatacji Pojazdów 

i Maszyn na Wydziale Mechanicznym Uniwersytetu Technologiczno-Humanistycznego im. Kazimierza Pułaskiego w Radomiu. 

 

WSTĘP  

W badaniach laboratoryjnych, będących weryfikacją badań sy-
mulacyjnych membranowego przetwornika ciśnienia, przedstawionych 
w Części 1 artykułów [8], przyjęto następujące założenia badawcze: 
analizowane układy pneumatyczne modelowane są  jako układ li-
niowy; do opisu układu pneumatycznego posłużono się transmitancją 
operatorową, charakteryzującą dynamikę układu i zawartych w nim 
elementów, przy założeniu stałości parametrów fizycznych oraz po-
minięcia starzenia się jego elementów; przyjęto ocenę dynamicznych 
właściwości układów pneumatycznych w ujęciu amplitudowym i fazo-
wym; rozważano układy pneumatyczne o ciśnieniach do 1MPa, pra-
cujących w zakresie częstotliwości do 500Hz; z zmienności parame-
trów termodynamicznych powietrza jako czynnika roboczego po-
zwala traktować je jako gaz doskonały; w analizie układów pneuma-
tycznych założono przemianę adiabatyczną zaś rozkład ciśnienia w 
całej objętości komory pomiarowej jest jednorodny [7], [8], [9], [10], 
oraz [11]. 

1. WYBRANE BADANIA LABORATORYJNE  
PRZETWORNIKA 

W celu identyfikacji dynamiki przetwornika ciśnienia zbudowano 
układ pomiarowy przedstawiony na rysunku 1. 

Do badań wykorzystano silnik jednocylindrowy o zapłonie samo-
czynnym firmy AVL. Jest to silnik spalinowy o pojemności 511cm3, 
średnicy cylindra 85,01mm i skoku tłoka 90mm. Pomiary zostały wy-
konane w układzie dolotowym powietrza do silnika. Sposób dostar-
czania powietrza zapewniony był z dodatkowego układu w skład któ-
rego wchodzi sprężarka śrubowa. Dzięki temu układowi możliwa była 
regulacja ciśnienia powietrza w układzie dolotowym. 

 

 
Rys. 1. Widok stanowiska pomiarowego: 1 – komora pomiarowa, 2 – 
rurka dolotowa, 3 –wejściowy przetwornik ciśnienia, 4 – wyjściowy 
przetwornik ciśnienia [11] 

 
W układzie dolotowym powietrza do komory pomiarowej został za-

instalowany pierwszy przetwornik ciśnienia. Drugi przetwornik zainsta-
lowano wewnątrz komory pomiarowej, w miejscu wylotu powietrza do 
komory spalania. Do badań zastosowano przetworniki ciśnienia firmy 
Kulite typu ETL – 189 – 190M – 10 BARA. W układzie użyto dwóch 
jednakowych przetworników ciśnienia. 

Badania zostały przeprowadzone dzięki oprogramowaniu  
Concerto oraz Puma, których interfejsy zostały pokazane na rysunku 
3. 

Zaprezentowany układ pomiarowy umożliwia badanie właściwo-
ści dynamicznych przetwornika ciśnienia. Badania dotyczą analizy 
czasowej oraz częstotliwościowej badanego przetwornika ciśnienia 
opisanego całkowitym i niecałkowitym rzędem. 
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Rys. 2. Interfejsy programów do sterowania silnikiem oraz rejestracji 
parametrów szybkozmiennych: 1 – okno programu Concerto do reje-
stracji parametrów szybkozmiennych (monitor 1), 2 – okno programu 
Puma do sterowania oraz archiwizacji parametrów pracy silnika (mo-
nitor 2), 3 – okno programu Puma do sterowania i archiwizacji para-
metrów pracy silnika (monitor 3) [11] 

 
W układzie pomiarowym wykorzystano komputery z oprogramo-

waniem Concerto oraz Puma. Program Concerto umożliwia rejestra-
cje szybkozmiennych parametrów układu i zapis ich w postaci cha-
rakterystyki czasowej oraz w postaci numerycznej. Program Puma 
został wykorzystany do sterowania pracą silnika. 

Powietrze dostarczone do układu pomiarowego zapewniała 
sprężarka śrubowa. Silnik pobierał powietrze do komory spalania z 
układu pomiarowego poprzez otwarcie zaworu umiejscowionego na 
wyjściu komory pomiarowej. Zawór otwierał się i zamykał co dwa ob-
roty wału korbowego silnika. Cykliczne otwieranie zaworu powodo-
wało taki sam efekt jak zasilenie układu pneumatycznym generato-
rem sygnału prostokątnego, co umożliwiło doświadczalne wyznacze-
nie charakterystyki skokowej układu pomiarowego. Wyznaczono od-
powiedź skokową układu za pomocą programu Concerto, a jej gra-
ficzna reprezentacja przedstawiona została na rysunku 3. 

 

 

 
Rys. 3. Charakterystyki skokowe układu pomiarowego w komorze 
pomiarowej oraz rurce dolotowej otrzymane doświadczalnie 

 
Otrzymany wykres jest charakterystyką skokową typowego 

członu oscylacyjnego o pulsacji drgań własnych ω0 oraz stopniu tłu-
mienia ξ. W celu identyfikacji właściwości dynamicznych badanego 

układu pneumatycznego wygodne jest wyznaczenie jego transmitan-
cji operatorowej.  

Znajomość zależności (1): 
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pozwala na wyznaczenie transmitancji operatorowej niecałkowitego 
rzędu analizowanego układu pneumatycznego. Pulsację drgań wła-
snych oraz stopień tłumienia badanego układu można wyznaczyć bez-
pośrednio z otrzymanej charakterystyki skokowej. Transmitancja ope-
ratorowa niecałkowitego rzędu badanego układu przedstawia zależ-
ność (3): 
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Korzystając z zależności (4): 
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otrzymuje się zależność opisującą odpowiedź skokową niecałkowi-
tego rzędu analizowanego układu pneumatycznego:     
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Za pomocą oprogramowania MATLAB zasymulowano równanie 

(5) i otrzymano charakterystykę skokową niecałkowitego rzędu bada-
nego układu pneumatycznego wewnątrz komory pomiarowej, której 
przebieg przedstawia rysunek 4. 
 

 

 
Rys. 4. Charakterystyka skokowa układu pomiarowego w komorze 
pomiarowej przetwornika 
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Charakterystyka skokowa przedstawiona na rysunku 4 powstała 

na skutek symulacji równania (5), dla parametru 1  (krzywa F_1) 

pokrywa się z przebiegiem wyznaczonym za pomocą równania róż-
niczkowego całkowitego rzędu (krzywa C_1) oraz przebiegiem cha-
rakterystyki skokowej otrzymanej doświadczalnie (rysunek 10). 
Oznacza to, że model został prawidłowo wyznaczony. Zmniejszenie 
rzędu różniczki powoduje zmniejszenie się amplitudy odpowiedzi 
skokowej. 

)(jQ)(P)j(G )v()v()v(    (6) 

 
Transmitancję widmową niecałkowitego rzędu badanego prze-

twornika otrzymano poprzez wykorzystanie wyznaczonych doświad-
czalnie wartości (2) w zależności (7a) oraz (7b), stanowiącą część 
rzeczywistą i urojoną transmitancji widmowej (6). 
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    (7a) 

 

   
2

0
2

2

2
00

2

3
0

22
0

)(

2
sin2sin

2
cos2cos

2
sin2sin

)(


































































Q

 

 

   
2

2

2

2

2

)(

2
sin113456,7sin38,7171

2
cos113456,7cos

2
sin295,51013sin38,7171

)(


































































Q

 

(7b) 
 

Równanie opisujące logarytmiczną charakterystykę amplitu-
dową można wyznaczyć z zależności (27):  

   2)(2)()( )()(log20)(  vvv QPL   (8) 

 
Równanie opisujące logarytmiczną charakterystykę fazową po-

daje zależność (9): 
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Po zasymulowaniu równania (8), z wykorzystaniem równania 

(7a) ,otrzymano logarytmiczną charakterystykę amplitudową niecał-
kowitego rzędu badanego układu pomiarowego dla różnych wartości 

parametru  , którą przedstawia rysunek 5. 

Logarytmiczną charakterystykę fazową (rysunek 6) otrzymano 
dokonując symulacji równania (7b). Na tle charakterystyk otrzyma-

nych za pomocą symulacji modelu matematycznego, w którym zasto-
sowano rzeczywiste parametry badanego przetwornika, przedsta-
wiono charakterystyki przetwornika wyznaczone doświadczalnie. 

 

 
 

 
Rys. 5. Logarytmiczna charakterystyka amplitudowa wyznaczona 

doświadczalnie oraz teoretycznie dla różnych wartości parametru 
. 
 

 
 

 
Rys. 6. Logarytmiczna charakterystyka fazowa wyznaczona do-
świadczalnie oraz dla różnych wartości parametru   

 
Stanowisko pomiarowe umożliwia zmianę prędkości wirowania 

wirnika i ustawienie jej w celu dokonania pomiarów. Zmiana prędko-
ści umożliwia ustawienie częstotliwości otwierania zaworu i tym sa-
mym zmianę ciśnienia powietrza w komorze pomiarowej. Regulacja 
prędkości otwierania zaworu daje taki sam efekt jak zasilenie układu 
generatorem pneumatycznym z możliwością regulacji częstotliwości, 
co umożliwiło uzyskanie logarytmicznych charakterystyk częstotliwo-
ściowych. 

Zarejestrowano zmiany wartości ciśnienia w komorze pomiaro-
wej dla różnych wartości prędkości obrotowej wirnika w przedziale 

min/1000( obr min)/3200 obr ,  

co odpowiada pulsacji:  . 

])/[093,335]/[717,104( sradsrad   
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Sygnałem wejściowym jest ciśnienie w rurce dolotowej 0P , sy-

gnałem wyjściowym ciśnienie w komorze przetwornika P  (rysunek 1 
Części 1 artykułów). Logarytmiczną charakterystykę amplitudową 
wyznaczono z zależności: 


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P
log20)(L   (10) 

Logarytmiczną charakterystykę fazową wyznaczono dokonując 
pomiaru przesunięcia fazowego między sygnałem wyjściowym i wej-
ściowym dla każdej ustawionej prędkości obrotowej wału silnika. 

Minimalna prędkość obrotowa użytego w badaniach silnika spa-

linowego to min]/[1000 obr . To ograniczenie uniemożliwiło uzy-

skanie doświadczalnie pełnych charakterystyk częstotliwościowych 
przedstawionych na rysunkach 5 oraz 6. Otrzymane charakterystyki 

zostały wykonane od pulsacji ]/[717,104 srad  do 

]/[093,335 srad .  

Porównując otrzymane charakterystyki z charakterystykami nie-

całkowitego rzędu dla parametru 1 , można stwierdzić, że ba-

dany przetwornik jest rzędu niewiele mniejszego niż element oscyla-
cyjny 2 rzędu. Wyznaczone doświadczalnie charakterystyki częstotli-
wościowe zawierają się pomiędzy wyznaczonymi symulacyjnie cha-

rakterystykami częstotliwościowymi dla parametru 98,0  i 1

. Oznacza to, że przetwornik powinien być modelowany równaniem 
niecałkowitego rzędu. Można więc stwierdzić, że opis metodą kla-
syczną byłby niedokładny. 

PODSUMOWANIE 

W artykule pracy przedstawiono wyniki badań laboratoryjnych 
przetwornika ciśnienia, który został opisany modelem matematycz-
nym zaprezentowanym w Części 1 artykułów. Przeprowadzono ana-
lizę właściwości dynamicznych modelu w ujęciu czasowym i często-
tliwościowym. Wyznaczono doświadczalnie parametry badanego 
przetwornika ciśnienia – stopień tłumienia ξ oraz pulsację drgań wła-
snych ω0, które wykorzystano do wyznaczenia transmitancji operato-
rowej całkowitego i niecałkowitego rzędu. Na podstawie znajomości 
transmitancji operatorowej wyznaczono charakterystyki skokowe 
oraz logarytmiczne charakterystyki amplitudowe i fazowe całkowi-
tego i niecałkowitego rzędu. Stwierdzono, że charakterystyki cza-
sowe otrzymane doświadczalnie, pokrywają się z charakterystykami 
wyznaczonymi na podstawie opracowanego modelu niecałkowitego 
rzędu przetwornika dla parametru 1 . Potwierdza to prawidło-

wość wyznaczonego modelu.  
Charakterystyki częstotliwościowe otrzymane doświadczalnie 

niewiele odbiegają od charakterystyk otrzymanych w symulacji kom-
puterowej. Logarytmiczne charakterystyki amplitudowe i fazowe 
otrzymane doświadczalnie mają charakter członu oscylacyjnego 
rzędu dla wartości parametru v z przedziału 198,0  . 

Rachunek różniczkowy niecałkowitych rzędów [1], [2], [3], [4] 
oraz [13] jest szczególnie przydatny w budowaniu dynamicznych mo-
deli matematycznych układów pracujących w  warunkach niemożli-
wych do opisania równaniami różniczkowymi całkowitych rzędów 
[14]. Można to wywnioskować dzięki analizie układów, takich jak elek-
tryczna linia długa o nieskończenie dużej długości bądź superkon-
densator o pojemności kilku tysięcy Faradów. W przedstawionym w 
artykule układzie rzeczywistym, ciśnienie w komorze przetwornika 
było mierzone w miejscu wylotu powietrza do komory spalania, gdzie 
w momencie ”zasysania” powietrza przez silnik powietrze osiąga 
prędkość dźwięku. Takie warunki mogą tłumaczyć niewielkie zmniej-
szenie rzędu badanego członu oscylacyjnego. 

Analiza logarytmicznych charakterystyk amplitudowych przed-
stawionych w artykule modeli układów wykazuje, że występujące w 
tych charakterystykach maksimum lokalne zależne jest od rzędu róż-
niczki i jego amplituda jest tym większa im wyższy jest rząd różniczki. 
Dla parametru 1  (model klasyczny) amplituda osiąga maksimum 

przy częstotliwości rezonansowej dla tłumienia ξ < 1. Wraz ze zmniej-
szaniem się rzędu różniczki, można zauważyć zwiększenie się czę-
stotliwości rezonansowej układu. 
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Analysis of dynamic properties of selected pneumatic  
systems using fractional calculus. Part 2. Laboratory tests 

The Part 2 of these papers, deals with laboratory tests of 

a pneumatic transducer. Measurements have been taken and a 

real pneumatic system is analyzed and compared with  

a mathematical model. The analysis uses fractional calculus 

and is carried out with respect to time and frequency. 
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