MINUT 2023 (5), s. 149-164
l MATEMATYKA ISSN 2719-3063

; ( I INFORMATYHKA
i

Katarzyna ADRIANOWCZ!, Iwona NOWAK!

IKatedra Zastosowan Matematyki i Metod Sztucznej Inteligencji, Politechnika Slaska, ul. Kaszubska 23,
44-100 Gliwice

Dlaczego eliminacja Gaussa dziala i dlaczego jest taka pomocna?

Streszczenie. Proces eliminacji Gaussa kojarzony jest najczesciej z rozwigzywaniem uktadow
réwnan liniowych, jednak metoda ta moze by¢ z powodzeniem stosowana do obliczania wyznacz-
nikéw, wyznaczania macierzy odwrotnej lub obliczania rzedu macierzy.

W tej pracy pokazemy nie tyle jak stosowaé proces eliminacji Gaussa do wymienionych powyzej
zagadnien, ile wyttumaczymy, dlaczego on dziala.

Zakladamy, ze Czytelnik zna podstawowe pojecia zwigzane z macierzami, wyznacznikami i ukla-
dami réwnan liniowych.

Slowa kluczowe: eliminacja Gaussa, operacje elementarne na wierszach, macierze elementarne.

1. Wstep

Metoda eliminacji Gaussa wykorzystywana do rozwigzywania ukladéw réwnan liniowych polega na
przeksztatcaniu uktadu rownan do réownowaznego mu uktadu w formie zredukowanej (czesto schodkowej),
czyli takiego, w ktorym w kazdym kolejnym réwnaniu jest coraz mniej niewiadomych. Przeksztatcajac
uktad réwnan, w kolejnych krokach eliminujemy niewiadome z odpowiednich réwnan — stad nazwa
metody. Taki zredukowany uklad jest znacznie tatwiejszy do rozwigzania.

Eliminacja Gaussa opiera sie na trzech operacjach, ktére mozna wykonywaé na uktadach réwnan i ktére
przeksztalcaja uktad do uktadu réwnowaznego, czyli ukladu majacego te same rozwigzania co uktad
wyjsSciowy.

Te operacje to:

1) zamiana kolejnosci réwnari,
2) obustronne pomnozenie rownania przez liczbe rozna od zera,

3) dodanie stronami do wybranego réwnania innego rownania pomnozonego (obustronnie) przez pewng
liczbe.

Autor korespondencyjny: I.Nowak (Iwona.Nowak@polsl.pl).
Data wplyniecia: 14.07.2023.
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Na zajeciach z algebry liniowej wykonywanie powyzszych operacji na ukladzie rownan zastepuje sie prze-
prowadzaniem operacji elementarnych na tak zwanej macierzy rozszerzonej (lub uzupeinionej).

Poza rozwiazywaniem ukladéw eliminacja Gaussa jest wykorzystywana takze do obliczania wyznacznikéw,
szukania macierzy odwrotnych oraz obliczania rzedu macierzy. W stuzacych temu algorytmach réwniez
wymaga sie przeprowadzania operacji elementarnych na odpowiednich macierzach. Przy takim podejsciu
pod pojeciem eliminacji Gaussa rozumiemy budowanie ciagu macierzy, ktére powstaja dzieki wyko-
naniu na nich tzw. dzialan (operacji) elementarnych na wierszach lub kolumnach. Ostatnim elementem
takiego ciagu, czyli wynikiem eliminacji Gaussa, jest macierz schodkowa lub schodkowa zredukowana.

Drziatania elementarne czasami sg nazywane krokami Gaussa.

2. Operacje elementarne

Rozwazania zacznijmy od przypomnienia, co rozumiemy przez pojecie operacji elementarnych na ma-
cierzach. Wyrézniamy trzy operacje elementarne, ktére mozna wykonywaé na wierszach lub na kolumnach

macierzy®.
ERO1 Zamiana miejscami dwoch wierszy, lub ECO1 — zamiana dwdch kolumn.

ERO2 Pomnozenie wiersza (a dokladniej kazdego elementu stojacego w danym wierszu), przez podana

liczbe r6zna od zera. Mnozenie kolumny przez liczbe bedziemy oznacza¢ ECO2.

ERO3 Dodanie do wybranego wiersza innego wiersza pomnozonego przez wybrana liczbe (do kazdego
elementu wiersza dodajemy odpowiedni element innego wiersza pomnozony przez wybrang liczbe).
ECO3 — analogiczne dziatanie na kolumnach.

0 -2 3 4
Przyklad 1. Zastosujmy kilka operacji elementarnych przeksztalcajac macierz A = % 1 -2 % .
1 -1 4 0

Przyjmujemy oznaczenia: w; — i-ty wiersz , k; — j-ta kolumna macierzy A. A)— oznacza macierz otrzyma-
na z macierzy A po i -tej operacji. Pod strzaltka umieszczona jest informacja, ktéra operacja elementarna
jest wykonywana, a nad strzatka szczegdly tej operacji.

0 -2 3 4 1 -1 4 0 1 -1 4 0
A= |3 1 9 1| Mows A1) _ |3 1 —9 L w2 @—-13 2 —4 1| =
2 2| ERO1 2 2| ERO2
1 -1 4 0 0 -2 3 4 0 -2 3 4
1 -1 4 0

wten (oA g 5 —16 1
FERO3
0 -2 3 4

Jak wida¢, w trzech krokach zostal wyeliminowany” element ajo macierzy A — w macierzy A®3) ten

element ma wartosé zero.

1 Przyjelyémy popularne oznaczenia pochodzace z jezyka angielskiego: ERO — Elementary Row Operations, ECO —
Elementary Column Operations.
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Przeprowadzony proces eliminacji mozna zapisaé

BN )

A w1 HFws A(l) wa-2 A(Q)
Uwaga 1. Pomiedzy kolejnymi macierzami w ciaggu krokéw Gaussa nie wstawiamy znaku réwnosci, bo

te macierze sg rozne!

3. Macierze elementarne

Wszystkie trzy opisane powyzej operacje elementarne moga by¢ wykonane przez wymnozenie danej
macierzy przez odpowiednio dobrang macierz, nazywana macierza elementarna.

Mnozenie danej macierzy przez macierze elementarne po lewej stronie odpowiada dzialaniom na jej
wierszach (ERO), a po prawej - na kolumnach (ECO).

Macierze elementarne to zawsze macierze kwadratowe, a ich stopien jest taki, aby mozna byto wykonaé
odpowiednie mnozenie. Oznacza to, ze do dzialania na wierszach macierzy A stopien macierzy elemen-
tarnej musi by¢ réwny liczbie wierszy macierzy A, a do dzialania na kolumnach — liczbie jej kolumn.
Wyrézniamy trzy rodzaje macierzy elementarnych: macierze permutacji, macierze diagonalne i macierze

unipotentne.

Macierz elementarna F}; — macierz permutacji

Zauwazmy, ze dziatanie elementarne EO1 (zamiana kolejnosci wierszy /kolumn o numerach k oraz [)

jest efektem mnozenia macierzy A przez macierz elementarna Ey;

-1, gdyi=j=kVvi=j=1
cogdy(i=knj=0V(i=INj=k) (2)
0, w kazdym innym przypadku.

—_

E,u=E+ [eij] s gdzie ejj =
Uwaga 2. Macierz E bez indekséw oznacza w calej pracy macierz jednostkowa, o wymiarze umozliwia-
jacym wykonywanie dziatan.

Uwaga 3. Macierz Ex; — to macierz powstata z macierzy jednostkowej (o odpowiednim wymiarze) przez
zamiane wiersza (kolumny) o numerze k z wierszem (kolumna) o numerze .

0 -2 3 4
. . . _ 3 1 . .
Przyklad 2. Jezeli macierz A = |5 1 -2 35| zprzykladu 1 pomnozymy lewostronnie przez ma-
1 -1 4 0
0 0 1
cierz E;3= [0 1 0], to otrzymamy:
1 00
0 0 1 0 -2 3 4 1 -1 4 0
_ 3 1| _ |3 1| _ AQQ
Ez-A=0 1 0|-|2 1 -2 i|=|2 1 -2 1=A0,
1 00 1 -1 4 0 0 -2 3 4

czyli macierz z zamienionymi wierszami wy i ws.
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Przyklad 3. Aby wykona¢ zamiane kolumn k4 i ks trzeba pomnozy¢ macierz A, z prawej strony, przez

macierz elementarng E’13, ktora musi byé w tym przypadku macierza stopnia 4:

0 0 1 0
0 -2 3 4 01 0 0 3 =2 0 4
A-Ey =12 1 -2 1 Lo o0 ol = -2 1 3 1
1 -1 4 0 00 0 1 4 -1 1 0

Macierz elementarna Fy(«) — macierz diagonalna

Mnozenie k-tego wiesza/kolumny macierzy A przez stala o # 0, czyli dziatanie elementarne EO2,

uzyskuje sie w wyniku mnozenia A przez macierz Eg(«):

a glyi=j5=k
Ei(a) = [ey;], gdzie e;=4 1, gdyi=j#k (3)
0, w kazdym innym przypadku.

Uwaga 4. Macierz E;(a) powstaje z odpowiedniej macierzy jednostkowej przez pomnozenie jej k-tego

wiersza/kolumny przez liczbe a.

1 -1 4 0
Przyklad 4. Pomnézmy macierz A1) = % 1 -2 % z lewej strony przez macierz elementarng
0 -2 3 4
1 00
E2(2)=10 2 0
0 0 1
1 00 1 -1 4 0 1 -1 4 0
E;(2)- AW =10 2 o[-|2 1 -2 L] =1[3 2 -4 1|=A0.
0 0 1 0 -2 3 4 0 -2 3 4

Otrzymalismy macierz A w ktorej elementy drugiego wiersza sa dwa razy wieksze niz w A().

Przyklad 5. Przyjmijmy, ze w rozwigzywanym problemie pojawila sie potrzeba pomnozenia trzeciej
kolumny macierzy A przez 10. Oznacza to, ze musimy macierz A1) pomnozy¢ z prawej strony przez

macierz elementarng E3(10).

1 0 0
1 -1 4 0 1 -1 40 0
(1) 3 1 0 1 0 0 3 1
0 -2 3 4 0 -2 30 4

0 0 0 1

Macierz elementarna Fy;(a) — macierz unipotentna

Ostatnie dziatanie elementarne EOQ3, polegajace na dodaniu do wiersza/kolumny o numerze k, wier-
sza/kolumny o numerze | pomnozonego przez stala o wymaga mnozenia danej macierzy przez macierz

elementarng Ey,;(a)

a, gdyi=INj=k (4)

E =E i, gdz i =
k(@) *leal, gddie e { 0, w kazdym innym przypadku.
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Uwaga 5. Macierz Ey;(«) to macierz jednostkowa z dodatkowym elementem « stojacym na pozycji kl
tzn. w wierszu k i kolumnie [.

1 -1 4 0
Przyklad 6. Macierz A®® = |3 2 —4 1| pomnézmy lewostronnie przez Eq2(—3):
0 -2 3 4
1 0 0 1 -1 4 0 1 -1 4 0
Epp(-3) A®=1-3 1 0|-|3 2 -4 1|=1]0 5 —-16 1| =A®,
0 0 1 0 -2 3 4 0 -2 3 4

Jak widaé¢, powyzszy iloczyn odpowiada operacji dodania do drugiego wiersza, wiersza pierwszego po-
mnozonego przez liczbe (—3).

Jesli poréwnaé przyktad 1 z przykladami 2, 4, 6, to wida¢, ze proces eliminacji opisany zalezno$cig
(1) jest tym samym co lewostronne mnozenie macierzy A kolejno przez macierze elementarne E;3, Eo(2),
Ei2(—3). Mozna to zapisac:

E2(—3) - Ey(2) - Ej3-A=A®, (5)

Rownosé (5) jest poprawnym zapisem operacji elementarnych na macierzy A, ale zapis w postaci (1)
jest zdecydowanie czesciej uzywany.

Przyklad 7. Pomnézmy macierz B =

b d
“ C ! z prawej strony kolejno przez przez Eos, E5(5)
g h 5 k 1

oraz E14(2).
Efektem takiego mnozenia jest

a+2d f 5¢c d b

B Es;-E;(5)-E4(2) = B®) = ,
25 Ba(5) - Bua(2) g+2% I 55 k h

co jest rownowazne wykonaniu odpowiednich dziatan elementarnych na kolumnach

korks k3-5 k1+kyq-2

B —=2%, W B® B®.

Uwaga 6. W literaturze spotka¢ mozna alternatywne oznaczenia macierzy elementarnych Gaussa® za-
miast proponowanych tutaj Ey;, Ex(a) oraz Eg(«).

Wyznaczniki macierzy elementarnych

Macierze elementarne sa macierzami kwadratowymi, wiec mozna wyliczy¢ ich wyznaczniki. Szczegdlnie
tatwo obliczy¢ wyznaczniki macierzy trojkatnych Eg(«) oraz Eg(8). Z wniosku z twierdzenia Laplace’a
(o rozwinieciu wzgledem dowolnego wiersza/kolumny)? wynika, ze wyznacznik macierzy trojkatnej rowna
sie iloczynowi elementéw na przekatnej gtéwnej. Stad, wobec definicji tych macierzy:

det (Bg(a)) = a,  det (Ey(f)) = 1.

2 Na przyktad Ty lub PR | T () lub Dy (), Lig(e) i inne.
3 Twierdzenie wraz z dowodem i wnioskami znalezé mozna w [1], s. 165 - 167.
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Odrobine bardziej ztozone jest obliczenie wyznacznika macierzy elementarnej Ey;.

kol. k kol. [
1 0 0 0
0 0
det(Eg) =| 0 0 1 0 | wiersz k
0 0
0 1 e 0 0 | wiersz [
0 0 0 1

Wykorzystajmy twierdzenie Laplace’a do rozwiniecia wyznacznika najpierw wzgledem k-tego wiersza,
w ktorym jest tylko jeden niezerowy element (rowny 1), stojacy w k-tym wierszu i I-tej kolumnie.

kol. k
0
det(Ep) = (1)

wiersz [ — 1

o O O
—
—_ o O O

Nastepnie stosujemy rozwiniecie Laplace’a do wiersza* [—1, w ktérym ponownie jest tylko jeden niezerowy
element rowny 1, w wierszu [ — 1 i k-tej kolumnie. W efekcie otrzymujemy:

1 - 0
det(Ep) = (D) (=)7L = (<) det(B) = 1.

4. Twierdzenie o procesie eliminacji Gaussa

Poza zaprezentowaniem jak dziataja macierze elementarne, przyktady przeliczone w poprzednich pa-
ragrafach pokazuja, ze proces eliminacji Gaussa polega na tworzeniu ciagu macierzy, z ktérych kazda
kolejna jest uzyskiwana z poprzedniej przez mnozenie przez jedna z macierzy elementarnych. Zaréwno
(1) jak i (5) opisuja poczatkowy etap w procesie eliminacji Gaussa — eliminacje jednego elementu. Na-
stepne kroki eliminacji przeprowadza sie analogicznie, eliminujac kolejne elementy macierzy, tak diugo,
az otrzymamy macierz schodkowa/schodkowa zredukowana. W efekcie takiego postepowania generowany
jest ciag macierzy (A(O), AM A® A(N)), w ktorym kazda z macierzy A powstaje z poprzedniej
przez pomnozenie jej przez jedng z macierzy elementarnych.

W przypadku, gdy ograniczymy sie do dzialan na wierszach, mozemy zapisaé:

N
AN = <H EG(n)) A, (6)

n=1

gdzie Eg(y,) jest jedna z macierzy elementarnych, A to pierwsza, a AXV) ostatnia macierz wystepujaca
w ciggu macierzy uzyskanych w eliminacji Gaussa.
Sytuacja, w ktorej dziatamy tylko na kolumnach jest analogiczna do powyzszej i rézni sie tylko tym, ze

4 Rozwiniecie wzgledem k-tego wiersza zmniejsza stopien wyznacznika o jeden, dlatego wiersz, ktéry pierwotnie byt
wierszem o numerze | ma w ,nowym'" wyznaczniku numer [ — 1.
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N
AN = A0 ( 11 Eg(n)> (macierze w ciagu powstaja przez pomnozenie ich przez macierz elementarna
n=1

7 prawej strony.
W przypadku gdy dzialamy i na wierszach i na kolumnach, macierze A*) mnozymy przez elementarne
odpowiednio z lewej lub prawej strony.

Dla uporzadkowania dalszych rozwazan przyjmijmy od tego momentu, ze operacje elementarne wy-
konujemy tylko na wierszach macierzy®.

Zajmijmy sie teraz twierdzeniem, ktére jest podstawa wszystkich, bardzo wygodnych, zastosowan
eliminacji Gaussa.

Twierdzenie 1. Dla kazdej niezerowej macierzy A istnieje taki skoriczony cigg (Eg(n)) macierzy ele-
mentarnych Gaussa, ze

N
B= <H EG(n)> A, (7)
n=1
gdzie B jest macierzq schodkowq (schodkowq zredukowang).

Innymi stowy, kazda macierz A moze zosta¢ przeksztalcona w procesie eliminacji Gaussa w macierz
B, ktora jest macierza schodkowa (schodkowa zredukowana).
Dowdd.

Dowdd twierdzenia wynika bezposrednio z ponizszego algorytmu postepowania.

Niech i oznacza numer wiersza macierzy. Algorytm zaczynamy od wiersza pierwszego, przyjmujac
i =1.

1. Niech j oznacza numer pierwszej® niezerowej kolumny w macierzy A. Zatem w wierszu [ (dla
pewnego | € {1,...,m}) stoi element a;; # 0. Wyznaczamy macierz A1) wykonujac mnozenie A
przez macierz elementarng Ej;:

AWM = E A, (8)

JeZeli Z = i, CZyli alj 75 0, to Ell = E11 =Ei A(l) = A
W macierzy A1) element ag;) #0.

. . . . 1 1 .
2. Mnozymy pierwszy wiersz macierzy A1) przez '
11

1
A® = E, ((1)> A (9)

ay

Mamy ag?) =1

5 Eliminacja oparta tylko na wierszach czesto wystarcza, choé operacje wykonywane na wierszach i kolumnach moga by¢
bardziej wydajne i pozwalaja skroci¢ obliczenia.
6 Jej istnienie wynika z faktu, ze macierz jest niezerowa.
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3. Zerujemy pozostale elementy kolumny k;, wykonujac dla [ = 2,...,m operacje w; - (—al(?)) + wy,

w wyniku ktérych dostajemy kolejna macierz:

A® = <ﬁ Ey (—al(?)>> A® (10)
=2

W macierzy A®) kolumna j sktada sie z jednej 1 i samych zer.

Niech n oznacza numer macierzy po kolejnym przeksztalceniu. Na tym etapie algorytmu n = 3.
Kolejne punkty algorytmu powtarzamy dla nastepnych wierszy wo, . .. wy,.

4. Jezeli w macierzy A(™) nie ma wiersza o numerze i + 1, to koniczymy algorytm — macierz A jest
macierza schodkowa (zredukowana).
W przeciwnym razie zmieniamy wskaznik numeru wiersza, przyjmujac ¢ = ¢ + 1.
Za s przyjmujemy numer kolejnej niezerowej kolumny (s > j). Jezeli nie ma juz niezerowej kolumny,

to koniec algorytmu — mamy macierz schodkowa zredukowana.
5. Wiersz w; zamieniamy z wierszem w; (dla [ > i), w ktorym stoi element rozny od zera:
AT — g, AM (11)
W tej macierzy element afl“rl) £ 0.

6. Mnozymy wiersz w; macierzy A1 przez ﬁ

is

1
n+2) n+1
A2 — g, <<2+)> A, (12)
Qs
M (n+2) _
amy a,, =1.
7. Zerujemy kolumne ks, wykonujac dla l = 1,2,...,m il # i operacje w; - (—a;s + w;), w wyniku

ktorych dostajemy kolejna macierz:
m
A = | ] Ba(—al™?) | A2, (13)
S
1=1,1#i
W macierzy A("+3) kolumna s sktada sie z jednej 1 i samych zer.
8. Przyjmujemy j = s, n = n + 3 i powtarzamy algorytm od punktu 4.

Maksymalna ilo§¢é mnozen macierzy A przez macierze elementarne wynika z powyzszego algorytmu.
W dziataniach (8), (9), (11) i (12) jest po jednej macierzy elementarnej, w dziataniach (10) i (13) mamy
(m — 1) macierzy elementarnych. Przy czym dziatania (11), (12), (13) moga sie powtorzy¢ m — 1 razy.
Ogolnie, maksymalna liczba macierzy elementarnych jaka moze sie pojawi¢ w tym algorytmie wynosi:

I1+14+m-1)+m-1)1A+1+(m—-1)) =m(m+1),

czyli jest liczbag skonczona. O
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Uwaga 7. Jesli macierz A jest macierza kwadratowa, to macierz B bedzie macierza trojkatna gor-
na/diagonalna.

2 -2 0 4 —4
, . -1 0 0 1 2 . . .
Przyklad 8. Przeksztalémy macierz A = ) 0 5 do macierzy schodkowej, stosujac
0 20 0 -1

powyzszy algorytm.

Zaczynamy stosowac algorytm od pierwszego wiersza macierzy, przyjmujac ¢ = 1.

1. Zauwazmy, ze juz pierwsza kolumna macierzy jest niezerowa, czyli j = 1il = 1, a to daje nam

AD = A,
1 -1 0 2 =2
2. Zgodnie z (9) mamy A® =E;(3) - A® = 7; (1) 8 _; X
0 2 0 0 -1
1 -1 0 2 =2
. 4 0 -1 0 3 0
3. Na podstawie (10) A®) = 11;12 Ell(_al(12)) CA®) = 0 3 0 -9 5§
0 2 0 0 -1

Numer macierzy po przeksztatceniach to n = 3.
4. Przechodzimy do nastepnego wiersza przyjmujac ¢ = 2. Zauwazmy, ze s = 2.

5. Poniewaz element ago # 0, wiec [ = 21 z (11) mamy A = A®),

1 -1 0 2 =2
0 1 0 -3 0
6. Zgodnie z (12) A®) = Ey(—1)- AW =
godnie z (12) 2(—1) 0 0 o 5
0 2 0 0 -1
1 0 0 -1 =2
4 01 0 -3 0
7. 7 (13) dostajemy A©® = ] BEy(—al) A®) =
1=1,1#2 0 0 O 0 5
0 0 0 6 —1

8. Przyjmujemy j = s =2, n =n+ 3 = 6 i powtarzamy algorytm od punktu 4.

4.i=3 s=4.
100 -1 —2
1 —
5.1—4, czyli A) —Egy-A©@ — [0 10 =30
000 6 -1
000 0 5
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100 -1 -2

010 -3 0

6. A® —E.(1). A =

3(3) 000 ~1

000 5
1000 —%
4 0100 -2
7.AO = ] Eg(—ad3) -A® = 0
11023 0001 -1
0000 5

8. Przyjmujemy j =s =4, n=n+ 3 =9 i powtarzamy od punktu 4.
4. 1 =4, s=5.

5. Poniewaz | =4 to A1) = E, ., - A® = A,

1000 -
3
6. AU = E;(L). AC0 = 0100 -2
° 0001 -1
0000 1
1000 0
2 01000
7. A2 — ] Egy(—alV) . ACD =
11;114l(a15> 000 10
0000 1

8. j =5,n= 12,9 = 5, a poniewaz nie ma juz kolejnej niezerowej kolumny, to koniczymy algorytm,

a macierz A(?) jest oczekiwang macierza schodkowa zredukowana.

5. Zastosowania

Jak juz wspomniano, twierdzenie 1 ma bardzo uzyteczne konsekwencje. Mozliwos§¢ przeksztalcenia
danej macierzy do macierzy schodkowej/schodkowej zredukowanej przy pomocy trzech typéw macierzy

elementarnych przektada sie na kilka wygodnych zastosowan eliminacji Gaussa.

5.1. Wyznacznik

Zalézmy na potrzeby catego podrozdziatu, ze A jest macierza kwadratowg oraz przypomnijmy wazne

twierdzenie, ktérego dowod znalez¢ mozna np. w [1] s.241.

Twierdzenie 2. (Cauchy’ego o wyznacznikach) Jezeli A i B sq macierzami kwadratowymi o takim sa-

mym rozmiarze, to
det (A - B) = det (A) - det (B).

Zauwazmy, ze z tego ze

det (Ekl) =—1, det (Ek(a)) =qa, det (Ekl(a)) =1 (14)
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wynikaja wlasnosci wyznacznikéw zwiazane z wykonywaniem dzialan elementarnych.

e Jesli zamienimy kolejno$¢ wierszy o numerach k i l, tzn. gdy A AN A czyli AW =Ey; - A,
to
det A = det By - det A = (—1) - det A = — det A.

e Jesli mnozymy wiersz o numerze k przez staly o # 0, tzn. gdy A 2% AM czyli A = E;, (a) - A,
to
det A = det Ej(a) - det A = o - det A.

e Jedli do wiersza o numerze k dodamy wiersz o numerze k pomnozony przez stala a, tzn. gdy
A Y AD) ezyli AD) = Ejy(a) - A, to

det A = det Egy(a) - det A = 1-det A = det A.

Uwaga 8. Takie same wlasnosci wyznacznika istnieja dla dzialan elementarnych na kolumnach, poniewaz
w tym wypadku np. A(Y) = A . Eg skad det A) = det A - det Eg.

Zgodnie z twierdzeniem 1 istnieje taka macierz tréjkatna gérna, ze

N
B= <H EG(n)> A,
n=1
7 twierdzenia 2 wynika, ze
N
det (B) = (H det (Eg(n))> det (A),
n=1

a to oznacza, ze

det (B)

det (A) = .
]_:[1 det (EG(n))

(15)

Fakt, ze wyznacznik macierzy trojkatnej jest iloczynem elementéow na przekatnej wraz z (14) oznacza,
ze latwo znalez¢é wyznacznik macierzy A.

1 -2 1 -4
. . . 1 -2 2 1

Przyklad 9. Obliczmy wyznacznik macierzy A = 0 2 0 1
2 -2 2 —4

Proces Gaussa, ktorego celem jest przeksztalcenie danej macierzy do macierzy trojkatnej gornej prze-
biega w nastepujacy sposob:

wy + wy - (—1) I -2 1 -4 1 -2 1 —4 1 -2 1 -4
At 100 01 5| wmow (0002 0 1| wawcy (00020 1|

0 2 0 1 0 0 1 5 0 0 1 5

0 2 0 4 0 2 0 4 0 0 0 3

co oznacza, ze
B = E42(—1) . E23 . E41(—2) . Egl(—l) . A
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Latwo obliczyé¢, ze det(B) = 6, bo macierz B jest trojkatna. Z tego, ze
det (E42<—1)) = det (E41(—2)) = det (Egl(—l)) = 1, oraz det (Egg) =-1

wynika
det(B)

= det (Baa(—1)) - det (Bag) - det By, (—2)) - det (Bay (1)) °

det(A)

5.2. Odwracanie macierzy

Zatézmy, ze macierz A jest macierza kwadratowa, nieosobliwa. Z twierdzenia 1 wynika, ze istnieje
ciag macierzy elementarnych Eg(1), ..., Egv), taki ze

N
E= (H Eg(n)> A, (16)

gdzie E jest macierza jednostkowa. Czyli przeprowadzajac proces eliminacji Gaussa, mozna przeksztalcié
macierz A do macierzy jednostkowej E.

Zgodnie z zalozeniem macierz A jest nieosobliwa, zatem istnieje do niej macierz odwrotna A~!.
Zauwazmy, 7e mnozac prawe strony réwnanie (16) przez A~!, dostajemy

N
A7 = T] Ecw), (17)
n=1

co oznacza, ze macierz odwrotna jest iloczynem macierzy elementarnych Gaussa uzytych w eliminacji
(16).

Umoéwmy sie, ze przez macierz [A:P] o rozmiarze n X 2n rozumiemy macierz, ktorej pierwsze n kolumn

tworza kolumny macierzy A, a kolejne n, kolumny macierzy P. Zapis Eg - [ASP] oznacza wymnozenie
przez macierz Eg zar6wno macierzy A jak i macierzy P:

E¢-[A:P] = [Eg - AEq - P].

Przeprowadzajac proces eliminacji Gaussa na macierzy A, mozemy rownoczesnie przeksztalcaé ma-
cierz jednostkowa E.

[A‘E] — Eq() - [AE] = [Eq1)AEq)E] — Eg2) - [E¢(1)AEc)E] = [Ec2)Ec)AEq@)EcnE] — ...

N-1 N—-1 N N
—_— ... — Eg(N) . H Eg(n)A . H Eg(n) — H Eg(n)A . H Eg(n)
n=1 n=1 n=1 n=1

Co po uwzglednieniu (17) daje

N N N
[[EcA: [[Ec| = |[[EcA:A™"| = [E:A7]]
n=1 n=1 n=1

i oznacza, ze

[A E] elim. Gaussa [E A_l].
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Powyzsze rozwazania uzasadniaja dzialanie, niezwykle wydajnego, algorytmu odwracania macierzy
przy pomocy eliminacji Gaussa.

N

Przyklad 10. Znalezé macierz odwrotna do A i pokazac, ze A~ = H E¢(n), dla ciagu macierzy
n=1

elementarnych Gaussa (Eg(n)) odpowiadajacego przeprowadzonej eliminacji.

1 1 0 : 10 0 wetw-(-1) |1 1 0 : 1 0 0| wi+ws- (-1
ATEl=| 1 9 9 i1 o — 0 g 1 o1 g g o =@
-1 -3 5 10 0 1 0 -2 5 : 10 1
10 2 : 2 -1 0| w+ws-(-2 |1 0 0 : 4 -5 =2
Slor 2 1o L0 0 3 5 o =[EATY
00 1 : -1 21 001 : -1 2 1

Powyzsza eliminacja na wierszach zapisana przy pomocy macierzy elementarnych Gaussa ma postac:

Es3(2) - E13(—2) - E32(2) - E1a(—1) - E31(1) - Eg (—1) - [AIE] = [E:A 7]

Latwo sprawdzié, ze

4 -5 =2
E23(2) - E13(-2) - E32(2) - E12(—1) - E31(1) - Exy (1) = |-3 5 2| =A"
-1 2 1

5.3. Wyznaczanie rzedu macierzy

W literaturze rzad macierzy definiowany jest na rézne sposoby. Mozna powiedzie¢, ze macierz A
jest rzedu k, co zapisujemy r(A) = k, jezeli istnieje chociaz jeden rézny od zera wyznacznik stopnia
k utworzony z elementéw tej macierzy (przy czym elementy bierze sie w tej kolejnosci, w jakiej sa one
rozmieszczone w danej macierzy), a wszystkie wyjete z tej macierzy wyznaczniki stopnia wyzszego niz k
maja warto$¢ zero.

Funkcjonuje tez bardzo formalna definicja bazujaca na przestrzeniach liniowych.

Definicja 1. Rzedem macierzy nazywamy wymiar przestrzeni liniowej rozpietej przez jej kolumny (lub
wiersze), czyli przestrzeni sktadajgcej sie z wszystkich mozliwych do uzyskania kombinacji liniowych’
kolumn (lub wierszy).

Nie wchodzac w szczegoly algebry liniowej, powyzsza definicja tak naprawde oznacza, ze rzad macierzy
to maksymalna liczba liniowo niezaleznych wektorow bedacych wierszami (lub kolumnami) macierzy A.
Przypomnijmy, ze wiersze/kolumny macierzy sa liniowo niezalezne, jesli zadnego/zadnej z nich nie mozna
przedstawi¢ jako kombinacji liniowej pozostatych.

7 Wektor Z jest kombinacja liniowa kolumn (wektoréw kolumnowych) ki,ka,...,k, jesli istnieja liczby rzeczywiste
a1, a2,...,on takie, ze £ =aj - k1 +ag-ka+ -+ an - kn.
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Przyklad 11. W macierzy

1 2 3 4 5
01 3 4 5
00 0 1 5
00 0 0O

e liniowo niezalezne sa kolumny {ki, ko, ks}, ale nie sa {k1, ko, ks} bo ks = (=3) - k1 + 3 - ko ani
{ks, kq,k5} bo ks = (—Lgl) k345 ky

e liniowo niezalezne sg wiersze {w, ws, w3}, ale nie sa {wy, w4} bo wy =0 - w;.

Zauwazmy, ze liczbe liniowo niezaleznych wierszy/kolumn tatwo znalezé, jesli macierz jest macierza
schodkowa, bo liniowo niezaleznych kolumn w macierzy A jest dokladnie tyle ile niezerowych wierszy.

Twierdzenie 1 moéwi, ze w procesie Gaussa kazda macierz mozna sprowadzi¢ do macierzy schodkowe;j.
N
Jesli wiec wykazemy, ze macierz H Eg(n) nie zmienia rzedu macierzy A, to bedzie oznaczalo, ze rzad

macierzy A tatwo wyznaczymy na podstaw1e rzedu macierzy schodkowej uzyskanej w procesie eliminacji

Gaussa B = < 11 Eg(n)> A.
n=1
Zacznijmy od udowodnienia nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 3. Rzqd macierzy A nie zmienia sie, jesli macierz ta jest mnozona przez macierz kwadra-

towg odwracalng P (o rozmiarze umozliwiajgcym mnozenie), tzn.
r(A) =r(AP) oraz r(A) =r(PA)

Dowdd. Poniewaz rzad macierzy to wymiar przestrzeni liniowej rozpietej przez jej kolumny (lub wiersze),
udowodnimy, ze r(A) = r(AP), co wynika z tego, ze przestrzenie generowane przez kolumny macierzy A
i macierzy AP s3 takie same (a wigc maja taki sam wymiar).

Ustalmy, ze macierz A ma rozmiar m X n, a macierz odwracalna P rozmiar n x n. Oznaczamy przez S
przestrzen generowana przez kolumny macierzy A. Dowolny wektor § € & mozna zapisa¢ jako kombinacje
liniowa, kolumn macierzy A:

Qn

gdzie a to wektor wspolczynnikéow kombinacji liniowej wektora s.
Poniewaz P jest macierza odwracalna, jej wszystkie kolumny sg liniowo niezalezne i w konsekwencji
przestrzen przez nie generowana to R™. Mozna wiec & zapisaé¢ jako kombinacje liniowa kolumn macierzy
P:

a=P.-j3

a to oznacza, ze

§=A-d=A-(P-f)=(AP) 4.

To za$ oznacza, ze dowolny wektor s € S mozna zapisaé jako liniowg kombinacje kolumn macierzy AP.
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Zauwazmy ponadto, ze kolumny AP nie generuja zadnego wektora § ¢ S. Dla dowolnego wektora
wspolczynnikow v, z tego, ze
F=(AP).-7=A (P9

wynika, ze §€ S bo § jest kombinacja liniowa kolumn macierzy A (ze wspoélczynnikami P - 7).

Udowodniliémy wiec, ze przestrzen rozpieta przez kolumny A i przestrzen rozpieta przez kolumny
AP pokrywaja sie. W konsekwencji rowniez ich wymiary (ktore z definicji sa rowne rzedom A i B) sg
identyczne, tzn. r(A) = r(AP)

Dowod faktu, ze r(A) = r(PA) przeprowadza sie analogicznie do powyzszego, z ta tylko réznica,
ze rozwazamy kombinacje liniowe wierszy. |

W twierdzeniu 3 waznym zalozeniem jest to o odwracalnosci macierzy P. Wiemy jednak, ze kazda
z macierzy elementarnych ma wyznacznik rézny od zera, czyli jest odwracalna.

Whiosek 1. Mnozenie macierzy A przez macierz elementarng nie zmienia rzedu macierzy.

Uzasadnione jest wiec twierdzenie, ze

r(B)=r ((H Eg(n)> A) =r(A)

i metoda okreslania rzedu macierzy na podstawie macierzy schodkowej uzyskanej w procesie Gaussa.

5.4. Rozwigzywanie ukladéw réwnan liniowych

Z rozdzialu powyzej wiemy, ze operacje elementarnie nie zmieniaja rzedu macierzy. Oznacza to, ze
proces Gaussa nie zmienia rzedu macierzy uktadu, a co za tym idzie, nie zmienia si¢ liczba jego rozwiazan
(gwarantuje to tw. Kroneckera-Capellego). Latwo zauwazy¢, ze w procesie eliminacji nie tylko nie zmie-
nia sie liczba rozwiagzan, ale nie zmieniajg sie tez same rozwigzania, poniewaz kolejne macierze w ciagu
(A AW A ADN) reprezentuja uktady majace identyczne rozwigzanie. Wynika to z faktu, ze je-
zeli kolejne wiersze macierzy reprezentuja kolejne rownania uktadu réwnan, to dzialania elementarne na
wierszach macierzy sa tym samym, co przytoczone w 1. rozdziale operacje na réwnaniach tego uktadu.
Drziatania wykonywane na réwnaniach nie zmieniaja rozwigzania uktadu. Jedli do reprezentacji uktadu
réwnan wykorzystamy zapis macierzowy, to macierz schodkowa uzyskana na koricu procesu eliminacji
Gaussa odpowiada ukladowi ,schodkowemu" (o identycznym rozwiazaniu jak uklad wyjsciowy), ktory
tatwo rozwiazaé np. metoda podstawiania.

Wykorzystywanie procesu eliminacji Gaussa do rozwigzywania uktadu réwnan jest najbardziej natu-
ralng i powszechnie stosowang metoda oparta na operacjach elementarnych. Proces ten pojawia sie juz
w szkole Sredniej, gdzie nazywany jest metoda przeciwnych wspolczynnikow.
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