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tywności i był rozwijany w jego dalszych pracach [8,9,10]. Punk-
tem wyjścia dla tego modelu są równania opracowane przez 
Nikolskiego i Eisenmana, gdzie większość stężeń wyrażona jest 
poprzez stężenia lokalne (przy powierzchni). Strumienie jonów 
w stanie stacjonarnym są wyliczane przy założeniu liniowych 
zmian pomiędzy stężeniami na powierzchi membrany i w ob-
jętości roztworu próbki. Grubość warstwy dyfuzyjnej jest stała 
i niezależna od czasu.
Czasozależną odpowiedź dla dwóch jonów o jednakowym ła-
dunku można uzyskać przy pomocy parametru obrotowego 
s(t), określanego jako stopień pokrycia powierzchni. Dla stanu 
stacjonarnego oraz dla układów w całkowitej równowadze pa-
rametr obrotowy jest wyliczany jako:

gdzie c Mi0 (t) i c Mj0 (t) to stężenie jonów głównego i interferujące-
go w membranie na granicy membrana | roztwór, a to stężenie 
jonów c Si  i c Sj  w roztworze próbki na tej granicy. Zakładając li-
niowe zmiany stężeń w warstwie dyfuzyjnej o  stałej grubości 
d (podejście Nernsta), poprzez połączenie strumieni jonowych 
przez granicę, z prawa zachowania masy otrzymujemy:

co następnie pozwala wyprowadzić równania dla potencjału 
membranowego w postaci:

Wprowadzenie
W części pierwszej niniejszego artykułu (LAB 1/2016 str. 18-20) 
przedstawiona została budowa czujników jonowych oraz me-
todologia ich modelowania. Dostępne modele można podzie-
lić na trzy kategorie: Modele Granicy Faz, Modele Warstwy Dy-
fuzyjnej i modele zaawansowane  uwzględniające migrację. 
Mogą być one również podzielone na modele czasozależne 
i niezależne od czasu [1]. 
Przedstawione w części pierwszej Modele Granicy Faz opierają 
się na założeniu, że “transport przez membranę nie wywołuje 
żadnego potencjału elektrycznego (...)” [2]. O  ile równowa-
gi Donnana [3,4] odgrywają ważną rolę w  regulacji procesów 
międzyfazowych, to zazwyczaj nie są one osiągane wewnątrz 
membrany. W związku z tym, entalpie swobodne jonów 
w membranie oraz w analizowanym roztworze różnią się w cza-
sie i przestrzeni, a gradient potencjału elektrochemicznego pro-
wadzi do dyfuzji jonów, a co za tym idzie do powstawania tzw. 
warstwy dyfuzyjnej.

Modele Warstwy Dyfuzyjnej
Podstawą Modeli Warstwy Dyfuzyjnej jest założenie lokalnej 
równowagi. Oznacza to, że równania uzyskane przez Guggen-
heima, Nikolskiego i Eisenmana [5,6] mogą być stosowane 
poprzez podstawienie stężenia jonów w głębi roztworu od-
powiednimi stężeniami przy powierzchni. Dodatkowo zakłada 
się, że czujnik jest w stanie stacjonarnym, tzn. stężenia jonów 
w  membranie i w sąsiednich fazach są zależne od odległości, 
ale niezależne od czasu.
Pierwszy Model Warstwy Dyfuzyjnej został stworzony przez Le-
wenstama [7] do modelowania zmian współczynników selek-
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Czasozależne Modele Warstwy Dyfuzyjnej
Chociaż przedstawiony powyżej model zawiera czas jako jeden 
z parametrów, to bezpośrednie obliczenie potencjału elektrod 
dla stanów niestacjonarnych jest dość skomplikowane, przede 
wszystkim ze względu na nieznane wartości stopnia pokrycia 
powierzchni ntot. Zależność od czasu można uzyskać albo po-
przez wprowadzenie czasu jako sztucznego parametru [19], 
albo poprzez wyrażenie czasozależnej dyfuzji jonów za pomocą 
tzw. problemu Cauchy’ego o określonych warunkach początko-
wym i brzegowym [20].
Rozważane są dwie fazy, tj. wodna warstwa dyfuzyjna i mem-
brana jonoselektywna. Problem Cauchy’ego sformułowano 
przy założeniu czystej dyfuzji wewnątrz obu faz. Zmiana stęże-
nia i-tych jonów wewnątrz każdej j-tej fazy otrzymywana jest za 
pomocą równania ciągłości i pierwszego prawa Ficka:

gdzie c  ji reprezentuje stężenie i-tego jonu w j-tej fazie, a λj-1 i λj 
stanowią granice j-tej fazy. Rozwiązanie powyższego równania 
jest podstawą dla różnych obliczeń w nauce o dyfuzji oraz w in-
żynierii materiałowej [21, 22, 23]. 
Metoda linii pozwala przekształcić układ równań różniczko-
wych cząstkowych na układ równań zwyczajnych, którego roz-
wiązanie uzyskujemy przy użyciu metody Eulera. 
W każdym punkcie czasowym ci

j,k(t+Δt), czyli stężenie i-tego jonu 
w k-tym punkcie dyskretyzacji j-tej warstwy, jest wyrażone jako:

gdzie δ j= dj /(Nj – 1) reprezentuje odległość pomiędzy dwoma 
sąsiednimi punktami siatki. Powyższe równanie musi zostać 
uzupełnione odpowiednimi warunkami brzegowymi. Na grani-
cach membrany, stężenia jonów wyrażone są równaniami dys-
trybucji równowagowej: 

gdzie RT jest całkowitym stężeniem centrów anionowych 
w membranie, Kexch jest stałą wymiany, a ciR oznacza stężenie 
i-tego jonu w roztworze wewnętrznym elektrody.

gdzie D Mi ,  D Mj ,  D Si  oraz D Sj  stanowią współczynniki dyfuzji jo-
nów głównego i dyskryminowanego w membranie oraz w war-
stwie dyfuzyjnej roztworu.
Rozdzielenie zmiennych s(t) oraz t, poprzez scałkowanie w gra-
nicach od t do t = ∞ (i odpowiadających im granicach s(t) do  
seg = s(t → ∞)), prowadzi do uzyskania funkcji wiążącej s(t) i t 
w postaci:

gdzie A jest powierzchnią elektrody a ntot to stopień pokrycia 
powierzchni, czyli całkowita ilość centrów aktywnych na po-
wierzchni membrany zajmowana przez jony [11].
Warto wspomnieć, że czas w Modelu Warstwy Dyfuzyjnej jest 
podany jako parametr ad hoc w celu opisania osiągania stanu 
równowagi poprzez transport kontrolowany dyfuzją. Model 
ten przewiduje, że współczynnik selektywności zmienia się 
w trakcie procesu pomiędzy dwiema wartościami granicznymi  
[9-12]. Pierwsza z tych wartości, uzyskiwana dla krótkich cza-
sów procesu jest jest podyktowana przez procesy transportu 
jonów w roztworze,

podczas gdy druga wartość odpowiada stanom stacjonarnym 
lub całkowitej równowagi, 

Powyższe równania zostało użyte w praktyce do kinetycznej 
eliminacji silnych zakłóceń przy zastosowaniu krótkiego czasu 
pomiaru [13,14], a także do pomiarów jonów silnie interferują-
cych, np. heparyny w elektrodach chloro-selektywnych [15,16].
Model Warstwy Dyfuzyjnej był następnie rozwijany przez So-
kalskiego [17], który wziął pod uwagę nie tylko wymianę jono-
wą, ale także proces koekstrakcji w stanie równowagi. Prezento-
wane podejście pozwala na opis obniżonego limitu detekcji ISE 
[18] i jego zależności od różnych parametrów, zwłaszcza stężeń 
jonów w roztworze wewnętrznym. Inny, bardziej ogólny mo-
del stanu stacjonarnego, oparty na Modelu Warstwy Dyfuzyj-
nej został opracowany przez Morfa [19] i pozwala uwzględnić 
dowolną liczbę jonów o dowolnych ładunkach. Te dwa modele 
pozostają w dobrej zgodności.
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Model Nernsta-Plancka-Poissona
Wszystkie modele opisane powyżej bazują na trzech podstawo-
wych założeniach.
1)  Potencjał jest regulowany przez lokalne równowagi opisane 
równaniami Nikolskiego-Eisenmana.
2)  Rozważana jest jedynie dyfuzja Fick’a, tzn. jedynym źródłem 
strumieni jonów jest gradient stężenia, a proces migracji jest 
ignorowany.
3)  Założona jest elektroobojętność, co prowadzi do znacznie ła-
twiejszego (analitycznego) rozwiązania. Historycznie, takie uprosz-
czenie było niezbędne ze względu na brak wystarczająco szybkich 
komputerów, jednak obecnie taka postawa nie może być obronio-
na ze względu na powszechny dostęp do wysokiej mocy oblicze-
niowej. Ponadto, w ostatnich pracach Perram i in. [26] skrytykowali 
założenie elektroobojętności jako niefizyczne.
W konsekwencji, wcześniej przedstawione modele zawodzą 
w wielu sytuacjach [27]. W celu uniknięcia powyższych zało-
żeń, konieczne jest bardziej zaawansowane podejście do mo-
delowania. Można tego dokonać przez zastosowanie modelu 
Nernst-Planck-Poissona (NPP), który jest najbardziej ogólnym 
z prezentowanych modeli, a w związku z tym najszerzej sto-
sowalnym. Model NPP jest multidyscyplinarny, pozwalając nie 
tylko modelować procesy transportu zachodzące w czujnikach 
jonowych i generujące odpowiedź potencjałową, ale również 
pojawiając się w wielu innych dziedzinach nauki i technolo-
gii, w których występuje transport ładunków. Znajduje on za-
stosowanie w nauce o półprzewodnikach [28,29], materiałach 
budowlanych [30], naładowanych membranach syntetycznych 
i biologicznych [31] oraz koloidach [32].
Ilość różnych założeń wykonanych w modelu NPP jest niższa niż 
w przypadku modeli granicy faz i modeli warstwy dyfuzyjnej. 
Założenia wspólne dla NPP i wcześniej przedstawionych modeli 
obejmują jedynie:
1)  współczynniki przenikalności dielektrycznej i dyfuzji nie za-
leżą od stężenia;
2)  aktywności są równe stężeniom (roztwór idealny, czyli 
współczynniki aktywności są równe 1.
Procesy zachodzące w membranie uwzględnia się stosując wy-
rażenie opisujące strumień jonów w przestrzeni i czasie, znane 
jako równanie Nernst’a – Planck’a:

Powyższe równanie łączy strumień z dwoma procesami, tj. dyfuzją  

                                      oraz migracją 

Prawa Gaussa (lub równoważnie równanie Poissona, gdy po-
tencjał elektryczny jest używany zamiast pola elektrycznego), 
w formie:

Na granicy roztwór | warstwa dyfuzyjna, wykorzystywane są 
warunki brzegowe Dirichleta, tj. ci

1(λ0 ,t) = ciL = const, a stężenia 
w warstwie dyfuzyjnej na granicy z membraną podano za po-
mocą równania ciągłości:

Na koniec, otrzymany potencjał ISE obliczany jest zgodnie z do-
brze znanym równaniem Nikolskiego-Eisenmana w formie:

Opisany powyżej model [20], nie bierze się pod uwagę procesu 
koekstrakcji, dlatego nie może być użyty do prawidłowego opi-
su obniżonego limitu detekcji, spowodowanego przez wyciek 
jonu głównego z roztworu wewnętrznego do warstwy dyfuzyj-
nej po stronie roztworu próbki [18]. Aby dokonać takiego opisu 
wyprowadzono czasozależny model uwzględniający koekstrak-
cję [24], tj. warunki brzegowe na granicach membrany są pod-
stawione przez:

gdzie:

a Kcoex reprezentuje stałą koekstrakcji.
Bardzo interesujący, ale również bardziej skomplikowany cza-
sozależny model, oparty na Modelu Warstwy Dyfuzyjnej, został 
przedstawiony przez Radu i in. [25]. Model ten opiera się na 
procedurze numerycznej wykorzystującej metodę  różnic skoń-
czonych w dyskretyzacji czasu i metodę elementów skończo-
nych w dyskretyzacji przestrzennej. Model ten traktuje granicę 
pomiędzy membraną a próbką na podstawie prądu wymiany 
jonowej i teorii selektywności ISE, co prowadzi do jednowymia-
rowego problemu transmisyjnego z nieliniowym warunkiem 
skoku na granicy.
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stały po raz pierwszy zaproponowane w 1950 roku wraz z po-
jawieniem się pierwszych komputerów. Pierwsza procedura 
numeryczna do symulacji czasozależnego problemu NPP za 
pomocą metody jawnej została opracowana w 1965 roku przez 
Cohen’a i Cooley’a [33]. Podobna, mieszana metoda (niejawna 
dla pola elektrycznego i jawna dla stężeń) została przedsta-
wiona 10 lat później przez Sandifer’a i Buck’a [42]. Niestety, ze 
względu na jawną naturę obliczania stężeń, obie te metody 
cierpiały w wyniku bardzo małego kroku całkowania, a zatem 
były bardzo czasochłonne.
Istotny wkład do analizy numerycznej modelu NPP zastoso-
wanego do opisu elektrochemii membrany jonoselektywnej 
stanowi praca Brumleve’a i Buck’a [43]. Opracowali oni efek-
tywną procedurę symulacji wieloskładnikowych układów 
NPP przy użyciu niejawnego schematu czasu, który następnie 
został rozwiązany przez niejawną iteracyjną technikę New-
tona-Raphsona [44] w połączeniu z eliminacją Gaussa. Kon-
cept bazujący na tej fundamentalnej pracy został podjęty 
później i nadal rozwijają go m.in. Mafe, Pellicer, Manzanares 
i Kontturi [45,46,47,48,49], jak również Lewenstam i Sokalski 
[27,50,51,52]. 
W 1992 roku Murphy i in. [53] przedstawili model NPP z wa-
runkami brzegowymi Butlera-Volmera [54]. Ten rodzaj wa-
runków stosowanych do opisu kinetyki elektrod bierze pod 
uwagę strukturę nierównowagowej podwójnej warstwy elek-
trycznej. Autorzy wykorzystywali metodę linii [55] do dyskre-
tyzacji przestrzeni i stabilną dla równań sztywnych metodę 
predyktorem-korektor Gear’a [56] w celu rozwiązania powsta-
łego układu równań różniczkowo-algebraicznych. Model ten 
może być użyteczny w opisie transportu jonów przy dużych 
gradientach zmiennych fizycznych, np.w materiałach nieho-
mogenicznych, takich jak membrany bipolarne [57] i asyme-
tryczne [46]. 
Inne podejście oparte na warunkach brzegowych Chang’a-Jaf-
fe’go [58], które są uproszczeniem warunków Butler’a-Volmer’a, 
zostało przedstawione przez Filipka [59]. Dwie niezależne me-
tody, jedna używająca metody linii do dyskretyzacji przestrzeni 
oraz integratora stabilnego dla równań sztywnych, oraz druga 
oparta na metodzie elementów skończonych zostały porówna-
ne, a wyniki uzyskane za pomocą obu metod pozostają w do-
brej zgodności.
Historycznie zakładano, że potencjał powstaje tylko w fazie 
membrany, zatem wszystkie wymienione powyżej rozwiąza-
nia uwzględniają procesy zachodzące tylko w jednej warstwie. 
Naturalne  było rozwinięcie modelu NPP do opisu układu dwu-
warstwowego [60], a następnie dla dowolnej liczby warstw 
[61, 62, 63]. Uwzględnienie dodatkowych warstw pozwoliło na 
poprawny opis obniżonego limitu detekcji ISE [18,64] oraz do 
symulacji kondycjonowania i kalibracji elektrod typu solid-con-
tact [65], tj. takich w których roztwór wewnętrzny elektrody zo-
stał zastąpiony polimerem przewodzącym.

może zostać zastąpione równaniem prądu całkowitego, poda-
nym przez Cohen’a i Cooley’a [33]:

I(t) opisuje gęstość prądu i jest to funkcja stała lub zależna od 
czasu. Aby połączyć zmiany stężeń w czasie ze strumieniami 
składników stosuje się równanie bilansu masy:

Powyższe równania, wraz z odpowiednimi warunkami począt-
kowymi i brzegowymi, tworzą układ równań różniczkowych 
cząstkowych. Rozwiązanie tych równań pozwala na uzyskanie 
stężenia i pola elektrycznego jako funkcji czasu i przestrzeni. 
Potencjał elektryczny (w funkcji czasu) obliczany jest jako całka 
pola elektrycznego:

gdzie λj-1 i λj oznaczają granice faz.
Pierwsze rozwiązanie równania Nernsta-Plancka uzyskał 
w  1890 roku sam Planck [34]. Rozważał on stan stacjonarny 
jednowymiarowej dyfuzji dwóch jednowartościowych jo-
nów przez membranę, używając warunków elektroobojętno-
ści i zerowego prądu. Ponad pół wieku później Schlögl [35], 
korzystając z tych samych założeń, rozszerzył to analityczne 
rozwiązanie dla opisu dowolnej liczby jonów o dowolnych 
wartościowościach. Korzystając z tych samych założeń, Conti 
i Eisenman [36] zaproponowali inne rozwiązanie, które możli-
we jest również do zastosowania dla problemów nie-stacjo-
narnych.
Inne rozwiązania analityczne problemu NPP przedstawił Helf-
ferich [37] i Teorrel [38], używający warunku elektroobojętno-
ści, oraz Goldman [39], który korzystał z założenia stałego pola 
elektrycznego w membranie. Założenie elektroobojętności i hi-
poteza stałego pola są tylko szczególnymi przypadkami równa-
nia Poissona [40,41]. Trudności w analitycznym rozwiązywaniu 
problemu NPP i poszukiwanie coraz bardziej ogólnych i szerzej 
stosowalnych rozwiązań, doprowadziły naukowców do korzy-
stania z metod numerycznych.
Jawne (nie-predykcyjne) i niejawne (predykcyjne) metody nu-
meryczne rozwiązywania „nierozwiązywalnych analitycznie” 
nieliniowych układów równań różniczkowych cząstkowych zo-
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[45]  S. Mafé, J. Pellicer, V.M. Aguilella; J. Phys. Chem. 1986, 90, 6045. 
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koski, M. Vouristo; Langmuir 1994, 10, 949.

Wszystkie powyższe prace przedstawiają rozwiązania mo-
delu NPP w geometrii jednowymiarowej. W roku 1996 Har-
den i  Viovy [66] przedstawili metodę, która może być łatwo 
zaadaptowana w geometrii dwu- lub trójwymiarowej. Pierwszy 
schemat numeryczny modelu dla geometrii dwuwymiarowej 
(i łatwo rozszerzalny do 3D) został przedstawiony trzy lata póź-
niej przez Samson’a [67], który opracował metodę opartą na 
technice Newton’a-Raphson’a [44], a następnie zastosował ją 
w celu zbadania wpływu obecności ładunku elektrycznego na 
wewnętrznej powierzchni porów. Przedstawione przez grupę 
Danielewskiego rozwiązanie NPP w geometrii trójwymiarowej 
[68] zostało zastosowane do opisu ruchu jonów w ukierunko-
wanych nanoporach.
Niedawne rozwinięcie modelu NPP, polegające na uwzględ-
nieniu członu reakcyjnego w równaniu zachowania masy, 
umożliwia opis elektrod typu neutral-carrier [69]. Elektrody 
te zawierają obojętny jonofor, tj. lipofilowe cząsteczki mają-
ce zdolność selektywnego kompleksowania poszczególnych 
jonów i transportowania ich poprzez membranę. Wyniki uzy-
skane przy użyciu modelu NPP pokazują granicę stosowal-
ności bardziej uproszczonych modeli, wskazując kiedy ich 
założenia (np. podstawowe założenie modeli granicznych 
uwzględniających reakcje, tj. stałe stężenie wolnego jono-
foru w  membranie) przestają być spełnione. Szczegółowe 
porównanie modelu NPP z Modelami Warstwy Dyfuzyjnej 
znajduje się w [64], a porównanie NPP z rzeczywistą elektro-
dą w [65].
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targów będzie konferencja analytica, podczas której międzynarodowa elita 
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