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Potencjometryczne czujniki jonowe, tj. elektrody jonoselektywne oraz sensory jonoselektywne sg bardzo waz-

ng podgrupa czujnikow elektrochemicznych. Sq one bardzo atrakcyjne dla zastosowan praktycznych ze wzgle-

du na ich cechy, takie jak niewielki rozmiar, mobilnos¢, niskie zuzycie energii, oraz stosunkowo niskie koszty.

Dynamiczny rozwdj tej dziedziny stwarza konieczno$¢ szczegétowego opisu odpowiedzi czujnikow, w tym jej

zaleznosci od réznych parametréw. Celem niniejszej pracy jest przedstawienie istniejacych modeli dostepnych

do opisu czujnikéw potencjometrycznych. Pierwsza czes¢ artykutu stanowi wstep do modelowania oraz opis

najbardziej wyidealizowanego Modelu Granicy Faz. Druga czes$¢ stanowi szczegétowy opis bardziej ogdélnych

modeli, tj. Modelu Warstwy Dyfuzyjnej oraz modelu Nernsta-Plancka-Poissona.

Wprowadzenie

W czesci pierwszej niniejszego artykutu (LAB 1/2016 str. 18-20)
przedstawiona zostata budowa czujnikéw jonowych oraz me-
todologia ich modelowania. Dostepne modele mozna podzie-
li¢ na trzy kategorie: Modele Granicy Faz, Modele Warstwy Dy-
fuzyjnej i modele zaawansowane uwzgledniajgce migracje.
Moga by¢ one réwniez podzielone na modele czasozalezne
i niezalezne od czasu [1].

Przedstawione w czesci pierwszej Modele Granicy Faz opierajg
sie na zatozeniu, ze “transport przez membrane nie wywotuje
zadnego potencjatu elektrycznego (...)" [2]. O ile réwnowa-
gi Donnana [3,4] odgrywaja wazna role w regulacji procesow
miedzyfazowych, to zazwyczaj nie sg one osiggane wewnatrz
membrany. W zwigzku z tym, entalpie swobodne jonow
w membranie oraz w analizowanym roztworze r6znig sie w cza-
sie i przestrzeni, a gradient potencjatu elektrochemicznego pro-
wadzi do dyfuzji jondw, a co za tym idzie do powstawania tzw.
warstwy dyfuzyjnej.

Modele Warstwy Dyfuzyjnej

Podstawa Modeli Warstwy Dyfuzyjnej jest zatozenie lokalnej
réwnowagi. Oznacza to, ze rébwnania uzyskane przez Guggen-
heima, Nikolskiego i Eisenmana [5,6] moga by¢ stosowane
poprzez podstawienie stezenia jonoéw w gtebi roztworu od-
powiednimi stezeniami przy powierzchni. Dodatkowo zaktada
sie, ze czujnik jest w stanie stacjonarnym, tzn. stezenia jonow
w membranie i w sasiednich fazach sg zalezne od odlegtosci,
ale niezalezne od czasu.

Pierwszy Model Warstwy Dyfuzyjnej zostat stworzony przez Le-
wenstama [7] do modelowania zmian wspotczynnikéw selek-
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tywnosci i byt rozwijany w jego dalszych pracach [8,9,10]. Punk-
tem wyjscia dla tego modelu sg réwnania opracowane przez
Nikolskiego i Eisenmana, gdzie wiekszos¢ stezen wyrazona jest
poprzez stezenia lokalne (przy powierzchni). Strumienie jonéw
w stanie stacjonarnym sg wyliczane przy zatozeniu liniowych
zmian pomiedzy stezeniami na powierzchi membrany i w ob-
jetosci roztworu prébki. Grubos¢ warstwy dyfuzyjnej jest stata
i niezalezna od czasu.

Czasozalezng odpowiedz dla dwéch jonéw o jednakowym ta-
dunku mozna uzyskac przy pomocy parametru obrotowego
s(t), okreslanego jako stopien pokrycia powierzchni. Dla stanu
stacjonarnego oraz dla uktadéw w catkowitej rbwnowadze pa-
rametr obrotowy jest wyliczany jako:
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gdzie ci'\é'(t) i cj'\(’)' (t) to stezenie jonow gtdwnego i interferujace-
go w membranie na granicy membrana | roztwor, a to stezenie
jonéw cis i st w roztworze prébki na tej granicy. Zaktadajac li-
niowe zmiany stezen w warstwie dyfuzyjnej o statej grubosci
d (podejscie Nernsta), poprzez potaczenie strumieni jonowych

przez granice, z prawa zachowania masy otrzymujemy:
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co nastepnie pozwala wyprowadzi¢ réwnania dla potencjatu
membranowego w postaci:
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gdzie D 'iv', DJM, DiS oraz Djs stanowig wspoétczynniki dyfuzji jo-

néw gtéwnego i dyskryminowanego w membranie oraz w war-
stwie dyfuzyjnej roztworu.

Rozdzielenie zmiennych s(t) oraz t, poprzez scatkowanie w gra-
nicach od t do ¢ = o (i odpowiadajgcych im granicach s(t) do
Seg = S(t > 0)), prowadzi do uzyskania funkcji wigzacej s(t) i t
w postaci:

N
S +—L8
D? L pS T s(t) DS 4
K, ——2 |s(t)-K, ————In| 1-22 | = (5 +K ¢’ ) —L—t,
[ I ng] () J c;g KUCf [ Seq ( i I j) }’l,o,d

gdzie A jest powierzchnia elektrody a ny to stopief pokrycia
powierzchni, czyli catkowita ilos¢ centrow aktywnych na po-
wierzchni membrany zajmowana przez jony [11].
Warto wspomnie¢, ze czas w Modelu Warstwy Dyfuzyjnej jest
podany jako parametr ad hoc w celu opisania osiggania stanu
rownowagi poprzez transport kontrolowany dyfuzjg. Model
ten przewiduje, ze wspdtczynnik selektywnosci zmienia sie
w trakcie procesu pomiedzy dwiema warto$ciami granicznymi
[9-12]. Pierwsza z tych wartosci, uzyskiwana dla krétkich cza-
sOw procesu jest jest podyktowana przez procesy transportu
jondéw w roztworze,
S
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podczas gdy druga wartos¢ odpowiada stanom stacjonarnym
lub catkowitej réwnowagi,

M
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Powyzsze rownania zostato uzyte w praktyce do kinetycznej
eliminacji silnych zaktécen przy zastosowaniu krotkiego czasu
pomiaru [13,14], a takze do pomiaréw jonéw silnie interferuja-
cych, np. heparyny w elektrodach chloro-selektywnych [15,16].
Model Warstwy Dyfuzyjnej byt nastepnie rozwijany przez So-
kalskiego [17], ktéry wzigt pod uwage nie tylko wymiane jono-
wa, ale takze proces koekstrakgji w stanie rbwnowagi. Prezento-
wane podejscie pozwala na opis obnizonego limitu detekgji ISE
[18]ijego zaleznosci od réznych parametréw, zwtaszcza stezen
jonéw w roztworze wewnetrznym. Inny, bardziej ogdélny mo-
del stanu stacjonarnego, oparty na Modelu Warstwy Dyfuzyj-
nej zostat opracowany przez Morfa [19] i pozwala uwzglednic
dowolng liczbe jonéw o dowolnych ftadunkach. Te dwa modele
pozostajg w dobrej zgodnosci.

Czasozalezne Modele Warstwy Dyfuzyjnej
Chociaz przedstawiony powyzej model zawiera czas jako jeden

z parametréw, to bezposrednie obliczenie potencjatu elektrod
dla stanéw niestacjonarnych jest dos¢ skomplikowane, przede
wszystkim ze wzgledu na nieznane wartosci stopnia pokrycia
powierzchni nyy. Zaleznos¢ od czasu mozna uzyskac albo po-
przez wprowadzenie czasu jako sztucznego parametru [19],
albo poprzez wyrazenie czasozaleznej dyfuzji jonéw za pomoca
tzw. problemu Cauchy’ego o okreslonych warunkach poczatko-
wym i brzegowym [20].

Rozwazane sg dwie fazy, tj. wodna warstwa dyfuzyjna i mem-
brana jonoselektywna. Problem Cauchy'ego sformutowano
przy zatozeniu czystej dyfuzji wewnatrz obu faz. Zmiana steze-
nia i-tych jondw wewnatrz kazdej j-tej fazy otrzymywana jest za
pomoca réwnania ciggtosci i pierwszego prawa Ficka:
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gdzie c,jreprezentuje stezenie i-tego jonu w j-tej fazie, a Aj1 14
stanowig granice j-tej fazy. Rozwigzanie powyzszego réwnania
jest podstawg dla réznych obliczen w nauce o dyfuzji oraz w in-
zynierii materiatowej [21,22,23].

Metoda linii pozwala przeksztatci¢ uktad réwnan rézniczko-
wych czastkowych na uktad réwnan zwyczajnych, ktérego roz-
wigzanie uzyskujemy przy uzyciu metody Eulera.

W kazdym punkcie czasowym cij'k(t+At), czyli stezenie i-tego jonu
w k-tym punkcie dyskretyzacji j-tej warstwy, jest wyrazone jako:
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gdzie oi= d;/(N;—1) reprezentuje odlegtos¢ pomigdzy dwoma
sgsiednimi punktami siatki. Powyzsze réwnanie musi zostac
uzupetnione odpowiednimi warunkami brzegowymi. Na grani-
cach membrany, stezenia jondéw wyrazone s rownaniami dys-
trybucji rownowagowej:
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N (t+AN) =R, =N (t+Ar),
gdzie Ry jest catkowitym stezeniem centréow anionowych
w membranie, K.y, jest stalg wymiany, a cjg oznacza stezenie
i-tego jonu w roztworze wewnetrznym elektrody.
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Na granicy roztwdr | warstwa dyfuzyjna, wykorzystywane sa
warunki brzegowe Dirichleta, tj. cil(io,t) = ;.= const, a stezenia
w warstwie dyfuzyjnej na granicy z membrana podano za po-
moca réwnania ciggtosci:
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Na koniec, otrzymany potencjat ISE obliczany jest zgodnie z do-
brze znanym réwnaniem Nikolskiego-Eisenmana w formie:
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Opisany powyzej model [20], nie bierze sie pod uwage procesu
koekstrakgji, dlatego nie moze by¢ uzyty do prawidtowego opi-
su obnizonego limitu detekcji, spowodowanego przez wyciek
jonu gtéwnego z roztworu wewnetrznego do warstwy dyfuzyj-
nej po stronie roztworu prébki [18]. Aby dokonac takiego opisu
wyprowadzono czasozalezny model uwzgledniajacy koekstrak-
cje [24], tj. warunki brzegowe na granicach membrany sa pod-
stawione przez:
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a Kex reprezentuje statg koekstrakgji.

Bardzo interesujacy, ale réwniez bardziej skomplikowany cza-
sozalezny model, oparty na Modelu Warstwy Dyfuzyjnej, zostat
przedstawiony przez Radu i in. [25]. Model ten opiera sie na
procedurze numerycznej wykorzystujacej metode réznic skon-
czonych w dyskretyzacji czasu i metode elementéw skonczo-
nych w dyskretyzacji przestrzennej. Model ten traktuje granice
pomiedzy membrang a prébka na podstawie pradu wymiany
jonowej i teorii selektywnosci ISE, co prowadzi do jednowymia-
rowego problemu transmisyjnego z nieliniowym warunkiem
skoku na granicy.
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Model Nernsta-Plancka-Poissona

Wszystkie modele opisane powyzej bazuja na trzech podstawo-
wych zatozeniach.

1) Potencjat jest regulowany przez lokalne réwnowagi opisane
réwnaniami Nikolskiego-Eisenmana.

2) Rozwazana jest jedynie dyfuzja Fick'a, tzn. jedynym zrodtem
strumieni jonéw jest gradient stezenia, a proces migracji jest
ignorowany.

3) Zatozona jest elektroobojetnos¢, co prowadzi do znacznie ta-
twiejszego (analitycznego) rozwigzania. Historycznie, takie uprosz-
czenie byto niezbedne ze wzgledu na brak wystarczajgco szybkich
komputeréw, jednak obecnie taka postawa nie moze by¢ obronio-
na ze wzgledu na powszechny dostep do wysokiej mocy oblicze-
niowej. Ponadto, w ostatnich pracach Perram i in.[26] skrytykowali
zatozenie elektroobojetnosci jako niefizyczne.

W konsekwencji, wczesniej przedstawione modele zawodza
w wielu sytuacjach [27]. W celu unikniecia powyzszych zato-
zen, konieczne jest bardziej zaawansowane podejscie do mo-
delowania. Mozna tego dokona¢ przez zastosowanie modelu
Nernst-Planck-Poissona (NPP), ktéry jest najbardziej ogélnym
z prezentowanych modeli, a w zwigzku z tym najszerzej sto-
sowalnym. Model NPP jest multidyscyplinarny, pozwalajac nie
tylko modelowac procesy transportu zachodzace w czujnikach
jonowych i generujace odpowiedz potencjatowa, ale réwniez
pojawiajac sie w wielu innych dziedzinach nauki i technolo-
gii, w ktérych wystepuje transport tadunkéw. Znajduje on za-
stosowanie w nauce o potprzewodnikach [28,29], materiatach
budowlanych [30], natadowanych membranach syntetycznych
i biologicznych [31] oraz koloidach [32].

llo$¢ roznych zatoze wykonanych w modelu NPP jest nizsza niz
w przypadku modeli granicy faz i modeli warstwy dyfuzyjnej.
Zatozenia wspolne dla NPP i wczes$niej przedstawionych modeli
obejmuja jedynie:

1) wspodtczynniki przenikalnosci dielektrycznej i dyfuzji nie za-
leza od stezenia;

2) aktywnosci sg réwne stezeniom (roztwor idealny, czyli
wspétczynniki aktywnosci sg rowne 1.

Procesy zachodzgce w membranie uwzglednia sie stosujgc wy-
razenie opisujace strumien jondw w przestrzeni i czasie, znane
jako rownanie Nernst’a - Planck’a:
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Powyzsze réwnanie faczy strumien zdwoma procesami, tj. dyfuzjg
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Prawa Gaussa (lub réwnowaznie réwnanie Poissona, gdy po-
tencjat elektryczny jest uzywany zamiast pola elektrycznego),
w formie:
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moze zostac zastgpione réwnaniem pradu catkowitego, poda-
nym przez Cohen’a i Cooley’a [33]:

r J
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I(t) opisuje gestos¢ pradu i jest to funkcja stata lub zalezna od
czasu. Aby potaczy¢ zmiany stezeh w czasie ze strumieniami
sktadnikéw stosuje sie rownanie bilansu masy:
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Powyzsze rownania, wraz z odpowiednimi warunkami poczat-
kowymi i brzegowymi, tworzg ukfad réwnan rézniczkowych
czastkowych. Rozwigzanie tych rownan pozwala na uzyskanie
stezenia i pola elektrycznego jako funkgji czasu i przestrzeni.
Potencjat elektryczny (w funkgji czasu) obliczany jest jako catka
pola elektrycznego:
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gdzie 4;.; i 4;0znaczajq granice faz.

Pierwsze rozwigzanie rownania Nernsta-Plancka uzyskat
w 1890 roku sam Planck [34]. Rozwazat on stan stacjonarny
jednowymiarowej dyfuzji dwoch jednowartosciowych jo-
néw przez membrane, uzywajac warunkéw elektroobojetno-
$ci i zerowego pradu. Ponad p6t wieku pdzniej Schlogl [35],
korzystajac z tych samych zatozen, rozszerzyt to analityczne
rozwigzanie dla opisu dowolnej liczby jonéw o dowolnych
wartosciowosciach. Korzystajac z tych samych zatozen, Conti
i Eisenman [36] zaproponowali inne rozwiagzanie, ktére mozli-
we jest rowniez do zastosowania dla probleméw nie-stacjo-
narnych.

Inne rozwigzania analityczne problemu NPP przedstawit Helf-
ferich [37] i Teorrel [38], uzywajacy warunku elektroobojetno-
$ci, oraz Goldman [39], ktéry korzystat z zatozenia statego pola
elektrycznego w membranie. Zatozenie elektroobojetnosci i hi-
poteza statego pola sa tylko szczeg6lnymi przypadkami réwna-
nia Poissona [40,41]. Trudnosci w analitycznym rozwigzywaniu
problemu NPP i poszukiwanie coraz bardziej ogdlnych i szerzej
stosowalnych rozwigzan, doprowadzity naukowcéw do korzy-
stania z metod numerycznych.

Jawne (nie-predykcyjne) i niejawne (predykcyjne) metody nu-
meryczne rozwigzywania ,nierozwigzywalnych analitycznie”
nieliniowych uktadéw réwnan rézniczkowych czastkowych zo-

staty po raz pierwszy zaproponowane w 1950 roku wraz z po-
jawieniem sie pierwszych komputeréw. Pierwsza procedura
numeryczna do symulacji czasozaleznego problemu NPP za
pomoca metody jawnej zostata opracowana w 1965 roku przez
Cohen’a i Cooley'a [33]. Podobna, mieszana metoda (niejawna
dla pola elektrycznego i jawna dla stezen) zostata przedsta-
wiona 10 lat pézniej przez Sandifer’a i Buck’a [42]. Niestety, ze
wzgledu na jawng nature obliczania stezen, obie te metody
cierpiaty w wyniku bardzo matego kroku catkowania, a zatem
byly bardzo czasochtonne.

Istotny wkfad do analizy numerycznej modelu NPP zastoso-
wanego do opisu elektrochemii membrany jonoselektywnej
stanowi praca Brumleve'a i Buck'a [43]. Opracowali oni efek-
tywna procedure symulacji wielosktadnikowych uktadow
NPP przy uzyciu niejawnego schematu czasu, ktéry nastepnie
zostat rozwigzany przez niejawng iteracyjng technike New-
tona-Raphsona [44] w potaczeniu z eliminacjg Gaussa. Kon-
cept bazujacy na tej fundamentalnej pracy zostat podjety
pozniej i nadal rozwijajg go m.in. Mafe, Pellicer, Manzanares
i Kontturi [45,46,47,48,49], jak rébwniez Lewenstam i Sokalski
[27,50,51,52].

W 1992 roku Murphy i in. [53] przedstawili model NPP z wa-
runkami brzegowymi Butlera-Volmera [54]. Ten rodzaj wa-
runkéw stosowanych do opisu kinetyki elektrod bierze pod
uwage strukture nieréwnowagowej podwdjnej warstwy elek-
trycznej. Autorzy wykorzystywali metode linii [55] do dyskre-
tyzacji przestrzeni i stabilng dla réwnan sztywnych metode
predyktorem-korektor Gear’a [56] w celu rozwigzania powsta-
tego uktadu réwnan rézniczkowo-algebraicznych. Model ten
moze by¢ uzyteczny w opisie transportu jondw przy duzych
gradientach zmiennych fizycznych, np.w materiatach nieho-
mogenicznych, takich jak membrany bipolarne [57] i asyme-
tryczne [46].

Inne podejscie oparte na warunkach brzegowych Chang'a-Jaf-
fe'go [58], ktore sg uproszczeniem warunkéw Butler'a-Volmer'a,
zostato przedstawione przez Filipka [59]. Dwie niezalezne me-
tody, jedna uzywajaca metody linii do dyskretyzacji przestrzeni
oraz integratora stabilnego dla réwnan sztywnych, oraz druga
oparta na metodzie elementow skonczonych zostaty poréwna-
ne, a wyniki uzyskane za pomoca obu metod pozostaja w do-
brej zgodnosci.

Historycznie zaktadano, ze potencjat powstaje tylko w fazie
membrany, zatem wszystkie wymienione powyzej rozwigza-
nia uwzgledniajg procesy zachodzace tylko w jednej warstwie.
Naturalne byto rozwiniecie modelu NPP do opisu uktadu dwu-
warstwowego [60], a nastepnie dla dowolnej liczby warstw
[61, 62, 63]. Uwzglednienie dodatkowych warstw pozwolito na
poprawny opis obnizonego limitu detekc;ji ISE [18,64] oraz do
symulacji kondycjonowania i kalibracji elektrod typu solid-con-
tact [65], tj. takich w ktérych roztwdr wewnetrzny elektrody zo-
stat zastgpiony polimerem przewodzacym.
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Wszystkie powyzsze prace przedstawiaja rozwigzania mo-
delu NPP w geometrii jednowymiarowej. W roku 1996 Har-
den i Viovy [66] przedstawili metode, ktéra moze by¢ tatwo
zaadaptowana w geometrii dwu- lub tréjwymiarowej. Pierwszy
schemat numeryczny modelu dla geometrii dwuwymiarowe;j

(i tatwo rozszerzalny do 3D) zostat przedstawiony trzy lata péz-
niej przez Samson’a [67], ktéry opracowat metode oparta na
technice Newton'a-Raphson’a [44], a nastepnie zastosowat ja
w celu zbadania wptywu obecnosci tadunku elektrycznego na
wewnetrznej powierzchni poréw. Przedstawione przez grupe
Danielewskiego rozwigzanie NPP w geometrii tréjwymiarowej
[68] zostato zastosowane do opisu ruchu jonéw w ukierunko-
wanych nanoporach.

Niedawne rozwiniecie modelu NPP, polegajace na uwzgled-
nieniu cztonu reakcyjnego w réwnaniu zachowania masy,
umozliwia opis elektrod typu neutral-carrier [69]. Elektrody
te zawieraja obojetny jonofor, tj. lipofilowe czasteczki maja-
ce zdolnos¢ selektywnego kompleksowania poszczegdlnych
jonow i transportowania ich poprzez membrane. Wyniki uzy-
skane przy uzyciu modelu NPP pokazuja granice stosowal-
nosci bardziej uproszczonych modeli, wskazujac kiedy ich
zatozenia (np. podstawowe zatozenie modeli granicznych
uwzgledniajacych reakcje, tj. state stezenie wolnego jono-
foru w membranie) przestaja by¢ spetnione. Szczegdtowe
poréwnanie modelu NPP z Modelami Warstwy Dyfuzyjnej
znajduje sie w [64], a poréwnanie NPP z rzeczywistg elektro-
da w [65].
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