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Streszczenie. W pracy wykorzystano funkcje wplywu i metode dyskretyzacji cz¢$ciowej do analizy
drgan wlasnych tréjwarstwowej ptyty kolowej typu ,,sandwich’, o stalej grubosci i utwierdzonej na
obwodzie. Wyznaczono sztywnos¢ zastepcza plyty oraz dokonano dyskretyzacji jej masy uwzgledniajac
niejednorodno$¢ materialu. Konstruujac macierz wpltywu oraz wykorzystujac wzory Bernsteina-
Kieropiana, obliczono dokladne i przyblizone estymatory czesto$ci drgan wlasnych plyty. W pracy
zbadano wplyw pierécieniowej masy skupionej i symetrycznej niejednorodnoéci materiatu plyty na
jej czestosci drgan wiasnych.

Stowa kluczowe: drgania wlasne, plyta kotowa, niejednorodno$¢, masa pier§cieniowa

1. Wstep

Efektywna metoda analizy prowadzacej do otrzymania charakterystyk dynamicz-
nych niejednorodnych plyt z dodatkowymi masami jest metoda oparta na zastosowa-
niu teorii funkcji uogélnionych. Efekt masy skupionej jest wprowadzany do réwnan
wyjéciowych przy uzyciu funkeji -Diraca, przy czym gesto$¢ masy skupionej jest
dodawana do gestosci plyty. W ten sposob mozna uwzgledni¢ wpltyw bezwladnosci
masy skupionej. Metoda wprowadzenia masy skupionej do réwnan rézniczkowych za
pomocg funkcji uogélnionych jest stosowana réwniez w obliczeniach szerokiej klasy
powlok o matym wzniosie, zamknietych cylindrycznych oraz sferycznych.
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W niniejszej pracy przedstawiono metode dyskretyzacji cze$ciowej bazujaca
na funkeji wplywu G(x, «), bedacej iloczynem funkcji Cauchyego K(x, ) i funkeji
Heaviside’a H(x). Plyte o ciaglym lub cigglo-dyskretnym rozkladzie masy zastepuje
sie ukltadami dyskretnymi przy zachowaniu ciaglej funkeji sztywnosci. Mase plyty
skupia sie na pierscieniach o okreslonych promieniach ;. Sumaryczna masa uktadu
zastepczego pozostaje rowna masie wlasnej piyty.

Efektywno$¢ wyzej wymienionego aparatu matematycznego pokazano na
przykladzie analizy drgan wlasnych tréjwarstwowej plyty kotowej typu ,,sandwich”
z masg dodatkowq. Zaprezentowano wplyw pierscieniowej masy skupionej i nie-
jednorodnosci materiatu symetrycznie roztozonego wzgledem warstwy srodkowej
plyty na jej czestos¢ drgan wilasnych w,,. Przyklad plyty rozwazanej w niniejszej
pracy przedstawiono na rysunku 1.
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Rys. 1. Model niejednorodnej plyty kolowej typu ,,sandwich” utwierdzonej na obwodzie, gdzie:

r — wspoélrzedna promieniowa; w — funkcja ugiecia ptyty; R — promien plyty; r; — promien roz-

lozenia masy pierscieniowej; E;, v, — odpowiednio modut Younga, liczba Poissona k-tej warstwy;
hy — grubos¢ warstwy wewnetrznej; h; — grubos¢ plyty

2. Sformulowanie zagadnienia brzegowego drgan
osiowosymetrycznych niejednorodnej plyty kotowej
Z wtraceniami masowo-sprezystymi

Réwnanie drgan osiowosymetrycznych plyty kotowej w kartezjanskim ukladzie
wspotrzednych (W, r) przyjmuje postac [8]:

0(d°W 10W ) oD('W voW Lt o'W
D—| —+—— |+ —| —+——— |=—— |sh—rdTr, (1)

8;’(81”2 rar) ar(arz rarJ '[ "
ktéra po rozdzieleniu zmiennych przez podstawienie W = w(r)e'”

Eh,

12(1-v?)

oraz przyjeciu

sztywnosci walcowej D = D r" (Do = J ma forme [2]:
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4 3 2

+(2m+2) )r W+
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dw 1250’ (1-v ) +-2n
Eh;

(2)

+(vm —vm-— m+1) S w=0,

gdzie: r— wspolrzedna promieniowa (0 < r < R);
v — liczba Poissona;
E — modut Younga;
m — wspolczynnik zmiany grubosci i sztywnosci plyty;
hy, — grubos¢ plyty;
G — masa wlasciwa plyty;
o — czesto$¢ drgan wlasnych;
w(r) — funkcja ugiecia plyty.

Chcac przejs¢ od réwnania ruchu (2) do zagadnienia brzegowego niejednorodnej
plyty kolowej o stalej grubosci z wtraceniami masowo-sprezystymi i utwierdzeniu
na obwodzie (rys. 1), nalezy:

— podzieli¢ réwnanie (2) przez wspdlrzedna promieniowa r w najwyzszej

(czwartej) potedze,

— przyja¢ za wspétczynnik zmiany grubosci i sztywnosci ptyty m = 0,

— wyznaczy¢ sztywnos¢ zastepcza D, wynikajaca z niejednorodnosci mate-

rialy,

— przyja¢ odpowiednie warunki brzegowe.

Réwnanie drgan osiowosymetrycznych niejednorodnej ptyty kotowej o stalej
grubosci z wtragceniami w postaci mas i sprezyn skupionych mozna przedstawic
w postaci [4]:

M K
Liwl-—o*w=NYaw( )o@ -r)=0, 3
[l et 2w )ol=n) ()
dzie: Llw]= d'w +zd3w +Ld2w +id—w (4)
8 ' Sdart ordr At P dr’
M =5, (h —hy +h, ) (5)
S‘1
I /2 /2 5 3 3 3
EOW Ew 1| EnE (h1 _ho)
.I. 2 I Zdw =15 2 + 2 s (6)
7 1—1/0 1=V 121 1-v, 1-v,

a, =D (mw* —c,),(ie<1+K >). 7)
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W powyzszych wzorach przyjeto oznaczenia: L[w] — operator rézniczkowy
réwnania Eulera dla plyty o stalej grubosci, s,,s, — masa wlasciwa odpowiednio
warstwy wewnetrznej i zewnetrznej, D, — sztywno$¢ zastepcza tréjwarstwowej plyty
kolowej, ; — parametr wtracen, m; — masa skupiona, ¢; — sztywnos¢ sprezystych
podpdr (dla rozwazanej plyty ¢; = 0), K — liczba wtracen, hy, h; — odpowiednio
grubo$¢ warstwy wewnetrznej i grubos¢ calej piyty.

Dla plyty kolowej utwierdzonej na obwodzie przyjeto warunki brzegowe w na-
stepujacej postaci [9]:

w(R)=0, G(R)=%(R)=0, w(0)< oo, 0(O)=Z—:V(O)=O. (8)

Rozwigzanie zagadnienia brzegowego (3), (8) wraz z jego pochodnymi musi
by¢ ograniczone w r = 0. Takich rozwigzan moze istnie¢ wigcej niz dwa, wigc nalezy
wybrac te najbardziej gtadkie.

3. Dyskretyzacja masy niejednorodnej plyty kotowej
o stalej grubosci

Promien rozlozenia masy wlasnej plyty r;, podobnie jak w poprzednich pracach,
przyjeto w nastepujacej postaci [4]:

F;Z@,ie<l,K>. (9)

Masy wynikajace z dyskretyzacji wyprowadza si¢ na podstawie drugiego twier-
dzenia Guldina-Pappusa dotyczacego objetosci plyty, ktére ma postac [6]:

V =2nCA, (10)

gdzie: C — odleglos¢ srodka cigzkosci elementu plyty od osi obrotu;
A — pole powierzchni elementu plyty.

Korzystajac z zalezno$ci wyprowadzonych w poprzednich pracach, opracowano
wzor dla i-tej masy tréjwarstwowej plyty o statej grubosci w nastepujacej postaci:

zﬂm(hhh_j X
4 s

_14+2(-1)

2K (1)
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Suma mas pochodzacych z dyskretyzacji musi by¢ réwna catkowitej masie
ptyty:

K
Zﬁ:nstl[hl —hy +h, 9—0) (12)
s

g '
W ponizszej tabeli przedstawiono dla plyty o statej grubosci przyktadowe
wartodci X, dla stopnia dyskretyzacji K e<1+3>.

TABELA 1

Warto$¢ wspélczynnika ; dla stopnia dyskretyzacji K e<1+3>

K Ni
1
1 lef
2
1 3
2 N=— N, =—
2.4 2.4
1 3 5
N =—, N, =—, N, =——
3 '2.9777 2.9° 7 2.9

Mozna uwzgledni¢ dodatkowa mase skupiong m, ujeta we wzorze (7) na okre-
gach o promieniach r, w postaci stosunkéw:

m,

my= Y Xo =
JIRZS‘IEhl —hy + h, OJ

1

(13)

Promien masy dodatkowej musi spelnia¢ warunek 0 <7 <7, <...<r, <R,
a jej wartos$¢ zgodnie z publikacjg [7] powinna mie¢ u, <0,2.

4. Wyznaczenie czestosci drgan wlasnych niejednorodnej

plyty kolowej o stalej grubosci

4.1. Konstrukcja macierzy wplywu

Ograniczone w zerze rozwigzanie réwnania Eulera (4) L[w]=0 dla plyty
o stalej grubosci ma postac [3]:
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w(r)=C0+C1r2—FJ»KO(r,rj)-H(r—rj), (14)

gdzie: C, — dowolne stale;
H(r) — funkcja Heaviside’a;
F; — sila jednostkowa roztozona na okregu r;;
K,(r,r;) — fundamentalna funkcja operatora L[w], ktéra ma postac:

r, 7
K, (”:r_/)zzj{r/‘z_rz-l_ r2+rj2)ln7/] (15)

Podstawiajac ograniczone w zerze rozwigzanie (14) do dwdch pierwszych
warunkow brzegowych (8), obliczono stale catkowania C,, C,, a nastepnie biorac
poduwage B, =u,(r;) przy F;= 1, otrzymano wzdr na wspétczynniki podatnosci
w postaci [5]:

B, =§(K(') ®r,)- (R =77 )-2R-K, (R.1,)). (16)

Dokonujac odpowiednich przeksztalcen, otrzymano:

R? r?—rl.2 ;’.2};.2 I".2+}';.2 r,
ﬁ”:?(l— ij - %4 +2 JRZ ln;i , 1<, (17)
R2 ’?4 4’?2 .
ﬁfj =ﬁji’ :31';‘ :?[I_F‘I'Flnéj' (18)

V. v;
Podstawiajac zaleznosci X, = ;ﬁl 1= ;f otrzymano wzor na wspoétczynniki
podatnosci w postaci:

2
/i-fZR?(”Xf—x?—X5X§+2(Xf+xi)l”"f)‘ 1

4.2. 'Wzory Bernsteina-Kieropiana w analizie czesto$ci drgan wlasnych
niejednorodnej plyty kolowej z wtraceniami w postaci masy
pierscieniowej

Wykorzystujac rownanie malych drgan w postaci odwrotnej danego modelu
plyty bez dodatkowej masy, w ujeciu opartym o przemieszczenia K = 2 [3]:
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2 2

XM,

j=1

m;
—0, M, =—~ (20)

oraz wzor (18), (19), otrzymano réwnanie charakterystyczne w postaci:

A=a,—al+ad’ =0, (21)

gdzie: 2 m _mm
o= =Y "p, (BB ), 22)

i=1
4 So
R sl(hl —h, +h(,)

s
A =w? 1 23
5 (23)

Wprowadzajac mase dodatkowa ;n_;; oraz biorac pod uwage stosunek jej do masy

plyty u,, a takze stosunek jej promienia rozlozenia do promienia plyty y, =—
otrzymano réwnanie charakterystyczne w nastepujacej postaci:

A=a,—ad+a,i> =0, (24)
gdzie:
~ m
a,=1 a=—"f,+aq

2n
(ﬁooﬁn ﬂm)

m0m2 (25)

(ﬁooﬁzz Be )+ a,.

mo m

Mozna zauwazy¢, ze dodatkowa masa zwieksza stopien dyskretyzacji o jeden
(K+1). Wzory na wspolczynniki szeregu charakterystycznego (24) dla K > 2 mozna
wyrazi¢ w postaci:

ﬂ il ﬁ ij
ﬁ Ji ﬂ Vi

(26)

Chcac wyznaczy¢ estymatory podstawowej czestosci drgan plyty niejednorodnej,
stosujemy znane wzory Bernsteina-Kieropiana [1] z uwzglednieniem sztywnosci

zastepczej i masy plyty:
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1 D )+,
“’°=V°FI z , %:L;y)
\/g(hl—h +h %)
1 0 OS‘

1

; (27)

gdzie odpowiednio dolny i gérny estymator wspdtczynnika czgstosci podstawowej
ma postac:

~ 2

5
)= =, ()| —— . (28)
\Ja, —2a,a, a1+\/a] —4a,a,

Wykorzystujac tablice Bernsteina-Kieropiana [1], mozna oszacowac trzy kolejne
czestodci drgan wlasnych oraz wyznaczy¢ przyblizong wartos¢ czwartej. W pierwszej
kolejnosci nalezy obliczy¢ stosunek B, / B}, gdzie:

N | —

~ ~ 2 ~ o~
B =2, B :(i —24% (29)
a, a, a,

Odczytujac z tabeli zalaczonej do pracy [1] odpowiednie parametry oraz wy-
korzystujac ponizsze wzory:

(y[)_:\/%, (y[)+=4%, (i=12,3), (30)

z4£ 31
Vs B, (31)

mozna, przy wykorzystaniu wzoru (27), obliczy¢ estymatory kolejnych czestosci
drgan wiasnych plyty.

5. Przyklad obliczen czestosci drgan wlasnych plyty kolowej
jednorodnej, niejednorodnej i niejednorodnej z masg skupiona

Mozna zauwazy¢, ze estymator podstawowej czestosci drgan y dla plyty jedno-
rodnej i niejednorodne;j o statej grubosci ma te sama warto$¢. Wynika to z wyste-
powania liczby Poissona v jedynie w sztywnosci ptyty D, D,, a nie we wspolczyn-
nikach réwnania Eulera (4). Dla plyt kolowych o zmiennej grubosci m # 0 nalezy
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uwzgledni¢ odpowiednio dla plyty jednorodnej i niejednorodnej liczbe Poissona

v oraz zastepcza liczbe Poissona v,. Liczby Poissona wplywaja na wartos¢ wspot-

d*w . dw .
— 1 r—— réwnania Eulera, a tym samym

r dr

czynnika stojgcego przy cztonach —
r

na postac jego rozwigzania Ky(r, ;). m
We wzorach wynikajacych z dyskretyzacji masy Z (11) oraz we wzorze na

podatnosé¢ ,3,] (19) mozna poming¢ odpowiednie wyrazenia:

— dla plyty jednorodnej pomijamy we wzorze (11) czton R’sh, a we wzorze
(19) czton R%,
— dla plyty niejednorodnej i niejednorodnej z masa skupiong pomijamy

s

we wzorze (11) czlon R’s, (hl —hy+h, —OJ , a we wzorze (19) réwniez
S‘1

czton R®.

Pominigte wyrazenia zostang uwzglednione przy obliczaniu wartosci bezwzgled-
nej czestosci drgan w, (27). W analizie drgan plyty o stalej grubosci przyjeto stopien
dyskretyzacji K = 2. W pracy [5] pokazano, ze przy takim stopniu dyskretyzacji blad
bezwzgledny estymatora y wyniesie 6,8% w poréwnaniu z wartoscia Scista.

Wyniki obliczen estymatoréw podstawowej czgstosci drgan y dla plyty jedno-
rodnej i niejednorodnej przedstawiono w ponizszej tabeli.

TABELA 2
Wyniki obliczen promieni r;, mas m;, macierzy podatnoéci [B] i estymatoréw y
czestoéci drgan wlasnych plyty kotowej jednorodnej i niejednorodnej

Plyta jednorodna i niejednorodna o stalej grubosci

m, m__ 1 oom 3
o m 2.4 2 2.4
_1 _3

Xi Xl 2> XZ 4
_[0,08119 0,01315

B 7710,01315 0,00454

a, 1

a, 0,01185

a, 0,0000092

y 9,5142

Vs 9,5279

o 9,5211
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Obliczajac estymator y podstawowej czestoéci drgan niejednorodnej (jednorod-
nej) plyty kotowej z masg pierscieniowa, musimy zwigkszy¢ stopien dyskretyzacji
(K = 3), zdefiniowa¢ stosunek masy pierscieniowej do masy plyty (13) (¢, = 0,1)
oraz stosunek promienia masy skupionej do promienia ptyty (13) (), = 0,02). Wy-
niki obliczen estymatoréw podstawowej czestosci drgan y dla plyty niejednorodnej
(jednorodnej) z masg skupiong przedstawiono w ponizszej tabeli.

TABELA 3
Wyniki obliczen promieni r;, mas m,, macierzy podatnoéci [B] i estymatoréw y
czestoéci drgan wlasnych plyty kolowej jednorodnej i niejednorodnej z masa skupiong

Plyta jednorodna i niejednorodna o stalej grubosci z masa skupiona

m m_q_tom__ 1 om_ 3
on o " 4.5 2 ' 2.4 2m 7 2.4
3
Xi XO_SO’ Xl_z’ Xz—4
0,1242 0,09543 0,01422
By B, =0,0955 0,08119 0,01315
0,0142 0,01315 0,00453
a, 1
a, 0,01810
a, 0,0000224
v 7,711
Vs 7,723
% 7,717

Uzyskane wyniki z tabeli 1 i tabeli 2 zgadzajg sie z wynikami umieszczonymi
w pracy [3]. Chcac obliczy¢ wartoé¢ bezwzgledna czestosci drgan wlasnych w,,
plyty kolowej jednorodnej, niejednorodnej i niejednorodnej z masg skupiona,
wykorzystamy model plyty o parametrach przedstawionych w tabeli 4. Nalezy pa-
mietac z teorii plyt cienkosciennych Kirchoffa-Lovea [8], ze grubos¢ ptyty h musi
spelnia¢ warunek:

R
h<—. 32
< (32)
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TABELA 4
Parametry rozpatrywanych ptyt kotowych o stalej grubosci
. . kg N
Rodzaj plyty Materiat S |— El— v R [m] h [m]
m m
Jednorodna Stal St3 8100 2,06 x 10" | 0,27 | 025 0,0009
Tréiwarstwowa Stal St3 8100 2,06 x 10" | 0,27 025 | Ho=0,00065
) Aluminium | 2700 0,7x10" | 033 | h, = 0,0009

Wykorzystujac wzory na sztywnos¢ walcowa plyty jednorodnej D, sztywno$¢
zastepcza D, (6), mas¢ M (6) oraz czesto$¢ podstawowa drgan wlasnych w, (27),
wykonano obliczenia dla plyt z tabeli 4, ktére zestawiono w tabeli 5.

TABELA 5
Obliczenia dla plyt umieszczonych w tabeli 4
Rodzaj plyty Yo @
Jednorodna 9,5194 207,21
Tréjwarstwowa 9,5194 177,42
Tréjwarstwowa z masg skupiong 7,717 143,82

6. Whioski

W pracy zbadano wplyw niejednorodnosci materialu i dodatkowej masy pierscie-
niowej [13] na drgania wlasne plyty kolowej utwierdzonej na obwodzie. W sposéb
klasyczny wyznaczono sztywno$¢ zastepcza plyty [10], a nastepnie wykorzystano
w analizie drgan wlasnych metode dyskretyzacji cze$ciowej zaproponowanej w pra-
cach [3, 4]. Model rozwazanej plyty spelnia hipoteze Kirchoffa-Lovea, co pozwala
poming¢ bezwladno$¢ obrotowa plyty oraz wspotczynnik $cinania [11]. Zalozono
w pracy idealny kontakt mechaniczny pomiedzy poszczegdlnymi warstwami i stato§¢
parametrow wzgledem grubosci kazdej z warstw. W pracy [4] pokazano, ze stopien
dyskretyzacji K = 15 daje wyniki roznigce si¢ od wartosci $cistej okoto 1%. Stosujac
metody numeryczne (MES), mozna spotkac si¢ z problemami generacji odpowiednio
zageszczonej siatki, potrzebnej duzej mocy obliczeniowej oraz weryfikacji uzyskanego
rozwigzania. Jednak obie metody MES i MDC wzajemnie si¢ uzupelniaja.

Dalsze prace powinny skupic si¢ na:

— badaniach numerycznych (MES) i eksperymentalnych w celu weryfikacji

uzyskanych rozwigzan,

— zbadaniu wplywu niejednorodnos$ci materiatu w postaci pokrycia gradien-

towego [11, 12] oraz wtracen w postaci sprezystych podpér [13] na drgania
wlasne i stateczno$¢ ptyt kolowych Kirchoffa-Lovea i Reissnera-Mindlina
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(10]
(11]

(12]

(13]

oraz poréwnaniu wynikéw z wynikami przedstawionymi w niniejszej
pracy.
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K.K. ZUR, J. JAROSZEWICZ

The method of partial discretization in free vibration analysis of non-homogeneous

circular plates with additional annular mass

Abstract. In the paper, influence function and method of partial discretization in free vibration
analysis of non-homogeneous circular plate with constant thickness and clamped edges were presented.
Discretization of mass of circular plate and calculation of replacing stiffness were achieved. Influence
matrix and Bernstein-Kieropian’s estimators were calculated. The influence of additional annular
mass and non-homogeneous material on a value of natural basic frequency of a sandwich circular
plate was also presented.

Keywords: free vibrations, circular plate, non-homogeneous, annular mass



