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Wprowadzenie

W inzynierii wodnej, strategii przeciwpowodziowej i w gospodarce wodnej
istnieje potrzeba okre$lenia przeptywu maksymalnego fali powodziowej dla okre-
Slonego prawdopodobienistwa przewyzszenia P, tj. obliczenia kwantyli wysokich
rzedéw (x(P)) na podstawie serii pomiarowej rocznych maksymalnych przepty-
wow w rzece. Wnioskowanie statystyczne dotyczace gérnych kwantyli generuje
problemy zaréwno natury statystycznej, jak i hydrologicznej, ktérych aspekty
rzadko traktowane sa 1acznie. Statystyczna niepewnos¢ oszacowan gornych kwan-
tyli wynika m.in. z bledu prébkowania, krétkich szeregéw czasowych, ciggéow
pomiarowych obarczonych btedami, nieznanej funkcji rozkladu prawdopodobieri-
stwa przeplywoéw rocznych maksymalnych (WQ lub Q,..), zalozenn upraszcza-
jacych, poczynajac od niezaleznych od siebie i réwnomiernie roztozonych ele-
mentéw w probie i, w szczeg6lnosci, bardzo problematycznych zalozerr co do
stacjonarnosci dlugiej serii danych i przyszlego zachowania sie procesu formowania
fali powodziowe;j.

W analizie czestosci wystepowania powodzi funkcja gestosci prawdopodobieni-
stwa (PDF) jest wybierana mniej lub bardziej subiektywnie sposr6d asymetrycznych
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dwu- lub trzyparametrowych rozkladéw zmiennej losowej typu ciagtego. Niektore
z tych rozkladéw wprowadzano do hydrologii inzynierskiej ze wzgledu na ich
przydatno$¢ do modelowania réznorodnych ksztattéw hydrogramu (Cunnane,
1989). Poniewaz argumenty teoretyczne optujace za wyborem danego typu funkcji
moga by¢ tatwo podwazone, znacznie wieksza role praktyczna odgrywa empi-
ryczna przydatno$¢ danego modelu, niz argumentacja a priori. Jest oczywiste, ze
konsekwencje wyboru modelu i jego zastosowania w praktyce do oceny czestosci
wystepowania powodzi ujawniaja si¢ wyraznie w goérnej czesci ogona rozkladu
prawdopodobienistwa. Dlatego tez wspolczesnie wsréd badaczy ugruntowat sie
poglad, ze hydrologiczne zjawiska ekstremalne podlegaja rozkltadom prawdopo-
dobieristwa o grubych ogonach (np. Gumbel, 1958; Kendall, Stuart, 1969; Coles,
2001; Katz i in., 2002). Warto takze wspomnie¢, ze w praktyce nieznany jest
rzeczywisty rozklad populacji przeplywéw maksymalnych rocznych, a co za tym
idzie, kazdy rozklad dobrany do serii czasowej historycznych pomiaréw podczas
estymacji parametrow i kwantyli generuje mniejszy lub wiekszy blad (tzw. btad
modelu).

Réwnie waznym etapem analizy czestosci powodzi jak dobér modelu jest
zastosowanie odpowiedniej metody estymacji parametréw rozkladu prawdopodo-
bieristwa. Dobiera sie¢ metode minimalizujacq btedy estymacji kwantyli o niskich
prawdopodobienistwach przewyzszenia, P< 0,1. Obecnie do najczeSciej stosowanych
w praktyce inzynierskiej metod estymacji parametrow rozktadéw statystycznych
naleza metoda najwiekszej wiarygodnosci (MLM) (np. Kaczmarek,1970; Rao,
Hamed, 2000), metoda momentéw (MOM) (Rao, Hamed, 2000) oraz stosunkowo
nowa metoda momentéw liniowych (LMM) (Greenwood i in., 1979; Hosking,
1986, Hosking, Wallis, 1997; Rao, Hamed, 2000). Ciggle jednak wysitki naukow-
cow skupiaja sie na poszukiwaniu innych metod estymacji parametréw modeli
lub doskonaleniu metod juz istniejagcych, w tym dobrze znanej, fatwej w uzyciu
i akceptowanej przez praktykéw metody momentéw (np. Ma,1984 i Liang i in.,
2014). Jednakze modele o grubych ogonach maja ograniczenia co do istnienia
momentéw statystycznych, przy czym prawdopodobienistwo istnienia teoretycz-
nego momentu statystycznego dla takiego rozkladu maleje wraz ze wzrostem
rzedu momentu. Ponadto metoda momentéw charakteryzuje sie duzymi btedami
estymacji oraz malg odpornoscia na elementy odstajace w probie, przede wszyst-
kim ze wzgledu na rosnace wraz ze rzedem momentu bledy systematyczne (ang.
bias, np. Wallis i in., 1974; Strupczewski i in., 2002 a, b, 2005b, 2007; Kochanek
i in., 2005).

Aby omina¢ problemy wynikajace z wiasciwosci klasycznej metody momentéw,
w niniejszej pracy zaproponowaliémy zastosowanie uogdélnionej(generalizowanej)
metody momentéw (np. Ashkar, Bobee, 1987; Ashkar, Mahdi, 2003, 2006), pole-
gajacej na odejsciu od zalozen, ze momenty powinny by¢ funkcjami parametrow
podniesionych do potegi naturalnej.
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Rozklady prawdopodobienstwa

W analizie czestos$ci wystepowania powodzi najczesciej stosuje sie modele
o grubych ogonach, do ktérych zalicza sie np. trzyparametrowe rozklady: logaryt-
miczno-normalny, generalizowany wartosci ekstremalnych (ang. Generalised Extreme
Value — GEV), generalizowany logarytmiczno-logistyczny (ang. Generalised Log-Logi-
stic), Pareto, Weibulla, Wakeby (opisywany az 5 parametrami). Jednakze tradycyjnie
w hydrologii statystycznej rozklady opisujace zjawiska ekstremalne najczesciej sa
definiowane jedynie przez 3 parametry: parametr lokacji, skali i ksztaltu. Dodat-
kowo charakter wielu hydrologicznych zjawisk ekstremalnych (np. brak ujemnych
warto$ci w probie) oraz fakt, ze tematem zainteresowania w teorii zjawisk ekstre-
malnych i czestosci wystepowania powodzi sa kwantyle o malych prawdopodobien-
stwach przewyzszenia (lokujace sie daleko od poczatku ukiadu wspéirzednych),
umozliwia rezygnacje z parametru lokacji poprzez ustalenie poczatku lewego ogona
funkcji rozkladu prawdopodobienstwa w poczatku ukladu wspéirzednych. Tym
samym upraszcza si¢ analiza i uwiarygadnia si¢ estymacja parametréw i kwantyli
dokonywana dla krotkich serii czasowych. Ponadto takie dziatanie uscisla wywéd
teoretyczny i obliczenia, przy jednoczesnym zachowaniu ogoélnosci opisu zjawiska.
Dwuparametryczne rozkiady o grubych ogonach, w ogélnoséci charakteryzowane
parametrami ksztaltu i skali, stanowia obecnie podstawe warsztatu hydrologéw
zajmujacych sie badaniem zjawisk ekstremalnych (Rowinski i in., 2002; Weglarczyk
i in., 2002; Strupczewski i in., 2005a).

W niniejszej pracy wykorzystano 3 dwuparametrowe rozkltady prawdopodo-
bienstwa o grubych ogonach:

1. Log-Gumbela (LG) — dwuparametrowa realizacja rozktadu generalizowanego
wartosci ekstremalnych (ang. generalised extreme value, GEV - Johnson i in., 1995);

2. Log-Logistyczny (LL) — dwuparametrowa realizacja rozkladu generalizowa-
nego logarytmiczno-logistycznego (ang. generalised log-logistic, GLL — Johnson i in.,
1995);

3. Weibulla (We) — dwuparametrowa realizacja rozktadu Weibulla (Johnson
iin., 1994).

Wszystkie zastosowane rozktady nalezg do rodziny rozktadéw wartosci ekstre-
malnych i charakteryzuja sie grubym prawostronnym ,ogonem”, co oznacza, ze
przy tym samym rzedzie goérnego kwantyla (prawdopodobienstwie przewyzszenia),
np. P< 0,2, generujg one duzo wieksze wartosci kwantyli niz inne modele.

Rozklad Log-Gumbela
Gesto$¢ rozktadu prawdopodobienstwa Log-Gumbela (LG) wyraza sie wzorem:

f(:z:) = gx’l/“’l exp{—f . 33’1/”} (D)

funkcja kwantyla
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z P =|—=log 1— 2
P { 51g1 P] )

gdzie: ¢ > 0 - parametr skali; « > 0 — parametr ksztaltu; P — prawdopodobien-
Stwo przewyzszenia.

Rozklad Log-logistyczny

Gesto$¢ rozktadu prawdopodobienstwa Log-logistycznego (LL) wyraza sie wzorem
-2

fx:iﬁ]"uf” 3)
RT (X «
natomiast funkcja kwantyla
x(P) = 1 4)
(1-7)

gdzie: > 0 — parametr skali; x> 0 — parametr ksztaltu.

Rozklad Weibulla
Gestos¢ rozktadu prawdopodobienistwa Weibulla (We) wyraza si¢ wzorem

b—1 b
flz) =2 f] exp|- f] (5)
ala a
natomiast funkcja kwantyla
1
x(P) =a- [—ln (P)]; (6)

gdzie: a> 0 — parametr skali; b> O — parametr ksztaltu

Doktladny opis wtasciwosci oraz zakresu stosowalnosci powyzszych rozktadéw
prawdopodobienstwa wybiega poza ramy niniejszego artykutu. Szczegdtowsq ana-
lize kazdego z wymienionym modeli statystycznych wraz z formutami, metodami
estymacji parametréw, metodami obliczania btedéw estymacji czytelnik tatwo
znajdzie w literaturze hydrologicznej, np. w Rao, Hamed, 2000.

Najczesciej stosowane metody estymacji parametréw

W praktyce inzynierskiej do estymacji parametréw rozkladéw statystycznych
obecnie najczesciej stosuje sie metode najwiekszej wiarygodnosci (MLM), metode
momentéw (MOM) oraz metode momentéw liniowych (LMM). Wyniki uzyskane za
pomoca metody uogdlnionych (generalizowanych) momentéw (MGM) poréwnano
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do wynikéw uzyskanych za pomocg MLM, MOM i LMM i jakkolwiek trzy ostat-
nie metody sg znane i powszechne w hydrologii, zastuguja one takze na krotki
komentarz i wskazanie ich zalet i wad.

Metoda najwiekszej wiarygodnosci

W metodzie tej zaklada sie, ze skoro wartosci proby losowej (x;, x,, ..., x,)
zostaly zaobserwowane, to nalezy im przypisa¢ wysokie prawdopodobienstwo.
Podstawg metody jest funkcja wiarygodnosci zbudowana na podstawie warto-
$ci funkeji gestosci prawdopodobienstwa dla poszczegélnych elementéow préby
losowej. Estymacja parametréw polega na takim dobraniu zestawu parametréw
rozkladu, aby funkcja wiarygodnosci osiagneta maksimum.

Zalety estymatoréw MLM wynikaja gtéwnie z teoretycznych wiasnosci metody
MLM. Estymatory MLM:

- sa zgodne, EYU lim P(‘é — 9‘ < 5) =1, gdzie 6 i 0 sa odpowiednio wektorami
parametréw i estymatoréw paramentéw, a n jest liczebnoscig préby,

- s3 co najmniej asymptotycznie nieobcigzone, lim P(E (é) - 9) =0,

- sg asymptotycznie najefektywniejsze (mata wariancja),

- mozna je stosowac do prob zaleznych (nieprostych),

- metoda jest odporna na elementy odstajace (ang. outliers).

Wady metody sa natomiast gléwnie praktyczne:

- generuje duzy blad systematyczny, gdy ,nie trafimy” we wilasciwy rozktad,
szczegblnie gdy proba jest mata,

— koncentruje si¢ na gtéwnej masie prawdopodobienistwa — daje wyniki obar-
czone duzym bledem w przypadku estymacji kwantyli o malym prawdopodobien-
stwie przewyzszenia,

- dla wieloparametrycznych rozktadéw prawdopodobienstwa (nawet gdy liczba
parametréw > 2) czasem trudno uzyska¢ wiarygodne rozwigzanie numeryczne
w skonczonym czasie.

Metoda momentow

Metoda momentow opiera si¢ na zalozeniu, Ze moment teoretyczny jest rowny
swojemu odpowiednikowi empirycznemu (policzonemu na podstawie préby loso-
wej). Na przykiad dla rozktadu o dwéch parametrach:

E(X;g,,9,) ==
2 ™)
var(X;g,,9,) = s
gdzie: E(.) — warto$¢ oczekiwana; var(.) — wariancja.
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Wyrazenia po lewej stronie dotycza teoretycznego rozkladu prawdopodobien-
stwa o parametrach (g,, g,), prawa strona ukladu wyznaczana jest na podstawie
proéby losowej. Rozwigzaniem uktadu réwnan (7) sg funkcje estymujace wartosci
parametréw rozkiadu (tzw. Estymatory Metody Momentéw). Pogtebiong analize
stosowalno$ci metody momentéw w hydrologii przedstawili w swojej fenomenalnej
pracy Wallis iin. (1974).

Zalety estymatoréw uzyskanym za pomoca metody MOM:

— charakteryzuja sie stosunkowo malym biedem systematycznym, ktéry jednak
roénie z liczba estymowanych parametréw (rzedem momentu),

- maja maly $redni blad kwadratowy,

- metoda jest prostota w stosowaniu.

Wady metody:

— brak skonczonych momentéw dla niektérych rozkladéw, w szczegoélnosci
rozkltadéw o grubych ogonach,

— mala odpornos¢ na elementy odstajace.

Metoda momentéw liniowych

Jest to metoda stosunkowo nowa, gdyz zostala zaadoptowana w hydrologii
pod koniec lat 1970. Stanowi modyfikacje metody momentéw probabilistycznych
wazonych (PWM) (Greenwood i in., 1979; Hosking i in., 1986; Rao, Hamed,
2000). Metoda momentéw liniowych (Hosking, 1990; Hosking, Wallis, 1997)
jest szeroko stosowana w teorii zjawisk ekstremalnych z powodu swojej prostoty
i satysfakcjonujacych wynikéw dla krétkich préb losowych. W przypadku rozkta-
déw dwuparametrowych uklad réwnan przyjmuje postaé

N(X:g.9,)=1
A(X;g,,9,) =1, Tub \(X;g,,9,) =1

gdzie: X\, |, — pierwszy moment liniowy i jego empiryczna realizacja z préby,
A,, |, — drugi moment liniowy i jego empiryczna realizacja z préby, 7, t — wspol-
czynnik liniowy zmienno$ci i jego empiryczna realizacja z proby.

Rozwigzaniem powyzszego ukladu réwnan sa funkcje estymujace wartosci
parametréw rozkladu (tzw. Estymatory Metody Momentéw Liniowych). Zalety
metody momentéw liniowych:

- reprezentuje poziom jako$ci wynikéw zblizony do MLM,

— charakteryzuje si¢ prostota rozwiazan,

— jesli istnieje skonczona warto$¢ érednia, to pozostale momenty liniowe tez
sg skonczone,

- wykazuje duza niezawodno$¢,

— oraz duzg odpornos¢ na elementy odstajace.

(8)
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Wady metody LMM:

— dystrybuanta rozkladu, F(x), lub funkcja kwantyla, x(F), muszg wystepowaé
w analitycznej formie, co nie zawsze jest mozliwe,

— konieczno$¢ stosowania proby w postaci szeregu rozdzielczego, co unie-
mozliwia zastosowanie w estymacji zjawisk niestacjonarnych.

Metoda momentéw uogolnionych (generalizowanych)

Moment statystyczny w ogdlnej postaci wyraza sie¢ wzorem

1
o F (11— F)] - f [x(F)]p F (1= F) dF 9)
Gdy przyjmiemy, ze Zar6wno wspoliczynnik r= 0, jak i s= 0, a pe R, uzysku-
jemy wzdr na moment uogdlniony (poréwnaj Ashkar, Mahdi, 2006):

M, = ][x (F)}’ dF, (10)

gdzie p mgie by¢ dowolng warto$cia z zakresu liczb rzeczywistych. Wlasnos¢ ta
daje teoretycznie mozliwo$¢ zminimalizowania charakterystycznych dla metody
momentéw klasycznych (gdzie p = 1, 2, 3,...) bledéw estymacji wynikajacych
z wyzszych poteg momentéw. Dane pomiarowe, dla ktérych wykonywana jest
estymacja, obarczone réwniez btedami pomiarowymi, podnoszone sg do nizszych
poteg niz w klasycznej metodzie, przez co btedy nie ulegaja multiplikacji.

W przypadku rozktadu Log-Gumbela wygodniej jest w réwnaniu (1) wpro-
wadzi¢ nastepujaca re-parametryzacje: 8 = 1/¢, a = a. Wowczas uogdlniony
moment przyjmuje postac:

M’I‘S:E

P

M, =37 -T(1-p-a) (11)
W szczegdlnosci gdy p = 1, uzyskujemy wartos¢ srednig, M; = - XG(1 - a),
(12) natomiastdlap = -1, M ; = 8 ¢ xXG(1l + «a). (13)

Gdy formuty dwoéch dowolnych, ale réznych uogélnionych momentéw przy-
réwnamy do ich odpowiednikéw empirycznych, policzonych dla serii pomiarowej,
uzyskujemy uklad dwéch nieliniowych réwnan z dwiema niewiadomymi, ktéry
mozna rozwigza¢ stosujac wyltacznie metody numeryczne.

Dla rozktadu log-logistycznego uogélniony moment przyjmuje postac:

M :W-p-ap~/$~csc(p7m) (14)

r
gdzie csc(pmr ) — cosecans iloczynu prk .
W szczegélnosci odpowiednio momenty M, i M_;, majg wiec postac:
M :F-Q'E-CSC<7TKJ), (15)

1

M :7r-£~csc(7m). (16)

-1
()
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Podobnie jak w przypadku rozktadu log-Gumbela, uktad réwnan, jaki powstaje
po przyréwnaniu dwoch dowolnych uogédlnionych momentéw do odpowiadajacych
im momentéw statystycznych z proby, mozna rozwigza¢ wyltacznie numerycznie.

Dla rozktadu Weibulla uogélniony moment przyjmuje postac

Mp:a”~I‘1—|—%,b+p>0 (17)
Odpowiednio momenty M, i M_;:
1
M71:l~1“ 11>, (19)
a b

Uktad réwnan estymatoréw a i b rozwiazuje si¢ numerycznie.

Symulacje komputerowe

Do analizy dokladnosci estymacji kwantyli wysokich rzedéw wykorzystano
metode komputerowych symulacji Monte Carlo, ktéra polega na generowaniu ciaggu
pomiarowego liczb pseudolosowych z zatozonego rozkiadu prawdopodobienstwa
ze znanymi parametrami i warto$ciami kwantyli (x(P)). W tym celu zalozyliSmy
parametry populacji (wejéciowe): $rednig (m), wspdlczynnik zmiennosci (CV)
oraz liczebno$¢ proby (N). Nastepnie na podstawie wygenerowanej proby liczb
pseudolosowych (oznaczonej jako v) dokonuje sie estymacji parametréw i kwantyli
(z,) za pomoca okreslonego rozkladu prawdopodobienstwa: zgodnego (Hipo-
teza = True, H = T) lub niezgodnego z generatorem (Hipoteza = False, H = F).
Oczywiscie uzyskane w ten sposéb estymatory parametréw i kwantyli réznig sie
od teoretycznych wartosci dla populacji (zadanych dla generatora), czyli sg obar-
czone bledem. Cala operacja powtarzana jest duzg liczbe razy (v = 1, 2, 3,..., S;
S> 1000), aby uzyska¢ u$rednione wartosci bledow estymacji.

Sposrod estymatoréw kwantyli wysokich rzedéw, X, do analizy wybrano
kwantyle rzedu P = 0,1 i P = 0,01, czyli dla powodzi o $rednim okresie powta-
rzalno$ci odpowiednio T = 10 i 100 lat. Obliczenia przeprowadzono dla naste-
pujacych opgji i parametrow:

- rozklady generujace: log-Gumbela, log-logistyczny, Weibulla;

- rozklady estymujace: log-Gumbela, log-logistyczny, Weibulla;

— metody estymacji: MGM (metoda uogélnionych momentéw) oraz MLM,
MOM i LMM;

- zalozona $rednia generatora: m = 10;

- zalozone wspdlczynniki zmiennosci: CV = 0,25, 0,51 1,0;
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— liczebnosci préby: N = 25, 50 i 100.
Jako kryterium dobroci dopasowania kwantyli zaproponowano warto$ci wzgled-
nego pierwiastka $redniego bledu kwadratowego (RRMSE):

RRMSE(3) = \[E(3 —x, ) /xT : (20)

Wyniki RRMSE przedstawiane sg procentach.
Zaproponowane podejécie umozliwia poréwnanie wynikéw uzyskanych dla
roznych kombinacji generatoréw i estymatoréw oraz réznych metod estymacji.

Wyniki obliczen
Przypadek szczegélny: p = 1ip = -1

Narzucajaca si¢ naturalnie para momentéw uogélnionych jest warto$¢ srednia
oraz moment o potedze p = -1. Jednakze wyniki dla tej pary momentéw wska-
zuja na niklg konkurencyjno$¢ metody momentéw uogdlnionych w stosunku do
pozostalych popularnych metod estymacji kwantyli stosowanych w statystyce
zjawisk ekstremalnych. Obnizenie potegi do jednosci i —1 nie przyniosio bowiem
oczekiwanych korzysci w postaci redukgji bledéw systematycznych i §rednich kwa-
dratowych kwantyli wysokich rzedéw. Metoda uogélnionych momentéw rzadko
plasuje sie na pierwszym miejscu sposréd wszystkich uzywanych w obliczeniach
metod niezaleznie od tego, czy rozklad prawdopodobienistwa estymatora pokrywa
sie z rozkladem prawdopodobienstwa generatora (sytuacja H = T) czy tez nie
(przypadek H = F). Co najwyzej wyniki dla MGM zblizone sg poziomem bledow
do wynikéw uzyskanych dla innych metod, co przy wadach metod MLM, MOM
i LMM moze stanowi¢ uzasadnienie jej ograniczonej stosowalnosci w wyjatkowych
przypadkach.

Co ciekawe, slabe wyniki MGM nie zaleza ani od wartosci wspdlczynnika CV
ani od wielkodci proby. Teoretycznie nalezaloby si¢ spodziewa¢, ze wyniki dla przy-
padku H = T, matych wartoéci wspétczynnika zmiennosci i duzych préb powinny
charakteryzowa¢ si¢ mniejszymi bledami niz dla innych kombinacji parametréw
wejsciowych. Tak tez po czeéci jest, jednakze metoda MGM nie wyrdznia si¢
sposrod pozostatych metod szczegdlnie matymi warto$ciami bledéw usprawie-
dliwiajacymi stosowanie tej metody w praktyce.

Przyczyn stabego wyniku metody MGM upatrujemy, po pierwsze, w duzej
asymetrii uzywanych rozktadéw ekstremalnych (ich grubych ogonéw), teoretycz-
nie bowiem im wyzszy rzad momentu, tym bardziej dotyczy on ogonéw (obu —
lewego i prawego!) rozktadu prawdopodobienstwa. Ponadto analizowane kwantyle
sa kwantylami o bardzo malym prawdopodobienstwie przewyzszenia x(P=0,1)
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i x(P=0,01), okreslaja odpowiednio dziesiecio- i stuletni okres powtarzalnosci
ekstremalnej powodzi, co plasuje je daleko w prawym ogonie funkcji, na ktory
teoretycznie momenty niskich rzedéw nie majg znaczacego wplywu. Nalezy zatem
stwierdzi¢, ze od strony praktycznego zastosowania metoda MGM dla p = 1
i p = -1 stanowi ,Slepy zaulek” i nalezy ja stosowaé w obliczeniach jako metode
uzupelniajaca.

Optymalna wartos¢ potegi p z zakresu pe (-2, 2)

Metode Monte Carlo wykorzystano ponadto do wyznaczenia optymalnych
wartosci p z zakresu pe (-2, 2), ktore w metodzie MGM wraz z momentem
rzedu p = 1 (Srednia) dadza nizsze wartosci btedéw RRMSE estymatoréw kwan-
tyli powodziowych niz metody konkurencyjne. Podobnie jak w przypadku pary
p=11ip=-1w eksperymencie wykorzystano rozklady LL, LG i We, zaréwno
w konfiguracji H = T, jak i H = F. Zatozenia co do wartosci parametréw poszcze-
golnych generatoréw liczb losowych opisano w rozdziale dotyczacym najczesciej
stosowanych metod estymacji parametréw. Jakkolwiek dokonano obliczeri doty-
czacych wszystkich przypadkéw wymienionych w tym rozdziale, to ze wzgledu
na ograniczenia co do objetosci tekstu w niniejszym rozdziale pokazano tylko
wybrane wyniki, jedli to mozliwe, uogodlniajgc wnioski na pozostale przypadki.
Wybrane wyniki analizy przedstawiono na wykresach (rys. 1-3). Przerwane linie
wykresow MGM (kolor niebieski) na rysunkach oznaczajg, ze niemozliwe jest
uzyskanie wynikéw estymacji, gdy jeden z momentéw to Srednia, a potega dru-
giego momentu oscyluje wokoét wartosci p = 0 (wéwczas drugi moment My = 1)
lub p = 1 (wéwczas oba momenty to Srednie).

Dla tak rozlegtych przedzialéow zalozen nie mozna uzyskac jednej optymal-
nej wartoéci potegi momentu uogélnionego, aby wraz ze éredniag dla wszystkich
3 rozkladéw charakteryzowatla sie najmniejszymi wartoéciami bledéw estymaciji
kwantyli powodziowych. Mimo to, analiza wynikéw pozwala wysnué¢ pewne ogélne
wnioski co do zakresu stosowalnosci metody MGM. Poniewaz metody MLM,
MOM i LMM nie stanowia tematu niniejszej pracy i wzajemne poréwnanie tych
metod wybiega poza tematyke artykulu, ich wyniki beda komentowane jedynie
w kontekscie rezultatow dla metody MGM.

Przebieg zmiennosci wartosci RRMSE wysokich kwantyli estymowanych metoda
MGM w zaleznosci od wartoéci p dla przypadkéw LG i LL zachowuje sie podobnie
co do ksztattu linii wykresu. Wyniki dla przypadku H = T generalnie charaktery-
zujq sie nizszymi wartoSciami RRMSE niz dla przypadkéw, gdy rozklad populacji
jest nieznany. Niezaleznie od przypadku H =T czy H = F dla matych warto-
§ci wspotczynnika zmiennosci (CV = 0,25) klasyczne metody estymacji (MLM,
MOM i LMM) charakteryzuja sie nizszymi warto$ciami RRMSE estymatoréow
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Fig. 1. The absolute mean square error for 4 methods of estimation and 3 models. The population distribution function Log-Gumbel.

First generalised moment is mean (p = 1), in the second one p varies (horizontal axis)
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X (P=0,1)ix (P=0,01)niz dla metody MGM. Dla duzych wartosci wspotczynnika
zmiennoéci (CV = 1) metoda MGM zyskuje przewage nad metodami alternatyw-
nymi, zwlaszcza dla przedzialu ujemnych wartosci wspétczynnika p. Jednakze
dla modeli LG i LL nie jest mozliwe wskazanie jednej wartosci wspotczynnika
p, rekomendowanego do wykorzystania w metodzie MGM jako gwarantujacej
mniejsze wartosci bledéw estymacji kwantyli powodziowych niz metody alter-
natywne, a jedynie pewnego zakresu zmiennosci p. W praktycznym zastoso-
waniu metody MGM dla modeli LL i LG nalezy stosowa¢ ujemne wartosci p,
przy czym im mniejsze p (blizsze -2), tym mniejszych wartosci RRMSE mozna
sie spodziewac.

Dla rozkladu We wyniki zachowuja sie odmiennie od pozostatych dwoéch
modeli, co wynika wprost ze specyfiki rozkladu Weibulla (Rao, 2000). Przede
wszystkim dla p> 1 koniunkcja dwéch réwnan momentéw uogélnionych staje
sie uktadem sprzecznym. Ponadto dla modelu Weibulla niezaleznie od przypadku
H=TIlubH =F CVirzedu kwantyla P, rzadko kiedy metoda MGM wykazuje
sie mniejszymi wartoéciami bledow RRMSE niz metody alternatywne. W niekto-
rych z rozwazanych przypadkéw (kombinacji: model estymatora kwantyli, CV i N)
metoda MGM pod wzgledem doktadnosci estymacji przewyzsza metode MLM,
lecz nie wynika to ze szczeg6lnych wtasciwosci MGM, lecz ograniczonych moz-
liwosci MLM. Oznacza to, ze metoda MGM nie jest metoda uniwersalng dobrze
wspolpracujaca z ze wszystkimi rozkladami o grubych ogonach.

Przyklad zastosowania - Wisla, profil Warszawa-Nadwilanéwka

Profil wodowskazowy Warszawa-Nadwilanéwka Sluza potozony jest na lewym
brzegu 504,1 km Wisly, w rejonie ujscia rzeki Wilanéwki. W miejscu posadowienia
wodowskazu Wisla plynie jednym korytem, a brzegi sa umocnione; na prawym
brzegu znajduja sie ostrogi. Brzeg rzeki jest czeSciowo zagospodarowany (nie-
opodal znajduja sie ogrodki dziatkowe i budynki gospodarcze oraz mieszkalne),
a czesciowo pokryty gestymi zaroslami i/lub lasem legowym (ols), wptywajacymi
na rezim powodziowy rzeki.

Dysponujemy 93-letnim ciggiem pomiaréw WQ z lat 1921-2013. Hydrogram
WQ dla profilu pokazano na rys. 4.

Praktycznie kazdy diugi ciag pomiarowy przeplywéw maksymalnych rzecznych
w danym profilu wodowskazowym charakteryzuje si¢ pewna niejednorodnoscia,
co latwo zauwazy¢ réwniez na zalaczonym hydrogramie w przypadku pomia-
row w profilu Warszawa-Nadwilanéwka. Jednoczesnie badanie statystyczne nie-
jednorodnosci ciggu oraz zastosowanie metod statystycznych uwzgledniajacych
wybiegatoby znacznie poza zakres tematu zaproponowany w niniejszej pracy. Dla
uproszczenia wywodu przyjeto, ze przeptywy maksymalne roczne w Warszawie-
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Rys. 4. Przeplywy maksymalne roczne w profilu Wista - Warszawa-Nadwilanéwka

Fig. 4. Annual maximal flows for the Warsaw-Nadwilanéwka gauge at the River Vistula

-Nadwilanéwce podlegaja jednemu rozktadowi prawdopodobienstwa przez caty
okres pomiarowy.

Na podstawie préby dokonano estymacji kwantyli rozkladéw LG, LL o prawdo-
podobieristwie przewyzszenia P = 0,001 do 0,99, co odpowiada zakresowi danych
WQ w profilu Warszawa-Nadwilanéwka. Rozklad Weibulla (We), jako dajacy
niezadowalajace rezultaty w eksperymencie numerycznym, zostat wylaczony z obli-
czen. Wyniki estymacji kwantyli metodami MLM, MOM, LMM oraz MGM wraz
z danymi rzeczywistymi przedstawiono na rys. 5. W metodzie MGM dla wszystkich
trzech rozkladéw prawdopodobiefistwa wykorzystano dwa momenty statystyczne:
$rednia (p = 1) i moment generalizowany z p = -1,5, przy czym wybor wartosci
potegi drugiego z momentéw byl podyktowany faktem, ze w eksperymencie Monte
Carlo wtasnie dla tej wartodci uzyskiwano stosunkowo niewielkie bledy RRMSE
oszacowan wysokich kwantyli oraz stabilnoscig rozwigzafi numerycznych.

Z wykresé6w wynika, ze w przypadku rozktadow LG i LL metoda MGM daje
wyniki zblizone do konkurencyjnych metod. Widoczne jest to szczegélnie w przy-
padku rozkladu log-logistycznego (LL), gdzie wszystkie 4 analizowane metody
daja bardzo podobne oszacowania kwantyli w calym zakresie rozwazanego prze-
dziatu prawdopodobiefistwa przewyzszenia. Swiadczy¢ to moze o dobrej zgodnosci
modelu LL z ciggiem pomiarowym z Warszawy-Nadwilanéwki. Warto zwrdéci¢ réw-
niez uwage, ze o ile modele LG i LL wraz z metodq MLM stosunkowo dobrze radza
sobie z odzwierciedleniem wartoéci kwantyla x(P=0,1), to bledy dla x(P=0,01),
siegaja juz odpowiednio 4000 i 1500 m?/s!Rozbieznosci takie powstaja pomimo
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tego, ze rozklady o grubych ogonach teoretycznie powinny lepiej dopasowywac
sie¢ do ekstremalnych wartosci kwantyli. Wynik ten, cho¢ jednostkowy, poddaje
w watpliwos¢ sens stosowania rozkladéw o grubych ogonach do analizy czestosci
wystepowania powodzi w profilu Warszawa-Nadwilanéwka. Co oczywiste, wyniki
uzyskane dla danych wodowskazowych w profilu Warszawa-Nadwilanéwka nie
sa w zaden sposéb uniwersalne i wnioski wynikajace z obliczeri nie powinny by¢
generalizowane na inne wodowskazy lub rozklady statystyczne.

Whioski i rekomendacje

W niniejszej pracy zaprezentowano metode momentéw uogoélnionych do obli-
czania kwantyli powodziowych trzech rozkladéw gruboogoniastych (log-Gumbela,
log-logistycznego i Weibulla). Metoda ta zostala poréwnana z trzema innymi
stosowanymi czesto w hydrologii metodami estymacji parametréw i kwantyli.
Przeprowadzono eksperyment symulacyjny Monte Carlo, w ktérym zbadano war-
toéci érednich bledéow kwadratowych estymacji kwantyli o matym prawdopo-
dobienistwie przewyzszenia (P = 0,1 i P = 0,01), zachowujac przy tym realizm
warunkéw hydrologicznych dla rzek w Polsce: adekwatne zakresy dlugosci serii
pomiarowych oraz wspélczynnikéw zmiennosci. Nastepnie pokazano na przykta-
dzie ciagu przeptywéw maksymalnych rocznych w profilu Warszawa-Nadwila-
néwka na Wisle wzajemng zaleznoé¢ danych rzeczywistych, metody MGM i metod
konkurencyjnych.

Badania za pomoca metody Monte Carlo wykazaly ograniczong konkurencyjnos¢
metody MGM w stosunku do metod alternatywnych. Niestabilnoé¢ numeryczna
oraz stosunkowo wysokie wartosci bledéw oszacowan kwantyli powodziowych
dla dodatnich poteg drugiego z momentéw uogélnionych sprawia, ze w dodat-
nim zakresie wartosci potegi momentu uogoélnionego MGM nie jest rekomendo-
wana jako alternatywa dla klasycznych metod estymacji. Jednakze w przypadku
poteg ujemnych, gdy pe (-2,0), metoda MGM bardzo czesto zyskuje przewage
nad metodami alternatywnymi, szczegélnie dla wysokich wartosci wspétczynnika
zmiennoéci CV, przy czym zysk jest widoczny zaréwno przy prawdziwym, jak
i falszywym zalozeniu modelu populacji. Zatem metoda MGM, bedac pozbawiona
wad swoich konkurentek, przy zastosowaniu momentéw z ujemnymi potegami,
moze stanowi¢ prosta alternatywe do praktycznych zastosowan estymaciji kwantyli
powodziowych. Przyklad dotyczacy Warszawy-Nadwilanéwki pokazal, ze w przy-
padku rozkladéw LG i LL metoda MGM daje poréwnywalne wyniki do metod
konkurencyjnych.

Podsumowujac, nalezy stwierdzi¢, ze jakkolwiek metoda MGM w zastosowa-
nym ksztalcie (wykorzystujac dwa momenty - $rednig i moment generalizowany
o potedze p) charakteryzuje si¢ umiarkowanie pozytywnymi wilasciwoéciami na
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Rys. 5. Zestawienie danych rzeczywistych i wynikow modelowania przeptywéw maksymalnych
rocznych na profilu Wista - Warszawa-Nadwilanowka
Fig. 5. Comparison of the observations with the estimation results for annual maximal flows for
Warsaw-Nadwilanéwka, the River Vistula



Zastosowanie metody generalizowanych momentéw do estymacji kwantyli... 191

tle metod konkurencyjnych, autorzy polecaja jej uzywanie dla rozkladéw LL i LG
i ujemnych poteg jednego momentu w zakresie (-2, 0), jako uzupetnienie metod
klasycznych, ale nie ich alternatywe.

Materiaty wplynety do redakcji 9 V. 2016.
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Streszczenie

W pracy przedstawiamy metode estymacji kwantyli powodziowych za pomoca uogélnionych
momentéw jako alternatywe dla klasycznych metod estymacji, czyli metody momentéw, momentéow
liniowych i najwiekszej wiarygodnosci. W swoich teoretycznych zalozeniach metoda uogélnionych
momentéw, uwalniajgc sie od zalozen naturalnych poteg momentéw, umozliwia utrzymanie tych poteg
na mozliwie niskim poziomie, przez co minimalizuje bledy pomiarowe oraz niejednorodnosci préby
losowej. Wyprowadzono wzory na momenty generalizowane dla trzech czesto stosowanych w analizie
czestosci powodzi modeli charakteryzujacych sie grubym ogonem: rozktady Log-Gumbela, Log-Logi-
styczny i Weibulla. Za pomocg metody symulacyjnej Monte Carlo obliczono bledy systematyczne
i érednie bledy kwadratowe kwantyli o okresie powtarzalnosci 10 i 100 lat. Wyliczenia pokazaly, ze
metoda dla wybranych wartosci rzedéw momentéw moze stanowi¢ alternatywe dla metod klasycznych.
Dodatkowo przeprowadzono obliczenia na podstawie ciaggu przeplywéw maksymalnych z profilu
Warszawa-Nadwilanéwka, ktére wykazaly, ze metoda uogélnionych momentéw nie powinna by¢
stosowana dla rozkladu Weibulla.

Stowa kluczowe: czestos¢ wystepowania powodzi, metody estymacji, rozklady statystyczne

o grubych ogonach, momenty generalizowane

Summar y

This paper considers the estimation of the flood quantiles by means of the method of generalised
moments which is the alternative for classical methods of estimation, namely methods of moments,
linear moments and maximum likelihood. Theoretically the method of generalised moments is rele-
ased from the assumption of the natural powers of moments and enables to keep these powers as
low as possible diminishing the measurement errors and errors stemming from the heterogeneity of
the random sample. The equations for the generalised moments for the three heavy-tailed models
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commonly used in the flood frequency analysis: log-Gumbel, Log-Logistic and Weibull. We used
the Monte Carlo simulations to calculate the mean square errors of quantiles of the 10- and 100-
year floods. The calculations revealed, that the method of generalised moments for certain range of
powers can be an alternative for classical methods. Additionally, we carried out the calculations for
the annual maximum flows for the Warsaw-Nadwilanowka at the River Vistula, which revealed that
method of generalised moments should not be used for the Weibull model.
Keywords:flood frequency analysis, methods of estimation, heavy-tailed distribution func-

tions, generalised moments
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