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Streszczenie
Artykuł przedstawia wyniki przeprowadzonych badań teoretycznych dotyczących

zastosowania metody gradientów sprzężonych do rozwiązywania problemu sterowania
optymalnego wysokością lotu czterowirnikowego bezzałogowego statku powietrznego (BSP).
Ze względu na różnice w strategii sterowania mające wpływ na postać minimalizowanego
funkcjonału jakości, problem rozdzielono na dwa zagadnienia – zmianę wysokości oraz
stabilizację wysokości. Przeprowadzone analizy pozwoliły na określenie wpływu zmian postaci
funkcjonału jakości, jego parametrów czasowych oraz współczynników wagowych na wyznaczoną
za pomocą metody gradientów sprzężonych optymalną trajektorię stanu i sterowanie
czterowirnikowego BSP podczas zmiany wysokości lotu oraz jej stabilizacji.

Słowa kluczowe: sterowanie optymalne, metoda gradientów sprzężonych, quadrotor, BSP.1. WProWaDzeNIeWielowirnikowe BSP są w ostatnich latach coraz częściej wykorzystywane do prowadzeniaobserwacji, filmowania i fotografii z powietrza. Duże, profesjonalne platformy wielowirnikoweznajdują się obecnie na wyposażeniu straży pożarnej i policji, a także stacji telewizyjnych orazwytwórni filmowych. Dynamiczny rozwój zainteresowania takimi obiektami oraz powszechnewprowadzanie ich do zastosowań cywilnych nastąpiło w 2014 roku, po ustaleniu przez Urządlotnictwa cywilnego zasad wydawania świadectw kwalifikacji dla operatorów bezzałogowychstatków powietrznych. o popularności i powszechności takich konstrukcji świadczy równieżmożliwość nabycia w hipermarketach, nawet za kilkaset złotych, prostych, niewielkich modeliczterowirnikowych wyposażonych w kamerę. Przeznaczone są one do celów rekreacyjnych.oczywiście dla tych konstrukcji takie parametry jak zasięg, czas lotu i jakość otrzymanegoobrazu, zdecydowanie odbiegają od rozwiązań profesjonalnych. Niemniej jednak pozwalająużytkownikom na łatwy dostęp do zaawansowanych technologii bez konieczności zdobywaniakosztownych uprawnień do wykonywania lotów.



czterowirnikowy BSP jest obiektem niestatecznym statycznie oraz dynamicznie i wymagaciągłej stabilizacji położenia w przestrzeni. Sterowanie polega na zmianie prędkości obrotowejkażdego z czterech silników umieszonych na końcach ramion o jednakowej długości. lot możeodbywać się w dwóch konfiguracjach: „x” z dwoma silnikami umieszczonymi w kierunku ruchuoraz „+” z jednym silnikiem umieszczonym w kierunku ruchu (Brzozowski 2010). Najczęściejstosowaną obecnie metodą sterowania takich obiektów jest wykorzystanie regulatoraproporcjonalno-całkująco-różniczkującego (PID) do minimalizacji uchybu pomiędzy wartościązadaną oraz aktualną kątów orientacji przestrzennej poprzez zmianę prędkości obrotowejodpowiednich silników (Salih 2010, Brzozowski 2011). Ponadto w ośrodkach na całym świecieprowadzone są badania nad zastosowaniem bardziej zaawansowanych algorytmów opartychmiędzy innymi na logice rozmytej oraz sterowaniu optymalnym (Bouabdallah 2007, Sharma2012).W przeprowadzonych badaniach, na potrzeby opracowania algorytmu sterowaniaoptymalnego wysokością lotu z zastosowaniem metody gradientów sprzężonych, przyjęto lotw konfiguracji „+” oraz układy współrzędnych i numerację wirników zgodnie z rys. 1.

rys. 1. Układy współrzędnych oxyz i oxgygzg dla czterowirnikowego BSP oraz kątyprzejścia pomiędzy nimi [kowaleczko, 2010]
1.1. Spis stosowanych oznaczeńα – współczynnik poprawy wektora sterowaniaβ – współczynnik kierunku poszukiwań minimumε – dokładność wyznaczenia minimumΦ – przechylenieΘ – pochylenieψ – odchylenieωi – prędkości obrotowe silników
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b – całkowity współczynnik ciągu śmigład – całkowity współczynnik oporu śmigłat – czast0 – chwila początkowatf – chwila końcowap – prędkość kątowa przechylaniaq – prędkość kątowa pochylaniar – prędkość kątowa odchylaniau – składowa prędkości w osi xv – składowa prędkości w osi yw – składowa prędkości w osi zx – położenia w osi xy – położenie w osi yz – położenie w osi zI – osiowe momenty bezwładnościJr – moment bezwładności śmigłaQi – współczynniki wagowe funkcjonału jakości sterowaniaS – zbiór docelowyU – zbiór sterowań dopuszczalnychX – zbiór stanów dopuszczalnych
λ – wektor współczynników lagrange’a
g – wektor trajektorii gradientu sterowania
p – wektor kierunków poszukiwań minimum wektora sterowania
u – wektor sterowań
x – wektor stanu
x0 – wektor stanu początkowego
xk – wektor stanu końcowego
φ – wektorowa funkcja stanu końcowego funkcjonału jakości
f – funkcja wektorowa stanu
H – hamiltonian
J – funkcjonał jakości sterowania
L – wektorowa funkcja podcałkowa funkcjonału jakości2. metoDa GraDIeNtóW SPrzężoNych W alGorytmIe SteroWaNIa oPtymalNeGozgodnie z definicją podaną przez athansi Falb (1966), zagadnienie sterowania optymalnegodla układu dynamicznego opisanego równaniem różniczkowym:
przy zbiorze docelowym S, funkcjonale jakości J(x0,t0,u), zbiorze U sterowań dopuszczalnychi wektorze stanu początkowego x0 w chwili początkowej t0, brzmi: znaleźć wektor sterowań u,należący do zbioru sterowań dopuszczalnych U, minimalizujący funkcjonał jakości sterowania
J(u) = J(x0,t0,u).z powyższej definicji wynika, że postawienie problemu sterowania optymalnego wymagazrealizowania następujących czterech etapów:1. opracowanie modelu matematycznego sterowanego obiektu, opisanego za pomocąrównania różniczkowego zgodnie ze wzorem (1), przy czym stan x jest wektorem
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n-wymiarowym dla obiektu n-tego rzędu o parametrach skupionych a f jest funkcjąwektorową stanu x i wektora sterowań u.2. określenie ograniczeń wektorów stanu x i sterowań u, czyli obszarów dopuszczalnych Xi U, tak aby x є X oraz u є U w czasie od chwili początkowej t0 do chwili końcowej tf.3. zdeterminowanie zadania sterowania optymalnego, czyli określenie stanu początkowego
x(t0) = x0, z którego należy przeprowadzić obiekt do wybranego stanu końcowego x(tf),przy czym czas końcowy tf nie musi być z góry znany.4. zdefiniowanie minimalizowanego funkcjonału jakości sterowania J(u) o postaci zgodnejz równaniem:

Istnieje wiele metod poszukiwania rozwiązania optymalnego dla tak postawionegoproblemu sterowania. zdecydowano się na zastosowanie zasady minimum Pontriaginai metody gradientów sprzężonych. algorytm jako pierwsi zaprezentowali lasdon, mitteri Waren (1967). W następnych latach był on modyfikowany i powszechnie stosowany, równieżdo zagadnień związanych z lotnictwem (mehra 1967, Willoughby 1969). zastosowanie metodygradientów sprzężonych wymaga wyznaczenia trajektorii gradientu zgodnie ze wzorem:
gdzie H – hamiltonian wyznaczony według formuły:

gdzie λ = λ(t) jest n-wymiarowym wektorem obliczanym z zależności:

metoda gradientów sprzężonych zastosowana w badaniach wykorzystuje algorytmnumeryczny opisany poniżej.Dla obiektu opisanego równaniem różniczkowym (1), o określonym stanie początkowym x0i współczynniku jakości sterowania (2) należy:1. Przyjąć dla iteracji i = 0 pierwsze przybliżenie trajektorii sterowania u0(t);2. Przy określonym stanie początkowym x0 przeprowadzić całkowanie równania (1) od t0 do tf;
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3. Przeprowadzić całkowanie równania (5), uwzględniając (6), od tf do t0;4. Wyznaczyć trajektorię gradientu zgodnie ze wzorem (3);5. Wyznaczyć współczynnik βi zgodnie ze wzorem:

przy czym dla i = 0 jest β0 = 0;6. Wyznaczyć kierunek poszukiwań minimum:
7. Wyznaczyć trajektorię sterowania:

gdzie współczynnik wyznaczany jest metodą złotego podziału minimumjednej zmiennej;8. Powtórzyć punkty 2-7 obliczeń aż do spełnienia warunku minimum:
gdzie ε – dokładność wyznaczenia minimum.

2.1. Problem sterowania optymalnego dla czterowirnikowego BSPProblem sterowania optymalnego dla czterowirnikowego BSP został postawiony przezautorów w ramach odrębnej pracy (Brzozowski 2013), przy czym na potrzeby sterowaniawysokością lotu równanie stanu (1) sformułowane na podstawie dynamiki lotuczterowirnikowego BSP (kowaleczko 2010) uproszczono zakładając symetrię oraz pomijalniemałe zmiany kątów orientacji przestrzennej obiektu. otrzymano w ten sposób, dla wektorastanu (11), układ dwunastu równań różniczkowych opisanych wzorami (12), w którychelementy wektora oznaczono przez „x” z indeksem dolnym dopowiadającym kolejnościzmiennych w wektorze stanu. Podczas implementacji modelu czterowirnikowego BSPwykorzystano parametry oraz zależności wyznaczone podczas badań rzeczywistegoobiektu (Bouabdallah 2007).Wektor stanu ma postać:
gdzie: Φ, Θ, ψ – kąty eulera [rad]; p, q, r – prędkość kątowe [rad/s]; u, v, w – składowe prędkości[m/s]; x, y, z – położenie w przestrzeni [m].
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gdzie: ; ; ; ;U0 =–ω1 +ω2 –ω3 +ω4; ;
; ; ; I – osiowe momentybezwładności względem osi x i z; Jr – moment bezwładności śmigła; l – rozpiętość ramion;ωi – prędkości obrotowe silników; b, d – współczynniki wyznaczone na podstawiebadań obiektu.W algorytmie zastosowano ograniczenia dla wszystkich zmiennych wektora stanu opróczpołożenia x i y w przestrzeni. kąty orientacji przestrzennej ograniczono do ±0,1 [rad], prędkościkątowe do ±0,05 [rad/s], składowe prędkości do 5 [m/s] oraz uniemożliwiono lot poniżejwysokości zerowej. ograniczenie wektora sterowań wynikało z parametrów silników, którychmaksymalna prędkość obrotowa wynosiła 800 [obr/min].W związku z istotnością poszczególnych zmiennych wektora stanu w kolejnych etapach,dla każdego etapu lotu, konieczne jest wyznaczenie innego funkcjonału jakości sterowania.Na tej podstawie określono postać funkcjonału jakości sterowania wysokością lotu:

gdzie wzięto pod uwagę dwie zmienne wektora stanu współrzędną wysokości oraz składowąpionową prędkości lotu.zaproponowana postać funkcjonału jakości pozwala na uzyskanie optymalnej trajektoriisterowania, gdy podczas lotu prędkość pionowa będzie jak najmniejsza zaś położenie końcowebędzie jak najbliżej zadanej wysokości lotu. Współczynniki Q1 i Q2 zostały wprowadzonew celu zdeterminowania wagi poszczególnych zmiennych na końcową wartość funkcjonału
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jakości sterowania. Wpływ zmian wartości tych współczynników został pokazany i omówionyw kolejnym rozdziale artykułu.3. BaDaNIa alGorytmU SteroWaNIa WySokoŚcIĄ lotUBadania zastosowania metody gradientów sprzężonych do rozwiązania problemusterowania optymalnego wysokością lotu czterowirnikowego BSP obejmowały wpływ zmianczasu i kroku całkowania oraz wartości współczynników Q1 i Q2 funkcjonału (13) na trajektorięstanu i sterowania. Przeprowadzono szereg obliczeń dla różnych kombinacji wspomnianychparametrów, po czym wybrano reprezentatywne przypadki dla wznoszenia z poziomuzerowego do wysokości 3 [m] przy całkowitym czasie lotu 10 [s]. W przypadku zaprezentowanychponiżej wyników algorytm wykonywał obliczenia iteracyjnie przyjmując za wektor wartościpoczątkowych stan końcowy z poprzedniej iteracji. W każdej iteracji funkcjonał jakości spełniałprzyjęty warunek minimum dla zadanego czasu całkowania od t0 do tf. Dlatego też koniecznebyło rozpoczynanie minimalizacji przy nowych warunkach początkowych, w celu otrzymaniatrajektorii sterowania optymalnego oraz wektora stanu dla przyjętego czasu lotu. Podany czascałkowania dotyczy pojedynczej iteracji, natomiast całkowity czas przedstawiony nawykresach oznacza przyjęty czas lotu. liczba powtórzeń algorytmu wynikała z zadanego czasucałkowania i całkowitego czasu symulowanego lotu.

rys. 2. zmiana wysokości lotu dla Q1 = Q2 = 1 oraz tf - t0 = 1 s dla różnej wartości krokówcałkowania [Brzozowski – opracowanie własne]Nie znaleziono w literaturze informacji na temat metod doboru wartości współczynnikówwagowych funkcjonału jakości. Dlatego też, konieczne było przeprowadzenie licznych testów,pozwalających na znalezienie takich wartości współczynników Q1 i Q2 oraz czasu i krokucałkowania, dla których trajektoria zmian wysokości była zawsze zbieżna do zadanej wartościwysokości zarówno przy wznoszeniu jak i opadaniu. Na rys. 2 przedstawiono zależnośćotrzymanych wyników zmiany wysokości w zależności od kroku całkowania przy jednakowychwartościach współczynników Q1 = Q2 = 1 oraz czasie całkowania równym 1 [s]. Widać, że dla
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kroków 0,1 [s] oraz 0,05 [s] wyniki są podobne, ale zdecydowanie bardziej zbieżne do wartościzadanej otrzymane zostały dla kroku całkowania 0,01 [s].

rys. 3. zmiana prędkości pionowej dla Q1 = Q2 = 1 oraz tf - t0 = 1 s dla różnej wartości krokówcałkowania [Brzozowski – opracowanie własne]

rys. 4. zmiana prędkości obrotowej silników dla Q1 = Q2 = 1 oraz tf - t0 = 1 s dla różnej wartościkroków całkowania [Brzozowski – opracowanie własne]ze względu na iteracyjny charakter zastosowanego algorytmu na rys. 3 oraz rys. 4 widaćcykliczne zmiany prędkości pionowej oraz sygnałów sterujących. Na rys. 4 dla krokucałkowania 0,01 [s] można ponadto zaobserwować bardzo częste „oscylacje” prędkości
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obrotowej silników, co może mieć negatywny wpływ na ich długotrwałą i niezawodną pracę.Podczas zwiększania czasu całkowania /przy niezmienionych wartościach współczynnikówQ1 i Q2/ zaobserwowano rozregulowanie i brak zbieżności wyników. Przykładowy przebiegzmian wysokości lotu dla czasu całkowania 3 [s] i różnej wartości kroków zamieszczono narys. 5. można zaobserwować, że algorytm sterowania optymalnego przy każdej iteracjiznajduje, zamiast minimum globalnego, minimum lokalne.

rys. 5. zmiana wysokości lotu dla Q1 = Q2 = 1 oraz tf - t0 = 3 s dla różnej wartości krokówcałkowania [Brzozowski – opracowanie własne]zwiększanie wartości współczynników Q1 lub Q2 powodowało pogorszenie wyników,a nawet zdarzały się przypadki nieznalezienia minimum funkcjonału jakości sterowania.Poprawę wyników uzyskano jedynie dla wartości współczynnika Q2 mniejszych od Q1, gdyjednocześnie Q1 było mniejsze lub równe jedności. oceniono, że najbardziej zadowalającewyniki osiągnięto dla czasu całkowania 5 [s] z krokiem 0,05 [s] przy współczynnikachwagowych o wartościach Q1 = 1 oraz Q2 = 0,1. Na rys. 6 przedstawiono wykres zmian wysokościdla tych parametrów. Widać, że podczas pierwszej iteracji następuje zmiana wysokościnatomiast w drugiej jej stabilizacja. oscylacje wysokości w położeniu równowagi wynikają zezmian prędkości pionowej (rys. 7), co spowodowane jest wyznaczoną optymalną trajektoriąsterowania (rys. 8). analiza otrzymanych wyników wskazuje , że oscylacje prędkości pionowejw drugiej iteracji (rys. 7) wynikają z części całkowej funkcjonału. Ponieważ w drugiej iteracjiróżnica pomiędzy stanem początkowym i wartością zadaną wysokości jest nieznaczna, większywpływ na ostateczną wartość funkcjonału jakości ma prędkość pionowa. W przyjętejpostaci funkcjonału jakości nie uwzględniono zależności określającej wektor sterowania –wprowadzone zostało jedynie ograniczenie maksymalnej prędkości obrotowej silników. z tegopowodu trajektoria sterowania optymalnego przyjmuje charakter piłokształtny (rys. 8).Gdy wartość aktualna wysokości lotu jest niższa niż zadana, wówczas następuje skokowywzrost wartości prędkości sterowania, a następnie zmniejszanie jej aż do osiągnięciazadanej wysokości.
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rys. 6. zmiana wysokości lotu dla Q1 = 1, Q2 = 0,1 oraz tf - t0 = 5 s[Brzozowski – opracowanie własne]

rys. 7. zmiana prędkości pionowej dla Q1 = 1, Q2 = 0,1 oraz tf - t0 = 5 s[Brzozowski – opracowanie własne]
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rys. 8. zmiana prędkości obrotowej silników dla Q1 = 1, Q2 = 0,1 oraz tf - t0 = 5 s[Brzozowski – opracowanie własne]
3.1. Wnioski z przeprowadzonych badańotrzymane wyniki pokazują, że należy rozdzielić proces sterowania wysokością lotu na dwaetapy – na etap wznoszenia i etap stabilizacji wysokości. Dla każdego z tych etapów koniecznejest zastosowanie innych postaci funkcjonałów jakości starowania, tak aby wyeliminowaćoscylacyjny charakter zmian prędkości pionowej oraz sygnału sterującego podczas stabilizacjiwysokości. W oparciu o analizę wyników ustalono, że, aby uzyskać płynny przebieg trajektoriiwektorów stanu i sterowań, liczba przedziałów całkowania powinna wynosić około 100.Na tej podstawie powinien być dobierany czas i krok całkowania w algorytmie numerycznym.Ponadto stwierdzono, że zasadne będzie opracowanie algorytmu lub metodologii określaniawspółczynników Q funkcjonału jakości, aby nie było konieczne prowadzenie licznychi długotrwałych badań oraz ocena ich wpływu na otrzymane wyniki.4. PoDSUmoWaNIeW artykule przedstawiono opracowany i zaimplementowany numeryczny algorytmsterowania optymalnego metodą gradientów sprzężonych dla czterowirnikowego BSP.omówiono przeprowadzone badania symulacyjne mające na celu weryfikację poprawnościdziałania algorytmu dla przyjętych parametrów. zaprezentowane wyniki potwierdzają bardzoistotny wpływ współczynników funkcjonału jakości sterowania na skuteczność algorytmu.Podczas definiowania problemu sterowania optymalnego należy bardzo dokładnieprzeanalizować obiekt sterowania aby odpowiednio dobrać funkcjonał jakości sterowaniaoptymalnego oraz wartości współczynników. Dobrany funkcjonał jakości zaprezentowanyw artykule bardzo dobrze nadaje się do zastosowania na etapie zmiany wysokości lotu,jednakże podczas stabilizacji wysokości otrzymana trajektoria sterowania charakteryzuje sięzbyt dużą zmiennością wartości prędkości obrotowej silników. Planuje się przeprowadzeniedalszych badań dla różnych funkcjonałów jakości dla etapu wznoszenia i stabilizacji wysokości,przyjmując również postacie uwzględniające wektor sterowań.
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CONjUGATE GRADiENT METHOD fOR fLiGHT ALTiTUDE
OPTiMAL CONTROL ALGORiTHM Of A qUADROTOR

UNMANNED AERiAL vEHiCLE

Abstract
This paper presents results of studies on the usage of conjugate gradient method for solving

optimal control problem of flight altitude control of a quadrotor unmanned aerial vehicle (UAV).
Due to the differences in the control strategy affecting the character of minimized quality
functional, the problem was resolved on two issues: changing the flight altitude and altitude
stabilization. Conducted researches allowed to determine the impact of changes in the form of
a quality functional as well as of its timing and weighting factors on the designated optimal
control and state trajectory of a quadrotor UAV using conjugate gradient method during changing
and stabilizing flight altitude.

Keywords: optimal control, conjugate gradient method, quadrotor, UAV.
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