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Streszczenie. Artykul zawiera kilka ciekawych i niebanalnych (co jest oczywiscie subiektywna
opinig autorki) zadan zwiazanych z pochodng kierunkowa. Jest przeznaczony dla studentow, ktorzy
chcieliby utrwali¢ swoja wiedze w tym zakresie. Zadania nie sg trudne, ale wymagaja czegos wiecej
niz sprawdzenie zalozeri i podstawienie do wzoru. W pracy podano szczegbétowe rozwigzania tych

zadan. Na koncu artykutu Czytelnik znajdzie takze zadania do samodzielnej pracy.

Stowa kluczowe: pochodna kierunkowa, pochodne czastkowe, gradient, funkcje wielu zmiennych.

1. Teoria w skrocie

Bedziemy zajmowac sie tylko funkcjami rzeczywistymi dwodch zmiennych rzeczywistych, tzn. funkcjami

typu f: Dy — R, Dy C R2. Przypomnijmy podstawowe fakty dotyczace pochodnej kierunkowej (definicje

i wyprowadzenia sa w [1]). Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna w pewnym otoczeniu punktu Py(zg, yo),

to jej pochodna kierunkowa w punkcie P

e istnieje w kierunku dowolnego wektora u = [a, b], gdzie a® + b* > 0;

e w kierunku wektora u # 0 jest rOwna

of
ot

_of

of
n = 03 cosaJra— cos f3,

Po Y | Py

gdzie cosa i cos B sa kosinusami kierunkowymi wektora u;

e w kierunku wektora u # 0 jest rOwna

0
S| = llrad flml-cost, gsie 6 =< (wgrad fln,):
ol 1 py
: - . o of
e jest najwieksza w kierunku u = grad f|p, i wowczas 2l = llgrad f|p, Il
0
. L : o of
e jest najmniejsza w kierunku u = —grad f|p, i wowczas 5l = —|lgrad fp, |-
0
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2. Zadania z rozwigzaniami

Przyklad 1. Pochodna kierunkowa funkcji f(z,y) = xy w punkcie Py(1,2) w pewnym kierunku jest
réwna —0,4. Wyznaczy¢ ten kierunek.

Funkcja f jest funkcja klasy C' na calej plaszczyznie R?, wiec jest rézniczkowalna w otoczeniu kaz-
dego punktu. Istniejg zatem pochodne kierunkowe we wszystkich punktach i we wszystkich kierunkach.
Najpierw zauwazmy, ze jesli pochodna w kierunku wektora u jest réowna —0, 4, to pochodna w kierunku
kazdego wektora postaci tu, gdzie ¢ > 0, jest taka sama. Ustalmy zatem, ze szukany wektor u = [a, b] ma
np. dtugosé 1, tzn. va? + b2 = 1. Wowczas kosinusy kierunkowe wynosza:

a b
COSQ¥ = ——— = aq, cosff=—=1>
Va2 + b2 P Va2 +b?
Potrzebne nam sa pochodne czastkowe w punkcie Py:
af of
_— = = 2, —_— = = ]_.
833 P() PO 83/ PO PO
Ze wzoru (1) mamy %‘ = 2a + b, wiec z tresci zadania
Py
2
2a+b:—0,4:>b:—5—2a. (3)

Wiemy, ze a? + b? = 1, czyli
2
a® + ~2 9q) =1
5

4 8
2 2
+ —+-a+4a" =1 ’«2
a 25 5(1 a 5

12502 + 406 — 21 =0

A=40>+4-21-125=(5-8)2 +4-21-25-5=125-64+4-21-25-5=25-4(16 + 105) = 100 - 121

—40 — 110 3 —40 4+ 110 7
A=10-11 =110 e _ A+l
va M 250 5 250 25
Wzér na b mamy w (3). Zatem
4 2 14 24
b = —— —_ = — b = —_—— — — = — —
1T TE TR 775 25 25
Otrzymali$émy dwa wektory: 3 4 7 o4
we[3 e[

Mozna te wektory pomnozyé przez jakies liczby dodatnie (zgodnie z uwaga na poczatku tego przyktadu),
zeby mie¢ tadniejsza odpowiedz.

Odp. Pochodna kierunkowa funkcji f w punkcie Py jest rowna —0,4 w dwoch kierunkach, tzn. w kie-
runkach wektorow [—3,4] i [7, —24].

Dygresja. Wyobrazmy sobie powierzchnie z = f(z,y) jako powierzchnie pasma gdrskiego (szczyty, doliny, przelecze).
Czy nalezato spodziewaé sie dwéch kierunkéw? Czy mozliwe jest, abysmy otrzymali tylko jeden wektor? A trzy wektory?

A Zadnego?
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Przyklad 2. Wyznaczy¢ wszystkie punkty, w ktorych najwieksza pochodna kierunkowa funkcji
f(z,y) = /(22 + y?)3 jest réwna 12.

Oznaczmy wspoirzedne szukanego punktu: P(a,b). Oczywiscie (a, b) musi nalezeé¢ do dziedziny i w tym
punkcie musza istnie¢ ciggle pochodne czastkowe (inaczej nie rozwiazemy zadania, chyba ze z definicji
pochodnej kierunkowej). Na szczescie Dy = R2. Zapiszmy funkcje w wygodniejszej postaci:

3
2

flz,y) = (2® +9%)

i obliczmy pochodne czastkowe:

OF 1 Z302 4 2% 20(p = 3aV/a £ 12,

dxlp 2
0 3 1
2| 324l — a0

Zauwazmy, 7e Doy = Doy = Dy i f € C'(R?), czyli nie mamy zadnego dodatkowego ktopotu. Obliczamy
gradient i jego dlugosé: ’

grad f|p = [3@\/a2+b2,3b\/a2+b2} =3va? + b2 [a, b]

lgrad f|p|| = 3V/a2 + b2 - Va2 + b2 = 3(a® + b?).

Najwieksza pochodna kierunkowa jest réwna dlugosci gradientu, czyli z warunkéw zadania mamy
3(a® +b%) =12
a? + b =4.

W zadaniu nie ma nic wiecej, czyli mamy nieskoriczenie wiele punktow P(a,b), gdzie a? + b* = 4.

Odp. Punkty o podanej wlasnosci tworza okrag o srodku (0,0) i promieniu 2.

Dygresja. WyobraZmy sobie powierzchnie jako gory—doliny i uzasadnié. Czy ten wynik jest prawdopodobny?
Przyklad 3. Funkcja f(z,y) = ln% w punkcie P najszybciej rosnie w kierunku wektora [9, —4].
Znalez¢ wszystkie punkty o tej wlasnosci.

Zaczynamy od dziedziny (moze jest zbiorem pustym i nie trzeba bedzie nic robic). Musza by¢ spelnione
dwa warunki:

1
Py£0 A 2Tl g
Y
Warunek 2° mozna zapisa¢ jako

z+-—>0
1

> ——.
Y

Rysujemy linig przerywang hiperbole x = f% i prosta y = 0. Dzielg nam one plaszczyzne na cztery

obszary. W kazdym obszarze wybieramy jakis punkt i sprawdzamy, czy nalezy on do dziedziny. Rysujemy
dziedzine.
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Funkcja jest klasy C!, czyli pochodna kierunkowa mozemy policzyé¢ za pomocy gradientu. Z tresci
zadania wynika, ze gradient funkcji w nieznanym punkcie P(x,y) jest rownolegly do wektora [9, —4] i ma

taki sam zwrot, czyli

(to zalozenie t > 0 jest bardzo wazne). Obliczamy pochodne czastkowe i gradient:

Rozwigzujemy warunek (4):

grad f =t[9,—4], t >0

Yy —(zy

+1)-0

Y
xy+1’

st

d y=2
ad  y=3

of _ _y
ox wxy+1 y?
of  y  zy—(ey+-1 -1
Oy wy+1 y? y(zy +1)°
Y -1
rad f = , .
grac/ Lyﬂ y(wy+1)]
Y —1
, = [9¢t, —4t], t>0
[wy+1 y(wy+1)] [ )
-1
CA— — =4
zy+1 ylzy +1)
zy+1= XA A zy+1=—
9t 4ty
y 1
ot 4ty
4%t = 9t
(mozemy podzieli¢ przez t, bo z zatozenia jest ono roézne od zera)
y R
y=-3

(4)
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Powinnismy teraz jeszcze sprawdzié, czy dla tak wyliczonych wartosci y wyrazenie # jest dodatnie (bo
ma ono by¢ réwne 9¢, gdzie ¢ > 0). Nie musimy jednak nic liczy¢, bo to (akurat w tym zadaniu) wynika
z dziedziny. Zatem rysujemy proste y = % iy= —%, a nastepnie bierzemy ich czes¢ wspdlna z dziedzing
funkcji.

!

I

]

]

1
1
[

!
1

-1 1 oz
—1 ,///
//
/
%
II
1
[}
!
1
]
)
)
i
Z rysunku odczytujemy, ze szukane punkty naleza do zbioru
5 Nz > 2 V 5 Nx >
=_ANx>—C =——Ax><|;p.
Y 37 YT 2 3

A:{(m,y)ERQ: [ 5

Odp. Punkty o podanej wlasnosci naleza do zbioru A. Na rysunku zaznaczono je na niebiesko

V5

Przyklad 4. Niech f(z,y) = In(2y — ). Wyznaczy¢ punkty, w ktérych pochodna kierunkowa funkeji f
5
Zaczynamy od dziedziny (moze jest zbiorem pustym i nie trzeba bedzie nic robi¢). Musi by¢ spetniony

w pewnym kierunku wynosi
2y —x > 0.

warunek
Dziedzing funkcji jest zbiér punktéw tworzacych pétptaszczyzne: Dy = {(:c,y) eR?:y > %:c} . Funkcja
jest klasy C', czyli pochodng kierunkows w dowolnym punkcie dziedziny mozemy policzyé za pomoca

of -1 g_ 2
oy 2y—a’

£_2y—fz:7

gradientu, np. ze wzoru (2). Obliczamy wiec pochodne czastkowe, gradient i jego dtugosé:

grad f = |—— 2|,
20—x 2y —=x
4 V5 V5

2y — x)? B |2y — x| :2y—z

1
||grade = \/(2y 7‘%)2 (

(bo 2y —xz >0, cayli |2y — x| =2y —x ).
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Nie musimy wprowadzaé specjalnych oznaczen na wspélrzedne punktu, ktorego szukamy — bedzie to
po prostu punkt P(z,y). Z tresci zadania i wzoru (2) mamy

af _ af V3
@—ngade-COSQ A E7ARi
lgrad f]| - cos @ = ?
> cos@—é
2y —x 2
cosf = 2y ¢
2

Liczba po prawej stronie jest dodatnia (wynika to z dziedziny). Aby byla réwna kosinusowi pewnej

liczby 6, musi by¢ mniejsza lub rowna 1. Korzystamy tu z cigglosci funkcji kosinus. Mamy:

20 —x

0< <1

0<2y—az <2
r<2y<z+2

L <y< L +1

—z -z + 1.

2" = ¥=73

Sprawdzamy, czy punkty (x,y) spelniajace powyzszy warunek naleza do dziedziny — oczywiscie naleza.

Szkicujemy rysunek i piszemy odpowiedz.

e —

Odp. Punkty o podanej wlasnosci tworza zbior A = {(z,y) € R?: 32 < y < 1z + 1}. Na rysunku

zaznaczono je kolorem niebieskim.

Przyklad 5. Najwieksza pochodna kierunkowa funkcji f(z,y) = 62y +32* —2y® w punkcie P jest réwna
of
Cozlp

Podana funkcja jest wielomianem, wigc f € C!(R). Na pewno przydadza si¢ nam pochodne kierunkowe

. Znalez¢ wszystkie punkty o tej wlasnosci.

i gradient:
0 0
—ai = 6y + 6, —az = 6z — 6y°, grad f = [6y + 6z, 62 — 6y*] = 6[x + v,z — 7.
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W tym zadaniu réwniez nie wprowadzamy specjalnych oznaczeri na wspolrzedne punktu P. Rozwigzemy
je dwoma sposobami (dla urozmaicenia).

I sposéb

Pamietamy, ze pochodna czastkowa wzgledem x w punkcie P jest pochodna kierunkowa w kierunku

7]
wektora [1, 0], wiec pochodna kierunkowa w kierunku przeciwnym (tzn. [—1, 0]) jest rowna _of . Z tresci

Oxlp

zadania wynika, ze wektor [—1, 0] wskazuje kierunek najszybszego wzrostu funkcji f, tzn.
grad f =t[—1,0], gdzie t>0

(teraz dopuszczamy t = 0, bo pochodna wzgledem x moze mie¢ wartoS¢ zero — wowczas wszystkie
pochodne kierunkowe tez beda réwne zero). Mamy:

[6y + 62,62 — 6y°] = [~t,0] & (62 +6y=—t A 6z—6y>=0).

Pierwszy warunek mowi, ze 6z + 6y < 0 (bo 6z + 6y = —t it > 0), czyli naszych punktéw musimy szukaé
na poétplaszczyznie y < —z. Drugi warunek moéwi, ze nasze punkty leza na paraboli z = y2. Rysujemy
oba zbiory i zaznaczamy cze$¢ wspolng.

Z rysunku (akurat wyszed! tadny) mozemy wszystko odczytac i napisa¢ odpowiedz.

Odp. Punkty o podanej wlasnosci tworza zbior A = {(a, —/a): a € (0,1)}. Na rysunku zaznaczono je
kolorem niebieskim.

Dygresja. Odpowiedz mozna tez sformulowaé inaczej, np.:
e Podany warunek spelniaja wszystkie punkty postaci P(a, —+/a), gdzie a € (0,1).
e Podany warunek spetniaja wszystkie punkty postaci P(b?, —b), gdzie b € (0,1).

e Podany warunek spetniaja wszystkie punkty postaci P(c?,c), gdzie ¢ € (—1,0).
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IT sposéb

Wiemy, ze najwieksza pochodna kierunkowa jest rowna dlugosci gradientu. Kazdy wektor ma nie-
ujemng dlugosé, wiec najwieksza pochodna kierunkowa musi by¢ nieujemna. Mamy wiec do rozwigzania
nastepujaca koniunkcje dwoch warunkow:

[grad f|| =—% A —% >0

6V/(z+y)? + (@ —y2)? = —6(z+y) |(...)° —6(z +y) >0

(@+9)?+ (2 —9?) = (x +y) v +y <0
z—y*=0 y<—ux.

Otrzymali$my te same warunki. W tej metodzie byla jedna putapka: podnoszenie réwnania stronami do
kwadratu. Trzeba pamieta¢ o sprawdzeniu znaku obu stron i ewentualnych dodatkowych zatozeniach,
jesli decydujemy sie na taki krok. Tu nie byto problemu, bo juz w pierwszym wierszu napisalisémy, ze
prawa strona pierwszego réwnania musi by¢ nieujemna.

3. Zadania i odpowiedzi

Warto teraz rozwiazaé¢ samodzielnie kilka zadan, np. podanych ponizej. Wiecej zadan Czytelnik moze

znalez¢ w 2] 1 [3].

Zadanie 1. Wyznaczy¢ wszystkie punkty, w ktorych pochodna kierunkowa funkcji f(z,y) = arctg d
Y

1

w pewnym kierunku jest rowna —3

1
Zadanie 2. Najwieksza pochodna kierunkowa funkcji f(z,y) = §x3 + y? — 2zy w punkcie P jest rowna
of

—| . Znalez¢ wszystkie punkty o tej wlasnosci.
oxlp

1
Zadanie 3. Najmniejsza pochodna kierunkowa funkeji f(z,y) = §x3 +1? — 22y w punkcie P jest rowna
of

90 |p Znalez¢ wszystkie punkty o tej wlasnosci.
y P

Zadanie 4. Wyznaczy¢ wszystkie punkty, dla ktorych wektor u = [12, 1] wskazuje kierunek najszybszego

wzrostu funkcji f(z,y) = /422 — y2.

Zadanie 5. Wyznaczy¢ wszystkie punkty, dla ktorych wektor u = [—4, 3] wskazuje kierunek najszybszego

wzrostu funkeji f(z,y) = \/4x? — y2.

Odpowiedz 1. Punkty o podanej wlasnosci tworzg zbior A = {(z,y) € R?: 22 +y> <9 A 1y #0}.
Jest to koto o $rodku (0,0) i promieniu 3 bez punktéow lezacych na osi Owx.

Wskazowka. Jesli pochodna tej funkcji w pewnym kierunku jest rowna —%, to w kierunku przeciwnym
jest rowna % Zadanie mozna rozwiaza¢ podobnie jak przyktad 4.



Wtasnosci pochodnej kierunkowej w zadaniach 69

Odpowiedz 2. Wszystkie punkty o tej wlasnosci maja posta¢ P(a,a), gdzie a € (—o0,0) U (2, +00).
Tworza one dwie polproste.

Odpowiedz 3. Wszystkie punkty o tej wlasnosci maja postaé P(a, %az), gdzie a € (0,2).
Odpowiedz 4. Wszystkie punkty o tej wlasnosci maja postaé P(3a, —a), gdzie a > 0.

Odpowiedz 5. Nie ma takich punktow.
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