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Wariacje na temat Probleméw Burnside’a*

1. Wprowadzenie. W 1902 roku W. Burnside sformulowal dwa pro-
blemy znane dzi§ pod nazwa Ogdlnego i Ograniczonego Problemu Burn-
side’al, ktére pytaja odpowiednio, o lokalng skoficzono$é grup torsyjnych
i lokalng skoficzono$é grup torsyjnych ze wspoélnie ograniczonym rzedem
wszystkich elementéw. Potem, w latach 50-tych, sformulowano jeszcze je-
den problem, nazwany Ostabionym Problemem Burnside’a, ktéry pyta o to,
czy wsréd skoficzonych grup o ustalonym skoficzonym wykladniku i ustalo-
nej liczbie generatoréw istnieje grupa maksymalnego rzedu?

Teorie i konstrukcje stworzone na potrzeby rozwigzah Probleméw Burn-
side’a dostarczyly skutecznych metod dla znalezienia odpowiedzi na wiele
innych waznych pytah z réznych dzialéw teorii grup i daty silny impuls
dla intensywnych dalszych badafi w bardzo réinych kierunkach. Niestety,
na ogbl sy to bardzo trudne teorie i ich przedstawienie w krétkiej prze-
gladowej notce nie jest mozliwe. Zrozumienie rozwigzania jedynie Ogdlnego
Problemu Burnside’a nie wymaga obszernej wiedzy ([3], [9]). Pelne zrozu-
mienie kazdego z pozostatych, wymaga przestudiowania przynajmniej jednej
z obszernych monografii ([2], [18] — Ograniczony Problem Burnside’a; [11],
[22] - Ostabiony Problem Burnside’a).

W niniejszym artykule przedstawimy kilka zagadnien zwiazanych z po-
Szczegblnymi Problemami Burnside’a, wchodzacych w zakres réznych ob-
Szarw teorii grup. Nie bedziemy przy tym silié si¢ ani na przedstawienie
Wyczerpujacego obrazu tych obszaréw, ani tez wnika¢ w glebsze szczegdly.

otywem przewodnim bedg wigc Problemy Burnside’a, chociaz czasem beda
one bardzo luzno zwigzane z przedstawianymi zagadnieniami.

2. O grupie Grigorchuka i klasyfikacji skoficzonych p-grup.
W (3] przedstawiono dwa résne rozwigzania Ogdlnego Problemu Burnside’a:

* Artykut ten jest oparty na wykladzie wygloszonym przez autora w dniu 6 wrzeénia
2006 roku w Gdarsku na Forum Matematykéw Polskich, Gdansk 4-8 wrzesnia 2006.
Nazwy dla poszczegélnych probleméw sa przyjete za Kostrikinem [11].
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uproszczong wersje rozwigzania Goloda z 1964 roku i szczegélny przypadek
konstrukcji Gupty i Sidki z 1983 roku. Ze wszystkich znanych rozwigzan tego
problemu, chyba najwigksza ‘medialng kariere’ zrobita konstrukcja R. I. Gri-
gorchuka z 1980 roku. Przedstawimy ja pokrétce.

Niech 7T bedzie ukorzenionym nieskonczonym drzewem binarnym.

Wierzchotkami tego drzewa sa wszystkie skonczone ciagi binarne i ciag pu-
sty (korzeh drzewa). Bezposrednimi potomkami korzenia ( ) sa ciagi (0)

i (1). Ogdlnie jesli a = (ay,as,...,a,) jest wierzchotkiem tego drzewa, to
jego bezposrednimi potomkami sg a0 = (a1, a2, - +,an,0) i al = (a1, a2, -
-+, an, 1). Dla ustalonego wierzchotka v = (v1,v2,...,vs) tego drzewa zbidr

wszystkich wierzchotkéw drzewa 7', bedacych potomkami v, wraz z v jako
korzeniem, tworzg poddrzewo 7T, izomorficzne z 7. Jesli a jest automorfi-
zmem drzewa 7 i v jest jego dowolnym wierzcholkiem ré6znym od korzenia, to
przez a, oznaczymy automorfizm drzewa 7, ktéry na poddrzewie 7, dziala
tak, jak a na 7, a na wierzchotkach nie nalezacych do 7, dziala tozsamo-
$ciowo. Dokladniej, dla u = (uy,us,...,un) 0znaczmy przez vu konkatena-
cje ciaggéw v i u tzn. vu = (v1,v2,...,Un, U1, U2, . .., Um). Jedli teraz w = vu,
to a,(w) = va(u). Jesli natomiast w nie da si¢ przedstawi¢ w postaci vu, to
oy (w) = w. '

Niech teraz m bedzie automorfizmem drzewa T', ktére transponuje pod-
drzewa 7o) i T(y), tzn. dla w = (wy,we,...,wk), k > 0, mamy

m(w) = (w; + 1(mod 2),ws, ..., wk)

i rozwazmy trzy inwolucje f, g, h zdefiniowane rekurency;nie wzorami:
f=90°muy, 9=hoomq), h=foom.
Przeksztalcenia te dzialaja tak, jak pokazuje ponizszy rysunek (patrz [13],

str. 283):
Nietrudno zauwazyé, ze f, g i h sa parami przemienne i {e, f,g,h} jest
czwoérkows grupa Kleina (e jest przeksztalceniem tozsamosciowym).
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TWIERDZENIE 1. Niech G bedzie podgrupg grupy automorfizméw drzewa
T generowang przez zbidr {r, f, g, h}. Wéwczas G jest nieskoriczong 2-grupg
(zwang grupg Grigorchuka).

Dowdd tego twierdzenia, negatywnie rozwigzujacego Ogdlny Problem
Burnside’a nie jest skomplikowany. Mozna sie o tym przekonaé np. w [9],
str. 236 lub w [13], str. 284, a tez samodzielna préba jego udowodnienia
moze by¢ bardzo pouczajaca.

Konstrukcja Grigorchuka jest czesto przywolywana w zwiazku z pyta-
niem Milnora o istnienie grup o poérednim wzroécie. Dla nas jest to pretekst
do zwrécenia uwagi na zagadnienie klasyfikacji grup skoficzonych. Istnieje
kilka réznych podej$é do tego zagadnienia. Jednym z najbardziej natural-
nych, ale i prymitywnych kryteriéw klasyfikacyjnych, jest wielko$é grupy,
Przy czym nie liczba elementéw grupy jest tu wielkoScia, a liczba liczb pierw-
szych (niekoniecznie réznych), ktérych iloczyn jest rzedem grupy. :

Pierwsze préby takiej klasyfikacji siegaja poczatkéw teorii grup, kiedy to
A. Cayley w 1854 roku podatl liste grup rzedu 22 i 2-3. Jak pokazuje ponizsza
tabela, postepy sa doéé mierne nawet w przypadku p-grup, a tez ta tabela nie
zawiera informacji o wielodci podejmowanych préb i iloéci bledéw, jakie po
drodze popetniano, zanim opis grup ustalonego rzedu okazal si¢ poprawnym.

Rzqd Kto Kiedy [Rzqd Kto Kiedy
p, 22 Cayley 1854 | p? Netto 1882

23 Kempe 1886 | p3 Cole i Glover 1893

p* |Holder, Young | 1893 | 25 Miller 1896

3° James 1968 | 26 Miller; Hall i Senior 1930, 1964

3 | Baldwin [1987 | 27 |James, Newman, O’Brien | 1990
" | Wilkinson? [1988 | 28 O’Brien 1991

: Wynik dotyczy grup o wykladniku p. Praca Wilkinsona zawiera bledy.
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Wydaje sie, ze nie ma szans na klasyfikacje¢ skonczonych grup, analo-
giczna do tej, jaka uzyskano dla skohczonych grup prostych. Nie mozna
tego zrobié nawet w przypadku, gdy ograniczymy sie do rzedéw postaci p”,
gdzie p jest liczbg pierwszg, poniewaz nie istnieje skoficzona liczba niezmien-
nikéw, charakteryzujaca z dokladnoscig do izomorfizmu wszystkie skonczone
p-grupy. Lista niezmiennikéw, pozwalajacych na odréznienie grup, jak i lista
grup ustalonego rzedu gwaltownie rosnie wraz ze wzrostem rzedu. W latach
szeéédziesigtych G. Higman i C. C. Sims udowodnili, ze liczba G(p™) grup
rzedu p” jest réwna

G(p") = p2Fr o),
a wiec jest funkcjg zaréwno argumentu n, jak i p. Mimo tego, dla ustalonego
n nie jest problemem podanie kompletnej listy grup rzedu p™. Powaznym
problemem jest natomiast jej redukcja, do listy nie zawierajacej powtorzen.

Jak zaznaczyliSémy, dzialalno$¢ prowadzaca do opisu grup ustalonego
rzedu trudno uznaé za prébe klasyfikacji skonczonych grup lub nawet jej
proteze. Ma ona jednak pewne walory, chociazby z tego powodu, ze pozwala
przetestowaé pewne hipotezy ogélnej natury, jak tez tworzy 'biblioteki’ grup
i komputerowych narzedzi do badania ich wlasnoéci i pokazuje ograniczenia
dla mozliwo$ci komputeréw. Dla potwierdzenia tego stwierdzenia odnotujmy
jeszcze dwa wyniki, ktdrych uzyskanie bylo oparte na obliczeniach kompu-
terowych. Zacznijmy od wyniku, ktéry mozna dopisa¢ do powyzszej tabeli.

TWIERDZENIE 2. Jesli p jest liczbg pierwszq, to
(a) ([16])) dlap > 5, liczba nieizomorficanych grup rzegdu p® jest réwna liczbie

3p%+39p+344+24NW D(p—1,p)+11INW D(p—1,4)+2NW D(p—1,5).
(b) ([17)) dla p > 5, liczba p-grup rzedu p jest réwna liczbie

3p® + 12p* + 44p® + 170p* + 707p + 2455+
(4p® + 44p + 291)NWD(p — 1,3) +
(p? + 19p + 135)NWD(p — 1,4) +
(3p+31)NWD(p—1,5)+
ANWD(p—-1,7)+5NWD(p—-1,8)+ NWD(p—1,9).
Ponadto, istnieje 9310 grup rzedu 37 oraz 34297 grup rzedu 57.

Pod koniec ubieglego wieku kilku matematykéw niemieckich i australij-
skich, zmotywowanych zblizajagcym si¢ koncem wieku, podjelo sie sklasyfi-
kowania grup rzedu < 2 000. Projekt zakonczyl sie sukcesem. Zgodnie z 4]
istnieje

49 910 529 484
grup rzedu < 2000.
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Liczbe 2-grup rzedu nie wigkszego niz 219 podaje nastepujaca tabela [4].

2" 21418116 {32 [64 | 128 | 256 512 1024
Liczba grup |1 |2 |5 {14 |51 [267 |2328 |56 092 (10494 213 {49 487 365 422

Liczba grup rzedu < 2000, ktére nie sg 2-grupami, wynosi 423 164 062,
co stanowi mniej niz 0,85% wszystkich grup tego rzedu. Mozna wiec zazar-
towad, ze

Prawie wszystkie grupy skoriczone sq 2-grupami.

Zatem bez obaw o posadzenie, ze zajmuje sie¢ w mojej pracy badawczej
jakimis$ marginaliami, moge si¢ teraz przyznac, ze gléwnym obszarem moich
zainteresowan naukowych sg p-grupy.

Jedna z licznych, waznych wlasnosci grupy Grigorchuka jest nastepujace:

TWIERDZENIE 3. Grupa Grigorchuke G zawiera wszystkie skoriczone
2-grupy z dokladnoscig do izomorfizmu.

Wobec tego, ‘prawie’ wszystkie grupy skonczone sg zawarte w grupie
Grigorchuka.

Istnieja inne, wazniejsze podejScia do préb klasyfikacji skonczonych
p-grup. Sa one oparte na lepszym doborze kluczowego niezmiennika, be-
dacego podstawg klasyfikacji. Jednym z nich jest podej$cie zapoczatkowane
w koncu lat siedemdziesiatych XX wieku oparte na pojeciu ko-klasy skon-
czonych p-grup.

DEFINICJA 1. (a) Moéwimy, ze grupa G jest nilpotentna, jeSli istnieje
liczba naturalna n taka, ze dla dowolnych g¢1,gs,...,9,41 € G zachodzi
réwnosé

(9'1,92, ) 7g‘n+1) = 1)
gdZie (91792) = 9;19519192 idlaz> 1’ (91,92) s 79’H—1) = ((glag2a “e agi)7
gi+1). Najmniejsza liczba naturalna n o tej wlasnoéci nazywa sie stopniem
nilpotentnosci grupy G.

(b) Niech G bedzie grupg o rzedzie p™ i stopniu nilpotentnoéci m. Ko-
klasq grupy G nazywamy liczbe n — m.

W szczegblnodci, grupy o maksymalnym stopniu nilpotentnoéci, to grupy
0 ko-klasie 1, poniewaz maksymalny stopieh nilpotentnoéci grupy rzedu p®
Jest rtéwny n— 1. Tak wiec, np. 2-grupy o ko-klasie 1 rzedu 2" sa to grupy: di-
hedralna D,,, példihedralna S, i uogélniona grupa kwaternionéw Q,,. Mozna
Je rozmiescié jako wierzchotki nieskonczonego drzewa, tak, ze potomkami do-
wolnie ustalonego wierzchotka sg grupy, z ktérych 6w wierzcholek mozna
uzyskaé dzielac przez centralng podgrupe rzedu 2 zawartg w komutancie
grupy. Mamy zatem jedna nieskonczona galaZ, w ktorej wierzcholkami sa
grupy D, i nieskoniczenie wiele ‘odrostéw’ dlugosci jeden koficzacych sie
wierzchotkami S, i Q,,, a te z kolei s3 ‘bezplodne’ — nie maja potomkéw.
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Takie drzewa stanowig podstawe klasyfikacji p-grup ustalonej ko-klasy
dla dowolnej liczby pierwszej p. Dla 3-grup o ko-klasie 1 odpowiedni graf
jest nieco bardziej skomplikowany. Tu réwniez jest jedna galaZz nieskonczona
i z kazdego -wierzcholka tej galezi wyrastaja odrosty dlugosci 1 lub 3. Na
rysunku podane sg liczby méwigce ile jest tych ‘bezplodnych’ odrostéw od
wierzchotka bezposrednio poprzedzajacego.

37

Wszystkie 2-grupy o ko-klasie 2, poza pewna liczbg sporadycznych przy-
padkéw nieduzego rzedu, mozna podzieli¢ na 5 rodzin, ktérym mozna przy-
pisaé analogiczne grafy. Dwa z nich pokazuje ponizszy rysunek.

21() 210
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Z kazdym z tych graféw w naturalny spos6b mozna zwigzaé pro-2-grupe,
przy tym dla réznych graféw te pro-2-grupy nie sa izomorficzne i dodat-
kowo wyczerpujg one wszystkie pro-2-grupy o rozwazanej ko-klasie. Oprocz
2-grup wchodzacych w sklad rodzin zwigzanych z poszczegblnymi grafami
dla ustalonej ko-klasy, wystepuja 2-grupy, ktérych do takich rodzin zaliczy¢
nie mozna. Takich grup jest ‘niewiele’, bo skonczona liczba, nazwijmy je,
jak wyzej, sporadycznymi. Przyktadowy wynik, ktéry przedstawia sytuacje
w rodzinach 2-grup o ko-klasach 2 i 3 podaje nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 4. (M. F. Newman, E. O’Brien (1999))

(a) Istnieje 5 nieizomorficznych pro-2-grup o ko-klasie 2. Dla dowolnego
n > 6 istnieje 38 nieizomorficznych 2-grup rzedu 2™ o ko-klasie 2, gdy n
jest parzyste i 29 takich grup dla n nieparzystego. Istniejg 23 sporadyczne
2-grupy o ko-klasie 2 (wszystkie majqg rzqd < 2°).

(b) Istniejg 54 nieizomorficzne pro-2-grupy o ko-klasie 3. Istniejg 1782
sporadyczne 2-grupy o ko-klasie 3 (wszystkie majg rzqd < 2'4).

Niestety, nie znaleziono jeszcze takich pelnych opiséw p-grup dla p > 2
i ustalonej ko-klasie. Ba, nawet grupy o ko-klasie 1 dla p = 5 (nie méwiac
o wigkszych p) nie sa do konca opisane. Niemniej, wiele w tej dziedzinie
zrobiono. Giéwny nurt badan na tym polu byl prowadzony w zwigzku z na-
stepujaca lista pieciu hipotez sformulowanych przez C. R. Leedhama-Greena
i M. F. Newmana w 1980 roku.

(A) Istnieje funkcja f : N x N — N taka, ze dla dowolnej skoriczonej p-
grupy o ko-klasie r istnieje normalna podgrupa K o stopniu nilpotentnosci
< 2 i indeksie < f(p,T).

(B) Istnieje funkcja g : N x N — N taka, ze kazda skoticzona p-grupa o ko-
klasie r jest rozwigzalna stopnia < g(p,r).

(C) Kazda pro-p-grupa o skoticzonej ko-klasie jest rozwigzalna.

(D) Dla ustalonych p i r istnieje tylko skoticzona liczba pro-p-grup o ko-
klasie r.

(E) Istnieje tylko skoriczona liczba pro-p-grup rozwigzalnych o ustalonej ko-
klasie r.

Nietrudno zauwazy¢, ze prawdziwo$¢ dowolnego z tych zdah implikuje
prawdziwo$¢ wczesniejszych. Zostala ona potwierdzona, tyle, ze w kolejno-
Sci, w jakiej je podano. Moze wlasnie dzigki temu powstala obszerna i pigkna
teoria, w ktorej intensywnie korzysta si¢ z technik innych dzialéw matema-
tyki. Chetnych do zapoznania si¢ z nig odsytam do nietatwej monografii {13].
Dodam, ze w tej teorii wazng role spelnia réwniez grupa Grigorchuka.

Inne, liczne podejécia do opisu skonczonych p-grup sa mniej usystema-
tyzowane. Jest nadzieja, ze t¢ sytuacje nieco poprawi, od kilku lat zapo-
wiadana, trzytomowa monografia J. G. Berkovicha, ‘Finite p-groups’. Jej
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trzeci tom, napisany wspodlnie z Z. Janko, konczy sie lista ponad 1300 nie-
rozwigzanych probleméw dotyczacych tej dziedziny zajmujacych prawie 100
"koncowych stron.

3. Wokét wolnych grup Burnside’a. Rozwigzanie Ograniczonego
Problemu Burnside’a sprowadza si¢ do rozstrzygniecia, czy grupa B(m,n)
jest skonczona. Jest ona zdefiniowana jako grupa o m generatorach, w ktérej
kazda zalezno$é miedzy elementami wynika z tozsamosci z” = 1 i aksjoma-
tow grupy. Méwigc precyzyjnié, jest to grupa wolna w klasie réwnoscio-
wej (rozmaitodci) grup wyznaczonej przez tozsamo$¢ x™ = 1. Rozwiazanie
Adiana i Novikova méwi o nieskoficzonosci grupy B(m,n) dlam > 2 i dowol-
nego nieparzystego n > 4381. Udoskonalenia teorii podane przez Adiana,
- pozwolily na wzmocnienie tezy przez obnizenie wykiladnika n do wartosci
nieparzystych, nie mniejszych niz 665 [2]. Rozwigzania dla dostatecznie du-
zych parzystych wykladnikéw zostaly podane przez S. V. Ivanova [8] dla
wykladnikéw postaci 2%k > 2% - 8 i niezaleznie przez I. G. Lysionka [14] dla
wykladnikéw postaci 2k > 8000. Podobnie, jak prace Adiana i Novikova,
oba rozwiazania sg bardzo dlugie: praca Ivanova liczy ponad 300 stron, a Ly-
sionka — ponad 200. Rozwiazania te r6znig si¢ takze metodami. Ivanov opart
sie¢ na metodach Olshanskiego ([18]), a Lysionok na monografii [2].

Teoria Olshanskiego pozwolila na konstrukcje nieskonczonych grup tor-
syjnych (o bardzo duzych wykladnikach bedacych liczbami pierwszymi),
w ktérych kazda podgrupa jest cykliczna. Sg one oczywiscie grupami ilo-
razowymi odpowiednich grup B(2,n). Ta ostatnia ma nieskonczenie wiele
nieizomorficznych ilorazéw. Okazuje sie¢ ponadto, ze dla dowolnego m, grupe
B(m,n) (a wiec i B(0o,n)) mozna monomorficznie zanurzy¢ w B(2,n). Za-
tem sg w niej zawarte nieskoficzone rosnace ciggi podgrup, jak i nieskonczone
malejace.

Grupy B(m,n) maja réwniez inne cechy charakterystyczne dla grup wol-
nych w klasie wszystkich grup. Jedng z nich jest fakt, ze centralizator jej
dowolnego elementu réznego od neutralnego jest grupa cykliczng, czy to, ze
ma ona wzrost podobny do wzrostu grupy wolnej. Przypomnijmy, ze. jesli
G jest grupg skoficzenie generowang, to jej funkcja wzrostu «(s) przyjmuje
wartosci réwne liczbie réznych elementéw, jakie mozna otrzymaé w postaci
iloczynéw s elementéw ze zbioru jego generatorédw lub ich odwrotnosci. Dla
grupy wolnej o dwéch generatorach latwo stwierdzié, ze y(s) = 4-3°~1, gdy
tymczasem dla grupy B(2,n), gdzie n jest liczba nieparzysta wieksza od
665, zachodzi nieréwnoéé y(s) > 4 - (2,9)°~!. Obie grupy maja wigc wzrost
wykladniczy.

Czytelnika zainteresowanego poznaniem innych wlasnoéci grup B(m,n)
i to podanych z pierwszej reki odsylamy do przegladowej pracy [1], skad
zaczerpnigto powyzsze informacje. Autor sygnalizuje w niej réwniez gléwnag
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ideg teorii Adiana i Novikova. Ponizej zajmiemy sie jedna z waznych klas
grup, dla opisu ktdrej, techniki stworzone na potrzeby rozwigzania Ograni-
czonego Problemu Burnside’a przyniosly istotne korzysci.

DEFINICJA 2. Grupe G nazywamy mierzalng (ang. amenable group), je-
zeli istnieje miara p okreslona na G taka, ze:

() w(G)=1;
(if) u(AUB) = u(A)+ p(B), dla dowolnych rozlacznych podzbioréw A i B
grupy G;

(iii) dla dowolnego g € G i dowolnego A C G, u(A) = u(gA).

Pojecie grupy mierzalnej pojawilo si¢ w zwiazku ze slynng konstrukcja
z 1924 roku, zwang paradoksem Banacha-Tarskiego. Banach i Tarski poka-
zali, ze dla dowolnych podzbioréw A i B o niepustych wnetrzach, zawartych
w przestrzeni R3, istniejg ich rozklady na rozlaczne podzbiory: A = |J-_, A;,
B = |, B; takie, ze dla kazdego i = 1,2,...n, istnieje 0 € SO(3) taki,
ze A7 = B,;. Jak zauwazyl J. von Neumann, istnienie paradoksu Banacha-
Tarskiego jest konsekwencja wlasnoséci grupy SO(3), a nie geometrii prze-
strzeni R®. On tez wprowadzil pojecie grupy mierzalnej i udowodnit pod-
stawowe fakty z nim zwigzane.

STWIERDZENIE 5. (J. von Neumann, 1929).
(a) Kazda grupa skoriczona jest mierzalna.
(b) Kazda grupa abelowa jest mierzalna.
(¢) Rozszerzenie grupy mierzalnej za pomocg grupy mierzalnej jest grupg
mierzalng; w szczegdlnosci, grupy rozwigzalne s¢g mierzalne.

Pozostawiamy czytelnikowi préby udowodnienia powyzszych faktéw.
Stajg sie one duzo latwiejsze, jesli skorzystaé z nastepujacej charaktery-
zacjl grup mierzalnych, podanej przez Fglnera w 1955 roku: Grupa G jest
mierzalna wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych podzbioréw M,S C G
i dowolnego € > 0 istnieje taki skoficzony podzbiér N C G, ze M C N oraz
zachodzi nieréwnoéé

[N NsN| 1
——[ NI > £,
dla kazdego s € S.

Niemierzalno§é grupy SO(3) daje wlasnie mozliwo$é konstrukcji Bana-
cha-Tarskiego. Z pracy von Neumanna wynika, Ze niemierzalng jest takze
grupa SL(2,Z), bo zawiera nieabelowa grupe wolna, jako podgrupe. Z tego
powodu, analogiczne konstrukcje do konstrukcji Banacha-Tarskiego sa moz-
liwe takze w R?. Jemu (tzn. von Neumannowi) przypisywane jest réwniez
autorstwo nastepujacego pytania:

Czy kazda grupa niemierzalna zawiera nieabelowq grupe wolng?
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W 1972 roku J. Tits udowodnil wazne twierdzenie, znane dzi$ pod nazwa
alternatywy Titsa, dajace pozytywna odpowiedZ na pytanie von Neumanna
dla grup liniowych.

TWIERDZENIE 6 (J. Tits, 1972). Niech G bedzie grupg liniowg nad ciatem
charakterystyki zero. Wéwczas G zawiera nieabelowg podgrupe wolng lub G
zawiera rozwigzalng podgrupe skoriczonego indeksu.

Negatywne rozwigzanie problemu w ogélnym przypadku, jako pierwszy
podal A. J. Olshanskii w 1980 roku, wykorzystujac do tego swoje techniki
wypracowane na potrzeby Ograniczonego Problemu Burnside’a. Dwa lata
pozniej S. I. Adian udowodnil, ze dla m > 1 i nieparzystych n > 665,
grupy B(m,n) nie sa mierzalne. One, rzecz jasna, nie zawieraja nieabelowych
podgrup wolnych.

Kontrprzyklady podane zaréwno przez Olshanskiego, jak i Adiana sa
grupami nieskonczenie prezentowalnymi. Pytanie o to, czy istnieja takie
kontrprzyklady skoficzenie prezentowalne, podal m.in. R. Grigorchuk w 1982
roku. Przez wiele lat gléwnym kandydatem na kontrprzyklad byla tzw.
grupa F' Thompsona. Mozna ja zdefiniowaé¢ w nastepujacy sposéb:

-1 . .
F ={zg,z1,22,...| 2] zjz; = xj41 dla © < j).

W tej prezentacji mamy nieskoficzenie wiele generatoréw i tylez relacji
okreSlajacych. Mozna jednak bez trudu zastapié ja prezentacja:

F = (zg, 24| (xoxl_l,xglxlxo) =1, (moxl"l,xo_lexg) =1).

Jest to zatem skonczenie generowana grupa skohczenie prezentowalna. Gru-
pa F' ma wiele interesujacych wlasnoéci i zastosowan (patrz [5]). Wiadomo
tez, ze nie zawiera ona nieabelowej wolnej podgrupy, a w 1979 wysunigto
hipoteze, ze jest to grupa niemierzalna. Niestety, podejmowane préby po-
twierdzenia tej hipotezy, poki co, nie przyniosty rozstrzygniecia.

W 2002 roku pojawila sie praca A. Yu. Olshanskiego i M. V. Sapira [19],
w ktérej podano konstrukcje skonczenie prezentowalnej grupy niemierzalnej,
niezawierajacej nieabelowej wolnej podgrupy. Na ponad 100 stronach auto-
rzy konstruujg grupe G, ktéra jest rozszerzeniem grupy o wykladniku n,
(dla bardzo duzych n), za pomoca grupy cyklicznej. Ten przyklad pozwala
nawigzaé do jeszcze jednego problemu. Otéz, z powyzszej informacji wynika,
ze w skonstruowanej grupie G, dla dowolnych z,y € G, zachodzi réwnosé
(z,y)™ = 1. W 1961 roku I. D. MacDonald postawil nastepujace pytanie:

Niech G bedzie grupg, w ktérej dla dowolnych x,y € G spelniony jest
warunek (z,y)" = 1. Czy komutant G' grupy G jest grupg torsyjng?

W pracy, w ktdrej to pytanie bylo postawione, MacDonald udowodnit, ze
jezeli w grupie G spelniona jest tozsamo$é (z,y)? = 1, to G’ ma wykladnik
4. Dowéd twierdzenia nie jest szczegélnie trudny i sugerujemy czytelnikowi
wyprébowania swoich sil. W 1965 roku N. Gupta pokazal, ze jezeli G spelnia
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tozsamodé (x,y)3 = 1, to G’ jest 3-grupa. Do dzisiaj jednak nie wiadomo, czy
przy tym zalozeniu G’ ma skoficzony wykladnik. Dowéd N. Gupty oparty
byl na nielatwej do odkrycia, nastepujacej obserwacji:

Jesli ¢ € G jest taki, ze ¢ = 1, to dla dowolnego = € G,

(c:z:)3 = (w2c2$‘1)"1(xczwcm‘2)"1(x2c2m’1)(mc2xca:_2)x3

2.2 2

= (z°c*z7, ztzcx%)2?

W 1999 roku, korzystajac z technik Olshanskiego, Deryabina i Kozhevni-
kov podali konstrukcje kontrprzykladu odpowiadajacego na pytanie MacDo-
nalda, dla dostatecznie duzych nieparzystych n (n > 107%), a w 2000 roku
S. I. Adian podal konstrukcje kontrprzykladéw dla dowolnej liczby niepa-
rzystej n wigkszej od 1001.

Odnotujmy na koniec pozytywng odpowiedZ na pytanie MacDonalda dla
grup, ktére mozna 'przyblizaé¢’ grupami skonczonymi.

TWIERDZENIE 7 (P. Shumyatsky, 1999). Niech n = p® bedzie potegq liczby
pierwszej p. Jezeli G jest residualnie skoriczona i spetnia tozsamosé (z,y)"™ =
1, to G' jest lokalnie skotczona.

Ten wynik sugeruje naturalne pytanie o to, czy teza powyzszego twierdze-
nia jest prawdziwa dla dowolnej liczby naturalnej n i czy lokalng skoficzono$é
komutanta mozna wzmocnié skoniczono$cig jego wykladnika?

4. O grupach z warunkiem Engela. W rozwazaniach prowadzacych
do rozwigzania Ograniczonego Problemu Burnside’a, jedng z kluczowych rél
odegraly wlasnosci dolaczonej algebry Liego L(G) skoficzonej p-grupy G.
Przypomnijmy pokrétce jej konstrukeje. Niech G bedzie skoficzong p-grupa.
Definiujemy w niej ciag podgrup normalnych: y,G = G, %G = (G,G) =
((z,y)] z,y € G) 1 ogblnie 1,11G = (1.G,G) = ((2,9)| z € WG, y € G),
zwany jej dolnym ciggiem centralnym. Poniewaz kazda grupa ilorazowa L; =
YiG/7i+1G jest abelowa wprowadzamy w nich, dla wygody, addytywny zapis
dzialania i w sumie prostej

LG)=L1®L:®---

definiujemy mnozenie Liego: dla a = zv4+1G, b = yv;41G, gdzie z €
%G, y € v;G przyjmujemy

la,b] = (2, Y)%i+i+1G,
nastepnie korzystajac z liniowosci rozszerzamy je na calg grupe L(G). Oba
te dzialania wprowadzaja w L(G) strukture algebry Liego nad pier§cieniem
Z,x, gdzie p* jest maksymalnym rzedem elementéw z G. Istnieje wiele po-
dobiefistw migdzy grupa G i algebra L(G), ktére pozwalaja niektére pytania
dotyczace grupy przetlumaczyé na jezyk algebry Liego, a nastepnie, dzieki
Pewnemu uproszczeniu rachunkéw wynikajacemu z ‘linearyzacji’ komutatora
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grupowego, udaje sie na te pytania odpowiedzie¢, uzyskujac jednoczesnie od-
powiedZ na pytanie dotyczace grupy. Taki schemat towarzyszyl rozwiazaniu
Ograniczonego Problemu Burnside’a i wielu innych probleméw, jak choéby
tych dotyézacych automorfizméw skofczonych p-grup (patrz [10]). Nie ma
wiec nic dziwnego w tym, ze pewne pytania dotyczace algebr Liego w natu-
ralny sposéb dajg si¢ przeformulowaé na pytania dotyczace grup. Dotyczy
to zwlaszcza tych pytaf, ktoérych przeformulowanie dla grup sprowadza si¢
praktycznie do zastgpienia operacji mnozenia Liego, operacja komutatora
grupowego.

DEFINICJA 3. Méwimy, ze algebra Liego L (grupa G) spelnia warunek
E, (zwany tez n-tym warunkiem Engela), jezeli dla dowolnych z,y € L
(g9, h € G) zachodzi réwnosé

[z,y,9,...,y] (odpowiednio (g,h,h,...,h))
N —— N, e’
n n

Oczywiscie, kazda algebra (grupa) nilpotentna stopnia n speinia warunek
E,. Jak pokazal J. P. Razmyslov, odwrotna implikacja na ogét nie zachodzi.
Mimo tego w wielu szczegdlnych przypadkach warto rozwazaé, czy taka od-
wrotna implikacja ma miejsce. Rozwiazanie Ograniczonego Problemu Burn-
side’a dla grup o wykladniku p (p liczba pierwsza) wynika z nastepujacego
twierdzenia Kostrikina.

TWIERDZENIE 8 (A. I. Kostrikin, 1959). Jesli algebra Liego o d genera-
torach, nad ciatlem charakterystyki p > 0, spelnia warunek E, dlan < p, to
jest nilpotentna stopnia ograniczonego funkcjq zalezng od d i n.

Innymi stowy, algebra Liego nad cialem charakterystyki p, z warunkiem
Engela E,, gdzie n < p, jest lokalnie nilpotentna. Dla algebr Liego nad
cialem charakterystyki O teza jest jeszcze silniejsza.

TwIERDZENIE 9 (E. I. Zelmanov, 1988). Jesli algebra Liego, nad cialem
charakterystyki 0, spelnia warunek E,, to jest nilpotentna stopma ograni-
czonego funkcjg zaleznq odn.

Pytanie o lokalng nilpotentnoéé grup z warunkiem FE, okazuje si¢ duzo
trudniejsze. Mimo prawie 80 lat badan, odpowiedzi udalo si¢ uzyskaé tylko
w bardzo szczegdlnych przypadkach.

TWIERDZENIE 10 (E. Zorn, 1930). Dla dowolnej liczby naturalnej n,
kazda skoriczona grupa z warunkiem E, jest nilpotentna.

Opuszczenie zalozenia o skonczonosci znacznie komplikuje sytuacje, cho-
ciaz z przypadkiem n = 2 mozna sie zmierzy¢ samodzielnie.

STWIERDZENIE 11 (F. W. Levi, 1942). Jezeli grupa G spelnia warunek
E,, to G jest nilpotentng -stopnia nie wiekszego niz 3. Jezeli G nie ma ele-
mentéw rzedu 3, to G jest nilpotentna stopnia nie wiekszego niz 2.
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Do dowodu wystarczy najpierw zauwazy¢, ze w grupie z warunkiem Fs,
kazdy element jest przemienny ze swoim dowolnym sprzezeniem, a nastepnie
dokonujgc nieskomplikowanych rachunkéw i obserwacji dowie$é, ze w ta-
kiej grupie, przestawiajgc sgsiednie symbole w komutatorach (z;,zs,z3)
i (x1,x2,23,24) dostajemy elementy odwrotne do tych komutatoréw. Wy-
korzystujac te fakty oraz tozsamosé¢ Witta

(zyh )Y (g2 ) (22 Y =1
mozna udowodnié najpierw, ze (1,2, 3)® = 1, a niezaleznie od tego, ze
(71, T2,73,74)? = 1. Te dwa fakty razem oznaczaja, ze (1,2, T3,T4) = 1.
Grupy z warunkiem F3 nie musza by¢ nilpotentne. Dowodzi tego choéby
przyktad 18.3.1. z [9]. Niemniej, prawdziwe jest nastepujace

TwIERDZENIE 12 (H. Heineken, 1961). Kazda grupa G z warunkiem Ej
jest lokalnie nilpotentna. Ponadto, jesli G nie zawiera elementow rzedu 2
1 5, to jest nilpotentna stopnia < 4.

Dowdd tego faktu jest do§é dlugi i bardziej skomplikowany {7]. Na odpo-
wiedz dla grup z warunkiem F4 trzeba bylo czekaé juz kilkadziesiagt lat. Po
pierwsze, jak udowodnit G. Traustason, w grupach z warunkiem Ej4 zbiér ele-
mentéw skonczonego rzedu tworzy podgrupe, ktéra modulo centrum grupy
jest iloczynem prostym swoich p-podgrup [21]. To pozwala na redukcje pyta-
nia do dwdéch klas grup: beztorsyjnych i torsyjnych o wyktadniku bedacym
liczba pierwsza. Dla malych wykladnikéw 2 lub 3 odpowiedz jest tatwa, po-
niewaz sg to grupy nilpotentne. W 1996 roku M. Vaughan-Lee udowodnil,
ze grupy o wykladniku 5 z warunkiem Engela sa lokalnie skonczone, a wiec
réwniez lokalnie nilpotentne [23]. W swoim dowodzie Vaughan-Lee istotna
czes¢ rozwazan powierzyl programowi komputerowemu — implementacji al-
gorytmu Knutha-Bendixa na potrzeby opisu wlasnosci rozwazanych grup.

Zanim uzyskano pelne rozwigzanie problemu dla grup z warunkiem F4,
doéé¢ dobrze opisano ich strukture. Najwiekszy wkiad wniést tu G. Trausta-
son, ktory udowodnit nastepujace twierdzenie.

STWIERDZENIE 13. Niech G bedzie grupg speiniajgcg warunek Ey.
(a) G spelnia tozsamoéé pélgrupowg,
(b) Jesli G nie zawiera elementéw rzedu 2, 3 1 5, to jest nilpotentna stopnia
<7,
(c) Jesli G jest generowana przez 2 elementy, to jest nilpotentna,
(d) G jest lokalnie nilpotentna wtedy i tylko wtedy, gdy jej kaida podgrupa
generowana przez 3 elementy jest nilpotentna.

W 2005 roku w dos$é obszernej pracy [6] G. Havas i M. R. Vaughan-Lee
podali wreszcie dowdd twierdzenia

TWIERDZENIE 14. Kazda grupa z warunkiem Ej jest lokalnie nilpotentna.
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Podobnie, jak w przypadku grup o wyktadniku 5 cigzar dowodu spadi
na algorytm Knutha-Bendixa i program komputerowy bedacy jego imple-
mentacjg, ktéry postuzyt dowodowi tego, ze pewna podgrupa. o trzech gene-
ratorach jest nilpotentna. Dowéd tego faktu, bez pomocy komputera przed-
stawil G. Traustason w tym samym numerze czasopisma co praca Havasa
i Vaughan-Lee. Tak wiec, dowéd Twierdzenia 14 mozna przeprowadzié¢ bez
pomocy komputera.

Kilka waznych wynikéw uzyskano dla grup, w ktérych kazda para ele-
ment6éw spelnia warunek (z,y,...,y) = 1, gdzie liczba wystapiei elementu
y jest réwna n = n(z,y). Nazywamy je grupami Engela.

TwIERDZENIE 15 (K. W. Gruenberg, 1953). Kazda rozwigzalna grupa
Engela jest nilpotentna.

Z tego twierdzenia latwo wyprowadzi¢ Twierdzenie 10, tak z reszta, jak
i z ponizszego twierdzenia Baera.

TWIERDZENIE 16 (R. Baer, 1957). Kazda grupa Engela, w ktérej kazdy
wstepujgey cigg podgrup stabilizuje sie, jest nilpotentna.

Jedli skorzystamy z ponizszego lematu, to latwo z twierdzenia Baera wy-
prowadzié twierdzenie Gruenberga. Dow6d samego lematu jest co prawda
niediugi, ale moze by¢ wcale nielatwym zadaniem do samodzielnego rozwig-
zania.

LEMAT 17 (Burns, Medvedev, 1998). Jezeli G jest skoriczenie generowang
grupg z warunkiem Fngela, to jej komutant G’ jest skoriczenie generowany.

Istnieja inne wyniki dotyczace grup Engela w szerszych klasach grup,
te jednak wymagalyby poszerzenia aparatu pojeciowego. Odnotujmy tylko
dosé zaskakujacy wynik J. S. Wilsona i E. 1. Zelmanova z 1992 roku

TWIERDZENIE 18. Kazda proskornczona grupa Engela jest lokalnie nilpo-
tentna.

Grupy Engela nie muszg by¢ lokalnie nilpotentne. Dowodzi tego kon-
strukcja Goloda negatywnie rozwigzujaca Ogdlny Problem Burnside’a. Jesli
wezmiemy taka grupe o co najmniej trzech generatorach, to kazde dwa ele-
menty generuja w niej p-grupe skonczona, a wiec nilpotentng. Sama grupa
Goloda lokalnie nilpotentng oczywiscie nie jest.

Odnotujmy jeszcze jeden zwigzek grup Engela z Ograniczonym Proble-
mem Burnside’a. Otéz, do dzi§ nie wiadomo, czy skonczenie generowane
grupy o wykladniku p, gdzie p jest liczbg pierwsza 5 < p < 665, sg skon-
czone. Znany problem Kostrikina stawia pytanie

Czy w grupie wolnej Fy = (z,y) element (z,y,v,v,y,v,y) daje sie wyra-
zi¢ w postaci iloczynu poteg o wykladniku 5 elementow tej grupy?
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Innymi stowy, czy grupa o wykladniku 5 speinia warunek Eg. Negatywna
odpowiedz na to pytanie dalaby negatywna odpowiedz na Ograniczony Pro-
blem Burnside’a dla przypadku grup o tym wykladniku (patrz [12]).

W zwigzku z problemem Kostrikina przypomnijmy powszechnie znany
fakt, ze element (z,y) jest iloczynem kwadratéw elementéw z F;. Istotnie,

(1) (z,y) =z~ 'y ey = (7 y )@y yx)zy
= (z7'y ™2 (yz’y) = (a7 'y~ ) Py 2%)
| = (7l (v ay)
Zwykle ta obserwacja jest podawana w postaci stwierdzenia méwiacego, ze
kazda grupa o wykladniku 2 jest abelowa, co tez oznacza, ze kazda grupa

o wykladniku 2 spelnia warunek E,, dla n > 1. Nieco trudniej dowiesc, ze
kazda grupa o wykladniku 3 spelnia warunek E, dlan > 2.

@) (@yy) =@y vy e yy =y 'z yz)y ="y o)y

=y 'z lyz)y Ny @y T e ayr) )y

= (y 'z lyx)(y ey e ) (v e Daya?y?

= (y 'z yz)(y 'z} (zyz?y?)

= (y e yz)(y e (e y ey e ) (wyay?)
=y a7 yz)(y 27 )P (@ y ey (T T yaya?y?)

= (y 'z lyzy e 2y ey) (v e (ye?) Py (v T2 Ry)

= (y 'z ey Ty ay) Py e ey (e )
Mozna sprébowaé wyobrazié¢ sobie poziom trudnosci problemu Kostri-
kina, jeéli zwazymy, Ze rozwinigcie wyrazenia (z,y,y) daje stowo (y "z~ lyz)
y Nz~ ly lzy)y dlugosci 10, a (z,¥,v,v,¥,¥,y) daje nieskracalne stowo
dlugosci 190 w symbolach zbioru {z,z~!,y,y~1}.

Problemy sformulowane przez Burnside’a ponad sto lat temu wywarty
ogromny wplyw na rozwdj teorii grup i mimo uptywu lat, nadal pozostaja
w obszarze zainteresowan specjalistéw, zwlaszcza tych, ktérzy zajmujg sie
kombinatoryczng teorig grup i grupami z réznymi warunkami skoficzonosci.
Te trzy blisko ze soba zwigzane problemy zostaly rozwigzane kompletnie
réznymi metodami, a kolejno pojawiajace si¢ rozwigzania w zadnym stop-
niu nie ulatwily uzyskania odpowiedzi na pozostale. Za to, nowe idee i wy-
soce zaawansowane metody wypracowane na potrzeby rozwiazan daty silny
impuls dla dynamicznego rozwoju réznych, wzajemnie odleglych obszaréw
teorii grup.

Trudno, w krétkim artykule przedstawi¢ pelny wachlarz zagadnien, dla
ktérych owe nowe metody odegraly i odgrywaja istotna role. Z punktu wi-
dzenia waloréw popularyzatorskich nielatwo takze znalei¢ atrakcyjna ilu-
stracje skutecznosci tych metod na przykladzie dowodu wybranego wazniej-
szego faktu, zrozumialego nie tylko dla waskiego kregu specjalistéw. Sg one
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na ogo6t bardzo dlugie i bardzo rozbudowane pojeciowo, chociaz same fakty
lub problemy moga mieé latwo zrozumiale, by nie powiedzie¢ ’przyjazne’
brzmienie, jak choéby ten, pierwszy z brzegu, nierozwigzany do dzis przy-
padek Ograniczonego Problemu Burnside’a:

Czy kazda grupa generowana przez dwa elementy, w ktorej kazdy element
spelnia réwnanie

jest skoriczona?
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