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ANALITYCZNE | DOSWIADCZALNE WYZNACZENIE NOSNOSCI
KRYTYCZNEJ NA ZWICHRZENIE BELKI DWUTEOWEJ

Streszczenie

Zginana belka moze utracic statecznos¢ ogolng lub miejscowq srodnika bgdz pasa Sciskanego w zaleznosci od
rozmieszenia i sposobu obcigzenia, ksztattu i cech geometrycznych przekroju poprzecznego, diugosci, warunkow
podparcia czy tez posrednich wigzow sprezystych. Problem praktyczny wymiarowania sprowadza si¢ do oceny
nosnosci przekroju belki, ktorej miernikiem jest moment krytyczny zwichrzenia tj. utraty ptaskiej postaci zginania
ze skreceniem wzgledem osi wzdtuznej. Rozwigzanie analityczne ma postac zamkniete tylko dla przypadku obcigze-
nia stalym momentem gngcym. Inne przebiegi momentow gngcych sq uwzgledniane we wzorze analitycznym po-
przez wspotczynnik C.

W pracy przedstawiono rozwigzanie analityczne, ktore postuzylto do sformutowania wzorow, zamieszczonych w
normach PN-90/B-03200 oraz PN-EN 1993-1-1: 2006 do wyznaczania momentu krytycznego zwichrzenia. Warto-
sci tych momentow zweryfikowano wykonujqgc rozwigzanie metodg elementow skonczonych oraz przez pomiar do-
swiadczalny. Zamieszczono stanowisko laboratoryjne do badania zwichrzenia belki o profilu dwuteowym 180. Wy-
niki otrzymane z pomiarow postuzyly do wyznaczenia momentu krytycznego zwichrzenia, ktorego wartos¢ porow-
nano z wynikami otrzymanymi ze wzorow i z obliczen programami MES. W literaturze krajowej znane sq opraco-
wania z wynikami badan doswiadczalnych, wykonanymi przez m.in. prof. J. Zmuda [2].

Doswiadczalne wyznaczenie sity krytycznej zwichrzenia dotyczy
belki dwuteowej IPN80, o dtugosci I=220 cm, moment bezwiadnosci
wzgledem osi stabej Iz = 6,29 cm*, moment bezwtadnosci na skre-
canie swobodne Ir =0,93 ¢cm* , moment bezwiadno$ci deplanacii
lw =84 cm® dlatego tez, dla takiej belki wykonamy obliczenia teore-
tyczne.

WSTEP

Przekroje, dla ktdrych momenty bezwtadno$ci znacznie sie
roznia J, >>J, oraz majg relatywnie matg sztywnos¢ na skreca-

nie, przy obcigzeniu w ptaszczyznie wiekszej sztywnosci gietnej
ulegajg wygieciu wzgledem osi stabszej, jest to utrata ptaskiej po-

staci zginania, ktdrej towarzyszy skrecenie wzgledem osi wzdtuznej, Q “ —t=
taka deformacje nazywamy zwichrzeniem.

W obliczeniach stanu granicznego elementu zginanego wyzna- i)’— i — —4—> |k
cza sig wspotczynnik y . redukcyjny dla nodnosci przekroju na | . ;}; y
zginanie, do obliczenia, ktdrego potrzebna jest wartos¢ momentu 1 EZ E! | == —¢
krytycznego zwichrzenia M . W artykule przedstawiono rézne + ' *+ v

obliczeniowe metody wyznaczania momentu krytycznego zwichrze-
nia teoretyczne oraz normowe wzory, obliczenia programem metody
MES i wynik uzyskany z doSwiadczenia.

Przedstawiono wzory analityczne pozwalajace oszacowaé
moment krytyczny zwichrzenia niestezonych belek podpartych
widetkowo, pod obcigzeniem sitg skupiong przytozong do pasa

Rys. 1. Schemat belki [6]

Zalezno$¢ na site krytyczna zwichrzenia belki, wg Timoshenki [1],
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W literaturze [1],[6] zamieszczone sg rozwigzania problemu
zwichrzenia dla belki widetkowo podpartej z obcigzeniem przez Qu =7» VEI.Gly —1541525.
momenty skupione na koricach belki, wowczas przebieg momentu “« L2 ’
gnacego jest funkcjg statg i jest to jedyny przypadek posiadajacy 5 2 5 2
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te. Kazdy inny wariant obcigzenia posiada rozwigzanie w postaci
szeregu funkcyjnego, w tym takze przypadek belki z obcigzeniem
sitg skupiong w potowie rozpigtosci belki.
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1.2. Wyznaczenie momentu zwichrzenia wedtug normy
PN-90B-03200

W powyzszej normie do obliczenia teoretycznego momentu
zwichrzenia podano wzor [3]
Mg = 0,763, +/(0,76a,N,  +137°N, (2N, ) =
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moment krytyczny zwichrzenia wynosi
M =0,76-40-26935,46 +

(0,76 40-26935,46 ) +1,372 - 26935,46(787124883,7) =

=7,1799kNm
a sita krytyczna wynosi
Q, - 4M, _ 4.7179947,506 —13.054KkN
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1.3. Wyznaczenie momentu zwichrzenia wedtug normy PN-
EN 1993-1-1. Eurokod 3, cz.1-1.

Sprezysty moment krytyczny jest obliczany wedtug formuty wy-
prowadzonej z teorii zwichrzenia [4,5]
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Cy - wspotczynnik rownowaznosci rozktadu statego momentu
gnacego wzgledem rzeczywistego rozktadu momentu gnacego,
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2. NUMERYCZNE WYZNACZANIE MOMENTU ZWI-
CHRZENIA

Zastosowano: program LTBeam [7] i program Autodesk Robot
Structural Analysis [9].

2.1. Obliczenia programem LTBeam

LTBeam jest darmowym programem stuzacym do wyznaczania

wartosci momentu krytycznego metodg elementéw skonczonych.
Dzieli on belke na 100 — 200 elementéw pretowych, o 7 stopniach
swobody w kazdym wezle. Dodatkowy stopien swobody w stosunku
do standardowych (6 stopniowych) modeli pretowych wynika
z uwzglednienia deplanacji przekrojow.
Program umozliwia m.in. uwzglednienie podatnosci podpér, dowol-
nego rozktadu momentu zginajacego, dodatkowych podpér posred-
nich, czy miejsca przylozenia obcigzenia. Wynik uzyskuje sie roz-
wigzujac zagadnienie uogoinionego problemu wiasnego zwigzane-
go z utratq statecznosci.

Z obliczen programem LTBeam [7] (zalecanego w PN-EN
1993-1-1. Eurokod 3) otrzymano wartos¢ momentu krytycznego

M¢r = 5,3775kNm

oraz sily krytyczne;
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Rys. 2. Wyniki obliczeri z programu LTBeam

2.2. Obliczenia za pomoca programu Autodesk Robot Struc-
tural Analysis

Program ten jest zaawansowanym narzedziem stuzacym do
analiz statycznych, stateczno$ci, dynamiki i innych, korzystajacym
z metody elementéw skoriczonych.

Modelujac zginang belke za pomoca elementéw powtokowych
(rys.3), uzyskano rozwigzanie utraty stateczno$ci ogoinej zwane;
zwichrzeniem belki.

9,7438kN



Rys.3 Model obliczeniowy i posta¢ zwichrzeniowa belki

Wyznaczona z programu warto$¢ sity krytycznej
Q. =9,7438kN
oraz warto$¢ momentu krytycznego

M, =%ch|_ =%9,7438-2,2 =5,359kNm

3. DOSWIADCZALNE WYZNACZENIE MOMENTU ZWI-
CHRZENIA

Stanowisko do badan przedstawia rys.4. Obcigzenie Q wyko-

nywata maszyna, mierzone byly przemieszczenia pionowe na pod-
stawie, ktérych wyznaczony byt kat skrecenia ¢ przekroju wzgle-

dem osi wzdtuznej, otrzymany wykres zamieszono na rys.5. Na-
stepnie przeksztatcajac hiperbole otrzymang z wynikéw pomiarow
do réwnania prostej za pomocg metody Southwella wyznaczono
wartosci

Q. =9,2327kN

M, =%ch|_ = %9,2327 -2,2=5,08kNm

Rys.4. Stanowisko badawcze
wykonanie stanowiska: dr inz. K. Dziewiecki,
mgqrinz. Z. Mazur: U T-H w Radomiu
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Rys.5. Wykres sify Q w funkcji kata skrecenia ¢
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Rys.6. Prosta wyznaczona z metody Southwella

4. PROJEKTOWE WYZNACZENIE MOMENTU ZWI-
CHRZENIA

W obliczeniach projektowania, na ogét wystepujg wykresy mo-
mentow gnacych o dowolnym przebiegu, przyktadowo wykres mo-
mentéw gnacych dla ptatwi, bedacy fragmentem paraboli.
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Rys.7 Moment gnacy dla ptatwi

Okreslenie wspétczynnika C, wymaga zestawienia obcigzenia
od kombinaciji: (1+2)*1,15+3*1,50+7*0,90, (dla IPE 160 ciezar wia-
sny wynosi 0,16 kN/m).

q=(016+014)-115+3,0-15+0,9-0,57 =5,35kN /m
_q® _ 5355

“78M 8- (1117)
z monogramu (rys.8) odczytamy C; = 2,35
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Rys. 8 Nomogramy wspdfczynnika C, [8]
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Wyznaczony moment krytyczny zweryfikowatem stosujac pro-
gram obliczeniowy LTBeam (rys. 9).
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Rys. 9. Warto$¢ momentu krytycznego obliczonego programem
LTBeam

Otrzymane warto$ci sq z techniczng doktadno$cig takie same.

PODSUMOWANIE

W przedstawionych wynikach widoczna jest bardzo dobra
zgodno$¢ wartosci M, z obliczerr wzorem Eurokodu oraz z pro-

gramoéw metody elementéw skofczonych Autodesk Robot Structural
Analysis i LTBeam, btad oszacowania nie przekraczat 1,3%.

Wyniki otrzymane z programéw numerycznych LTBeam i Ro-
bot sg praktycznie identyczne. Zatem mozna przeprowadziC takie
obliczenia zwlaszcza w sytuacjach bardziej ztozonego obcigzenia,
czy innych warunkéw podparcia belki.

Natomiast, niezgodnos¢ wynikéw teoretycznych obliczen z wy-
nikami do$wiadczenia, wynoszaca okoto 5%, moze by¢ spowodo-
wana: imperfekcjg geometryczng belki, sposobem przytozenia
obcigzenia poprzez tacznik, ktérego kierunek ukodny wprowadza
dodatkowg sktadowg poziomg obcigzenia, a ta dziata destabilizuja-
co powodujac pomnigjszenie odpornosci belki na zwichrzenie a tym
samym zmniejszajac wartosci Qg i Mg, .
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DETERMINATION OF THE LATERAL
BUCKLING MOMENT OF I-SHAPED
BEAM

Abstract

An analytic solution that served for formulation of
the formulas contained in PN-90/B-03200 and PN-EN
1993-1-1: 2006 standards for determination of the lat-
eral buckling moment is presented in the paper. The
values of that moment were verified by getting a solu-
tion with use of Finite Element Method and by experi-
mental measurements. A laboratory stand for testing
lateral buckling of I-shaped beam 80 is shown. The
results from measurements served for determination of
the lateral buckling moment and the obtained value was
compared to the results from the formulas and from the
FEM program calculations.
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