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codziennej praktyce inzynierskiej
czesto zachodzi potrzeba wyzna-
czenia momentu krytycznego dla

elementow pretowych. Wzory uzyskane na dro-
dze Scistych rozwazan teoretycznych spraw-
dzajg sie dla prostych przypadkow (np. belka
swobodnie podparta), lecz dla elementéw
0 bardziej skomplikowanych warunkach pod-
parcia i nietypowych przebiegach momentéw
gnacych standardowe wzory mogg okazac sie
niewystarczajgce, a wyniki z nich uzyskane —
niemiarodajne. Wychodzac naprzeciw tym wy-
maganiom, autorzy niniejszego artykutu pre-
zentujg prostg metode pozwalajgcg uzyskiwac
zadowalajgce wyniki.

Artykut jest skierowany do osob majgcych
podstawowg wiedze z wytrzymatosci materia-
fow i zostal napisany w celu usystematyzowa-
nia ogdlnej wiedzy o zjawisku zwichrzenia od
strony teoretycznej i numeryczne;.

Teoria pretéw cienkosciennych

Z pojeciem zwichrzenia belek o przekrojach
cienko$ciennych otwartych nierozerwalnie wig-
ze sie teoria profili cienkosciennych (teoria
Wtasowa). Na jej gruncie tatwo daje sie wyttu-
maczy¢ zjawisko niestatecznosci ptaskiej po-
staci zginania. W celu uproszczenia zagadnie-
nia ponizsze rozwazania oparto na przyktadzie
belki o przekroju dwuteowym bisymetrycznym.
Teoria Wtasowa wychodzi poza klasyczng teo-
rie skrecania pretow zaproponowang przez de
Saint-Venanta. Okazuije sie bowiem, ze o ile dla
pretow litych bgdz cienkosciennych o przekro-
jach zamknietych zasada de Saint-Venanta jest
spetniona, tak zastosowanie jej w przypadku
pretow cienkosciennych o przekroju otwartym
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Artykut dotyczy niestatecznosci elementéw belkowych przy
zginaniu. Podjeto w nim prébe inzynierskiego objasnienia
zjawiska zwichrzenia oraz sposobu obliczania momentu
krytycznego przy uzyciu powszechnie znanych wzoréw
analitycznych oraz - jako alternatywe - programéw
obstugujgcych metode elementéw skonczonych.

bytoby sporym naduzyciem i w obliczeniach inzynierskich jest niemiarodajne, co poglagdowo
przedstawia szkic narys. 1. [2].

Wobec tego teoria Wtasowa zrywa takze z zasadg zachowania ptaskich przekrojow, gdyz umoz-
liwia ona paczenie sie przekrojow przy jednoczesnym zachowaniu zasady sztywnego konturu (tzn.
przekroje majg swobode odksztafcen w kierunku podtuznym belki, jednak nie ulegajg deformaciji
w swoich ptaszczyznach [1]). Te i inne zatozenia teorii pretéw cienkosciennych oraz analiza silnie
poparta narzedziami matematycznymi prowadza do wniosku, ze w przypadku wystepowania cat-
kowitego momentu skrecajacego w belkach o przekrojach cienko$ciennych otwartych wyraznie
mozna wyrozni¢ w nim dwie sktadowe — te odpowiedzialng za skrecanie czyste MD (skrecanie de
Saint-Venanta, nieskrepowane) oraz te, ktéra odpowiada za skrecanie gietne Mw (skrecanie nie-
swobodne) (rys. 2. [1]).

Moment gietno-skretny Mw powoduje powstanie naprezen stycznych 7, o stalej wartosci na
grubosci potek, ktdre wraz z szerokoscia potki zmieniajg sie w sposéb paraboliczny, przy czym na-
prezenia te w $rodniku sg rowne zeru. Pojawia sie zatem pomyst, by usungé myslowo srodnik
z przekroju dwuteowego, pozostawiajgc potki. Otrzymamy woéwczas dwa przekroje prostokatne,
w ktorych wystepujg takie same naprezenia styczne, jednakze o innych zwrotach (rys. 3.).

Rys. 1. Rys. 3.
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Szkic przedstawiajacy jedna z pdtek i napre-
zenia w niej wystepujgce, jak ten przedstawiony
na rys. 3., z pewnoscig przywodzi na my$| na-
prezenia styczne, ktérych wartos¢ wyznacza sie
7 dobrze znanego wzoru Zurawskiego. Warun-
kiem wystepowania tych naprezen jest wyste-
powanie naprezen normalnych (zgodnie z ele-
mentarng teorig zginania), co prowadzi do bar-
dzo ogolnego wniosku, ze wskutek skrecania
cienkosciennego przekroju otwartego powstajg
w nim, obok naprezen stycznych, takze napre-
zenia normalne. To z kolei wskazuje na fakt, ze
do szesciu uogolnionych sit wewnetrznych
w ustroju pretowym dojdzie siédma sita, odpo-
wiadajgca za powstanie tych naprezen w pot-
kach oraz deplanacje przekroju. Jak pokazuje
teoria Wiasowa — sg to sfuszne domniemania.
Site te nazywa sie bimomentem (oznaczanym
jako B) i nalezy ja rozumie¢ jako pare momen-
tow gnacych o tych samych wartosciach, przy-
fozonych w pfaszczyznach potek, jednakze
0 przeciwnych zwrotach. Ponadto wartos¢ funk-
cji bimomentu mozna okresli¢, jesli znamy prze-
bieg warto$ci momentdw gietno-skretnych, po-
niewaz jest ona jego catkg B' = M_ (innymi sto-
wy — moment ten jest dla bimomentu tym sa-
mym, czym sifa tngca jest dla momentu zginajg-
cego w elementarnej teorii zginania). Na tej pod-
stawie mozna by doszukiwaé sie pewnej analo-
gii pomiedzy formalng strong teorii giecia skret-
nego a elementarng teorig zginania belek. Jed-
nakze, na co wskazujg réwnania rézniczkowe
z teorii Wiasowa, analogia staje sie zupetna tyl-
ko wtedy, jesli zatozymy, ze sztywno$¢ preta
przy skrecaniu czystym dazy do zera, tzn. Gl;
—(. Nalezy jednak pamietac, ze profile cienko-
Scienne otwarte cechujg sig malg sztywnos$cig
skretng, zatem w przypadku takich elementow
catkowity moment skrecajgcy w belce bedzie
przede wszystkim wywotywat zginanie potek,
a wplyw skrecania czystego bedzie znikomy.

Jak zatem teoria Wiasowa ma si¢ do zjawi-
ska zwichrzenia? Sama idea wyznaczenia war-
tosci momentu krytycznego przy zwichrzeniu
sprezystym jest intuicyjna i analogiczna do tej,
ktora prowadzi do otrzymania formuty na site
krytyczna przy wyboczeniu gietnym preta osio-
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wo $ciskanego (tzw. sita Eulerowska [1]) — poszukiwana jest taka warto§¢ momentu gngcego, przy
ktorej wystarczy infinitezymalne przemieszczenie poprzeczne czesci $ciskanej przekroju (nieskon-
czenie maly kat obrotu), by powstajgcy moment skrecajacy, a wiec tez moment gietno-skretny i bi-
moment, zainicjowat caly proces wichrzenia sie belki. Zaktadamy, ze belka o przekroju bisymetrycz-
nym dwuteowym jest zginana w ptaszczyznie srodnika i ze w gdérnej czesci przekroju pojawiajg sie
naprezenia $ciskajgce. Ponadto przyjmujemy, ze belka jest idealnie prosta i nie wystepuja na niej
zadne imperfekcje geometryczne, technologiczne i materiatowe. Uzyskanie rozwigzania tego pro-
blemu moze odbyc¢ sie na drodze analitycznej z wykorzystaniem teorii Wtasowa. Momentem kry-
tycznym jest rozwigzanie stosownych rownan rozniczkowych, w zaleznosci od sposobu podparcia
i przytozenia obcigzenia. W praktyce uzywane sg wzory pozwalajgce obliczy¢ wartos¢ tego mo-
mentu dla typowych belek. Problemem moga okazac¢ sie schematy obliczeniowe o skomplikowa-
nych warunkach brzegowych. W takich przypadkach rzeczg konieczng moze si¢ okazac potrzeba
rozwigzania do$¢ skomplikowanego réwnania rézniczkowego, co w praktyce inzynierskiej mogtoby
by¢ nieefektywne i czasochfonne. Alternatywa jest uzycie programéw MES. Wiekszos$¢ z nich w mo-
delu pretowym nie uwzglednia deplanacji, wobec tego nalezatoby pdtki ,odseparowac”. Majac na
wzgledzie powyzsze rozwazania, autorzy artykutu przedstawiajg prostg metode obliczania Mcr.

Metoda analityczna

Punktem bifurkacji statecznosci elementu przy zginaniu jest moment krytyczny. Jest to warto$¢
momentu zginajgcego, w ktorym element znajdzie sie w rownowadze obojetne;.

Jego rola w projektowaniu stalowych konstrukeji pretowych zostafa sprowadzona do wyznacza-
nia smuklosci, a dalej — wspotczynnika zwichrzenia w réznych odmianach metody Perry-Robertso-
na (np. EN 1993).

W literaturze technicznej wystepuje wiele wzoréw pozwalajacych wyznaczy¢ moment krytyczny.
Najpopularniejsza wersja, w rozbudowanej formie, zostata przedstawiona w artykule jako réwnanie
(1). Nalezy zaznaczyc¢, ze wzor obowigzuje tylko dla przekrojow o symetrii wzgledem sfabej osi
oraz co najmniej podparcia widetkowego na kazdej podporze.

nwe-El,
=G G (
E - modut Young'a;
G - modut Kirchhoffa;
I,- moment bezwladno$ci wzgledem stabej osi przekroju;
It - moment bezwtadnosci czystego skrecania;
I, — wycinkowy moment bezwladno$ci;

lp =3 Zia (e - 1)

L - diugo$¢ elementu pomiedzy stezeniami bocznymi — jezeli brak stezen bocznych, to rozstaw
miedzy podporami belki;

kZ - wspotczynnik diugosci wyboczenia gietnego wzgledem osi z. Jego warto$¢ mozna przyjmo-
wac: 1.0 - dla dwoch przegubowych, 0.5 — dla dwdch koncéw utwierdzonych, 0.7 - dla jednego
konca przegubowego i jednego utwierdzonego;

kw —wspotczynnik diugosci wyboczeniowej uwzgledniajgcy mozliwos¢ spaczenia przekrojow kon-
cowych. Jego warto$ci przyjmuije sie analogicznie dla kZ. Przyktadem kw=0,5 jest belka sztywno-
-sztywna przyspawana doczotowo do stupow na kazdym koncu. Jezeli nie ma wyraznych przesta-
nek, by przyjgé inaczej, to K =1,0;

Zy- dystans pomiedzy punktem przytozenia obcigzenia a $rodkiem $cinania, np. dla obcigzenia
przytozonego do gornej potki dwuteownika bisymetrycznego Zg=0,5'h. Znak dodatni oznacza, ze
obcigzenie ma zwrot w kierunku $rodka $cinania;

Z - dystans miarodajny dla uwzglednienia asymetrii wzgledem osi y-y. Znak dodatni oznacza, ze
obcigzenie jest skierowane w kierunku srodka scinania. Jezeli przekroj jest bisymetryczny, to
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W celu ufatwienia obliczen mozna skorzysta¢ ze wzoréw do catkowania numerycznego, np. wzoru
Simpsona, albo programdw komputerowych.
Z, - dystans pomiedzy srodkiem $cinania oraz srodkiem cigzkosci. Dla przekrojow bisymetrycz-
nych przyjmuje sie warto$¢ 0;
C1 - wspotczynnik odpowiedzialny za ksztatt wykresu momentu zginajacego pomiedzy stezeniami
bocznymi. Jezeli obcigzeniem zewnetrznym jest para momentow zginajgcych na koncach elemen-
tu, to wtedy wspotczynnik przyjmuje wartos¢ 1.0;
C2 - wspotczynnik odpowiedzialny za miejsce przytozenia obcigzenia. Jezeli obcigzenie zostato
przytozone w srodku $cinana, to wspodiczynnik zredukuije sie poprzez Zg:O;
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Rysunki: archiwum autoréw

C3 - wspoiczynnik korygujacy ze wzgledu na asymetrie przekroju wzgledem silnej osi y-y. Jezeli
przekroj jest podwojnie symetryczny, to wspotczynnik zostanie zredukowany poprzez Zj:O.

Wspotczynniki C1- C2 oraz C3 zalezg od rozktadu momentu zginajacego, wptywu obcigzenia
oraz warunkow brzegowych.

Metoda elementéw skoriczonych

Chcac przeanalizowac zjawisko zwichrzenia za pomocg metody elementéw skoficzonych, nale-
zy zwrdci¢ szczegding uwage na rodzaj elementow, jakimi postugujemy sie w modelu. W analizie
komputerowej do kazdego wezta ES przypisane jest odpowiednie zachowanie w przestrzeni, okre-
$lane mianem stopnia swobody.

Stopien swobody wezfa to liczba przemieszczen uogdlnionych (np. translacja, rotacja, deplana-
cja), ktére moga nastgpi¢. Do opisu zwichrzenia elementu pretowego w ramach metody elemen-
tow skonczonych potrzebujemy informacji o deplanacii przekroju — elementu pretowego o 14 stop-
niach swobody. Macierz sztywnosci takiego elementu skonczonego:

{‘?e}r = {up”l-wp@1-11-'Pt.‘gl:uzxvznWz-GPz:Xz:‘f"z.ezr]- “)

Obecnie na rynku jest dostepnych niewiele programoéw pozwalajacych na uwzglednienie siéd-
mego stopnia swobody weztéw w modelu pretowym. Przyktadem sg programy LTBeamN oraz
SOFISTIK AG. Modele pretowe utworzone za pomocg elementéw z weztami o szesciu stopniach
swobody nie nadajg sie do tego celu z uwagi na brak wystepowania zmiennych uogolnionych od-
powiadajgcych za paczenie.

Propozycja autoréw sprawnego obliczenia momentu krytycznego w obliczeniach numerycznych
to zamodelowanie $rodnika elementem powfokowym, natomiast potek — elementami pretowymi.
Metoda ta wymaga jedynie wsparcia podstawowych elementdw typu pret, powtoka, oraz analizy
LBA (ang. Linear Buckling Analysis).

W modelu pretowym z siodmym stopniem swobody deplanacja jest obliczana na etapie rozwig-
zywania pola przemieszczen. W modelu powfokowym deplanacja nie wystepuje w postaci uogol-
nionej, poniewaz zawiera sie ona w pozostatych sze$ciu stopniach swobody. W proponowanym
w artykule modelu zasada obliczania deplanaciji przekroju jest analogiczna do modelu ztozonego
w petni z elementdw powfokowych.

Przykiad obliczeniowy

W celu pokazania zbieznosci wynikdw przeprowadzono obliczenia analitycznie oraz zapropono-
wang metodg numeryczng. Schematem statycznym jest belka jednoprzesfowa ze swobodg depla-
nacji na koncach. Przyjeto przekrdj dwuteowy, pryzmatyczny, blachownicowy. Obcigzenie liniowe,
przylozone do gornej potki i o kierunku przechodzacym przez $rodek $cinania. Gorna potka ma
wymiary 300 x 20 mm, dolna — 200 x 15 mm, srodnik to blacha o wymiarach 500 x 10 mm. Cafkowi-
ta dtugosc belki to 15 m. W modelu nie wystepujg stezenia boczne.

Przyjete parametry do obliczen: E=210 GPa, G=81 GPa, |,=66 464 cm* |,=5 504 cm*,
[=119cm? | =2191 142 cmf, L=15m, kZ:1,O, kw:1,0, 29:10.42 cm, Z,;=10.96 cm, Zj:6,87 cm,
C,=1182,C,=0,459, C,=0,525.

Moment krytyczny obliczony metodg analityczng wg réwnania (1) wyniost Mcr:269,8 KNm. Na-
lezy zauwazy¢, ze ta metoda wymagata recznego wyznaczania charakterystyk cienkosciennych
oraz obliczenia catki (3). Ponadto zastosowanie tablic do Cl, sz C3 jest ograniczone do kilku pro-
stych przypadkdw, co w rzeczywistych konstrukcjach zdarza sie rzadko.

Zaproponowana w artykule metoda opiera sig o liniowg analize wyboczeniowg (LBA). Wynikiem
analizy jest mnoznik krytyczny a,.,, 0znaczajaey, ile razy nalezy przemnozy¢ obcigzenia, aby uzy-
ska¢ graniczng no$nosc¢ ze wzgledu na stateczno$¢ ustroju. Wspodtczynnik krytyczny dla zwichrze-
nia wyniostf: a,=9,687. Nastgpnym krokiem jest obliczenie momentu zginajacego w przekroju
zgodnie z zasadami statyki liniowej. Moment krytyczny to inaczej moment zginajgcy przemnozony
przez wspolczynnik krytyczny M =a. "M, =272,4 kNm.

Whioski

Poniewaz przedstawiona $ciezka obliczen analitycznych moze mie¢ zastosowanie tylko w ukia-
dach o niewielkim stopniu skomplikowania, znaczng przewage osigga zastosowanie MES. Ponad-
to omowiony sposob modelowania wyrdznia sie sposrod alternatywnych podejs¢ (stosowanie tyl-
ko elementow powtokowych, objetosciowych) redukcija zbednych obliczen oraz dostepnoscig dla
kazdego programu do konstrukcji przestrzennych. Takie dziatanie umozliwia bardzo doktadne
okreslenie warunkow podparcia oraz przytozenia obcigzenia, co w przypadku analizy gietno-skret-
nej ma istotnie duze znaczenie, gdyz potozenie obcigzenia moze wptywac¢ dwojako — korzystnie
i niekorzystnie na wytezenie konstrukcji, generujgc dodatkowe ramiona sit, zwiekszajace lub redu-
kujgce odksztatcenia wywotane zjawiskiem zwichrzenia, oraz pozwala m.in. na wymuszenie 0si
obrotu podczas wyboczenia. Poréwnujgc wyniki otrzymane dzieki omowionym metodom oraz
uwzgledniajgc korzysci ptyngce z wykorzystania MES w obliczeniach, mozna stwierdzi¢, iz oma-
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Rys. 4. Przyktad modelu dla belki swobodnie
podpartej zbieznej

Rys. 5. Model panelowo-pretowy uzyty
w programie Autodesk Robot Structural
Analysis Professional

wiane wzory analityczne sg dobrg podstawg
weryfikacji wynikow, a takze pozwalajg osza-
cowac wytezenie konstrukgii.
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Abstract. THEORETICAL AND NUMERICAL
APPROACH TO BUCKLING ANALYSIS.
Subject of this article concerns bending stability
of beam elements. Authors attempt to explain
phenomenon of buckling in civil engineering
with method of calculating buckling eigenvalues
using commonly known analytical formulas and
as alternative using FEM software. In engineering
practice it is often required to specify critical
value of bending moment for beam elements. In
such situations analytical formulas are commonly
taken under consideration. However, as far
as this approach is relatively easy for simple
models (e.g. simply supported beam), it is not
obvious how to obtain correct results for more
sophisticated boundary conditions and untypical
trajectory of bending moments, as in these
cases plain formulas are usually insufficient.
Coming across these requirements, authors of
following article present simple method, which
gives satisfying results. The text is aimed to
people who have basic strength-of-materials
knowledge and was written in order to organize
general information concerning theoretical and
numerical approach to buckling analysis.
Keywords: lateral, torsion, buckling, stabili-
ty, FEA



