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W artykule zajęto się statecznością 
stalowych, pełnościennych słupów 
hal przemysłowych z jednokrotną 

skokową zmianą przekroju. Słupy takie są za-
zwyczaj stosowane w halach wyposażonych 
w natorowe suwnice pomostowe. Na poziomie 
skokowej zmiany przekroju słupów – na odpo-
wiednich wspornikach – opiera się belki pod-
suwnicowe. Słupy hal ze skokową zmianą 
przekroju, w zależności od ich zlokalizowania 
w szkielecie konstrukcji, mogą mieć zmianę 
przekroju zrealizowaną osiowo (słupy rzędów 
środkowych w halach wielonawowych) lub 
nieosiowo (słupy rzędów skrajnych) [1-3].  
W przypadku poprawnego rozwiązania syste-
mu konstrukcyjnego hal z ryglowymi ścianami 
podłużnymi, dzięki odpowiednim stężeniom, 
rygle ścienne stanowią dodatkowe stężenia 
poprzeczne słupów w płaszczyźnie ich mniej-
szej sztywności giętej. W konsekwencji utrata 
stateczności słupów z płaszczyzny układu po-
przecznego hali następuje nie w postaci giętej, 
lecz giętno-skrętnej, czemu towarzyszy zwięk-
szenie odpowiedniego obciążenia krytyczne-
go. Wyznaczenie tego obciążenia bywa kłopo-
tliwe zarówno ze względu na konieczność 
uwzględnienia stężeń, jak i realizację skokowej 
zmiany przekroju [4-5]. W przypadku korzy-
stania z programów komputerowych wymaga 
to odpowiedniej modyfikacji modeli 
numerycznych.

W pracy dokonano oceny przydatno-
ści wybranych programów komputerowych  
do obliczeń nośności krytycznej stateczno-
ści przestrzennej dwustopniowych słupów 
hal przemysłowych. Rozważano przy tym  
następujące programy komputerowe bazu-
jące na metodzie elementów skończonych: 

W artykule dokonano oceny przydatności wybranych programów komputerowych  
do obliczeń nośności krytycznej stateczności przestrzennej dwustopniowych słupów hal 
przemysłowych. Analizowano przy tym następujące programy komputerowe bazujące 
na metodzie elementów skończonych: LTBeamN, SOFiSTiK, Abaqus FEA.

Stateczność przestrzenna stężonych 
poprzecznie słupów hal ze skokową 
zmianą przekroju 

LTBeamN, SOFiSTiK, Abaqus FEA. W przy-
padku słupów z osiową zmianą przekroju, ob-
ciążonych osiowo, wyniki obliczeń kompu-
terowych porównano z rozwiązaniem anali-
tycznym, które zostały wyprowadzone w pra-
cach [4, 6], a w przypadku słupów z nieosio-
wą zmianą sztywności – z wynikami zamiesz-
czonymi w pracy [7].

Analizy numeryczne
Głównym celem przeprowadzonych ana-

liz jest dobór odpowiednich modeli nume-
rycznych. Należy przez to rozumieć dobranie 
rodzaju elementu skończonego, jego typu, 
a także warunków brzegowych w taki spo-
sób, aby jak najdokładniej odwzorować rze-
czywiste zachowanie modeli referencyjnych 
[4, 6, 7].

Przy wyznaczaniu wartości obciążeń kry-
tycznych stateczności sprężystej wyko-
rzystano następujące oprogramowanie:  
LTBeamN [8], SOFiSTiK [9] oraz Abaqus 
FEA [10]. Pierwszy jest darmowym kalkula-
torem wyznaczającym obciążenia krytyczne 
ściskanych i zginanych, stężonych poprzecz-
nie elementów konstrukcyjnych. Drugi jest 

pakietem szeroko stosowanym w budownic-
twie lądowym do modelowania, analizy i pro-
jektowania obiektów inżynierskich, zaś trze-
ci jest narzędziem służącym do rozwiązywa-
nia skomplikowanych problemów naukowych 
i inżynierskich. 

Słup wewnętrzny hali
Pierwszym przyjętym modelem jest słup 

będący przedmiotem rozważań w pracach 
[4, 6]. Na rysunku 1. pokazano numeryczny 
model belkowy z programu SOFiSTiK, wraz 
z przyjętymi warunkami podparcia. Przeana-
lizowano trzy przypadki obciążenia i przy-
jęto, że szukane obciążenie krytyczne (Ncr) 
jest reakcją, która zależy także od parametru  
α wyrażonego w następujący sposób:

 = = . (1)

Tabela 1. zawiera porównanie wartości 
obciążeń krytycznych analizowanego słupa 
(por. rys. 1.), które wyznaczono analitycznie 
oraz z wykorzystaniem programów. Zamiesz-
czono obciążenia krytyczne wyboczenia gięt-
nego Ncr,y oraz giętno-skrętnego Ncr,TF. Zna-

dr inż.  
MICHAŁ REDECKI
Politechnika Wrocławska,
Wydział Budownictwa Lądowego i Wodnego
ORCID: 0000-0003-1469-0164

prof. dr hab. inż.  
BRONISŁAW GOSOWSKI
Uniwersytet Przyrodniczy we Wrocławiu,
Wydział Inżynierii Kształtowania Środowiska  
i Geodezji
ORCID: 0000-0003-3217-2280

Ry
s. 

a
rc

h.
 a

ut
or

ów

Rys. 1. Widok belkowego modelu numerycznego słupa o osiowej, skokowej zmianie przekroju 
poprzecznego, analizowanego w [4, 6]
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czenie praktyczne zawsze ma najniższa war-
tość obciążenia krytycznego. Model słupa 
pochodzący z programu LTBeamN zdefi-
niowano jako tekstowy plik wsadowy, ponie-
waż graficzny interfejs programu nie pozwa-
la na definiowanie skokowej zmiany przekro-
ju. Wadą tego jest otrzymanie jedynie pierw-
szej, najniższej wartości obciążenia krytycz-
nego. Należy zauważyć, że względna róż-
nica pomiędzy wynikami otrzymanymi w [4, 
6] a SOFiSTiK-iem, w przypadku pierwszych 
wartości własnych, nie przekracza 1,3%. Gor-
szą zbieżność uzyskano w przypadku giętnej 
formy, ponieważ różnice wynoszą nawet 7%. 
Najgorzej wypadają wyniki otrzymane z pro-
gramu LTBeamN, gdyż np. dla α = 0 różnica 
w porównaniu z rozwiązaniem analitycznym 
wynosi ponad 16%. Niemniej jednak otrzy-
mane rezultaty są niższe niż rozwiązania teo-
retyczne, można więc uznać je za oszacowa-
nia bezpieczne.

Słup skrajny hali
Kolejnym analizowanym schematem jest 

stężony poprzecznie słup o skokowej i nie-
osiowej zmianie sztywności, która jest zreali-
zowana w taki sposób, że zewnętrzne półki 
ze sobą licują. Element ten był przedmiotem 
badań doświadczalnych w pracy [7]. Na ry-
sunku 2. przedstawiono jego geometrię. 

Liniowo sprężysta analiza wyboczeniowa 
(LBA) została w tym przypadku przeprowadzo-
na, aby ocenić, który z rozważanych modeli nu-
merycznych jest najbardziej odpowiedni do opi-
su tego typu elementów konstrukcyjnych. Takie-
go porównania dokonano w oparciu o wspo-
mniane oprogramowanie oraz o wyniki uzyska-
ne ze zróżnicowanych modeli, poczynając od 
powszechnie stosowanych w praktyce inżynier-
skiej modeli belkowych poprzez nieco bardziej 
złożone modele z elementów powłokowych,  
a kończąc na elementach z modeli bryłowych. 
Za wartości referencyjne przyjęto obciąże-
nia krytyczne uzyskane na podstawie wyni-
ków otrzymanych z programu Abaqus z mo-
deli zbudowanych z elementów bryłowych 
(por. [11]) oraz wyniki badań doświadczal-
nych [7]. Przeanalizowano sześć typów mode-
li obliczeniowych.

Najprostszym z zastosowanych modeli 
jest element prętowy o 4 stopniach swobody  
w węźle, zdefiniowany w darmowym progra-
mie LTBeamN. Widok modelu obliczeniowe-
go przedstawiono na rysunku 3. W związku  
z ograniczoną liczbą stopni swobody program 
umożliwia wyznaczenie postaci i wartości wła-
snych jedynie z płaszczyzny większej sztyw-
ności. Definiowanie podparcia w płaszczyź-
nie środnika słupa służy jedynie do prawidło-
wego wyznaczenia sił przekrojowych. W ba-
zowym modelu na końcach ograniczono prze-
mieszczenia z płaszczyzny słupa oraz skręce-
nie przekroju, a ponadto w podstawie zabloko-
wano możliwość wystąpienia deplanacji oraz 
utwierdzenie w płaszczyźnie układu. Pośred-

nie warunki podparcia, czyli stężenia punkto-
we, to więzy zlokalizowane w odległości 128 
mm od zewnętrznych półek, które ograniczają 
przemieszczenia z płaszczyzny słupa.

Kolejnymi modelami są słupy zdefiniowa-
ne w komercyjnym pakiecie SOFiSTiK. Wy-
korzystano przy tym dwa modele numerycz-
ne: belkowy o 7 stopniach swobody w węź-
le (rys. 4a) i powłokowy (rys. 4b). W modelu 
z elementów belkowych w podstawie ograni-
czono wszystkie trzy przemieszczenia transla-
cyjne, deplanację przekroju, możliwość skrę-
cenia przekroju oraz obrotu w płaszczyź-
nie większej sztywności. W modelu powło-

kowym utwierdzenie w płaszczyźnie więk-
szej sztywności słupa, możliwość obrotu z tej-
że płaszczyzny oraz ograniczenie skręcenia 
przekroju w podstawie zrealizowano poprzez 
liniowe, wzdłuż osi środnika, zdefiniowanie 
więzi krępujących wszystkie trzy przemiesz-
czenia translacyjne. Głowicę podparto po-
przez punktowe zablokowanie przemieszczeń  
w płaszczyźnie mniejszej sztywności słupa. 
Uniemożliwiono w ten sposób obrót głowicy 
względem osi słupa przy pełnej swobodzie 
obrotu w płaszczyźnie mniejszej sztywności 
słupa. W obu przypadkach punktowe podpar-
cie poprzeczne, oddalone od lica słupa o 128 

Tabela 1. Porównanie wartości obciążeń krytycznych wyznaczonych w pracach [4, 6]  
oraz programami SOFiSTiK i LTBeamN

α

[4, 6] SOFiSTiK LTBeamN

Ncr,y Ncr,TF Ncr,y Ncr,TF δy δφ Ncr,TF δφ
[–] [MN] [MN] [MN] [MN] [%] [%] [MN] [%]

0,0 88,87 10,59 82,84 10,64 – 6,79 0,47 8,85 –16,43

0,5 46,12 9,23 43,53 9,29 – 5,62 0,65 8,37 – 9,32

1,0 30,52 6,25 28,82 6,33 – 5,57 1,28 5,99 – 4,16

δy, δφ – procentowy błąd względny 

Rys. 2. Schemat analizowanego numerycznie słupa o skokowo, nieosiowo zmiennym przekroju [7]

Rys. 3. Model słupa o skokowo zmiennym przekroju wg programu LTBeamN

Rys. 4. Model słupa o skokowo zmiennym przekroju wg programu SOFiSTiK: 
a) belkowy,  b) powłokowy
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PRAWIDŁOWY SPOSÓB CYTOWANIA 
Redecki Michał, Gosowski Bronisław, 2020, Sta-
teczność przestrzenna stężonych poprzecznie 
słupów hal ze skokową zmianą przekroju. „Buil-
der” 04 (273). DOI: 10.5604/01.3001.0013.8787 

Streszczenie: Dokonano oceny przydatności 
wybranych programów komputerowych do ob-
liczeń nośności krytycznej stateczności prze-
strzennej dwustopniowych słupów hal prze-
mysłowych. Analizowano przy tym następują-
ce programy komputerowe bazujące na me-
todzie elementów skończonych: LTBeamN,  
SOFiSTiK, Abaqus FEA. Wyniki obliczeń kom-
puterowych, zarówno w przypadku słupów  
z osiową, jak i nieosiową zmianą przekroju, po-
równano z rozwiązaniami dostępnymi w lite-
raturze. Dokonane porównania wskazują na 
możliwość wykorzystania komercyjnych pro-
gramów komputerowych, bazujących na meto-
dzie elementów skończonych, do wyznaczania 
nośności krytycznej stateczności przestrzen-
nej analizowanych słupów hal przemysłowych. 
Uzyskanie wyników obliczeń z dokładnością 
wystarczającą do celów projektowania wyma-
ga jednak rozważnego i umiejętnego stosowa-
nia dostępnego oprogramowania. W prakty-
ce projektowej należy również rozważyć moż-
liwości danego biura projektowego w kwestii 
dostępu do danego oprogramowania, a tak-
że czasu niezbędnego na zdefiniowanie odpo-
wiednich modeli obliczeniowych.
Słowa kluczowe: konstrukcja stalowa, słup 
schodkowy, stateczność przestrzenna, MES

Abstract: spatial stability of laterally restra-
int stepwise non-prismatic steel hall columns
An assessment of the suitability of selected 
computer software’s calculating the critical 
load-bearing capacity of the spatial stabili-
ty of the industrial hall columns was conduc-
ted. The following computer programs based 
on the finite element method were analysed: 
LTBeamN, SOFiSTiK, Abaqus FEA. The re-
sults of computer calculations, both in the ca-
se of columns with axial and non-axial chan-
ge of the cross-section, were compared with 
the solutions available in the literature. The 
comparisons point out to the possibility of 
using commercial software based on the fini-
te element method to determine the critical lo-
ad-bearing capacity of spatial stability for the-
se industrial hall columns. Obtaining calcu-
lation results with sufficient accuracy for de-
sign purposes requires, however, thought-
ful and skilful use of the software available on 
the market. In practical design, one should al-
so consider the possibilities of the given de-
sign office in terms of access to the softwa-
re, as well as the time necessary to define the 
appropriate calculation models.
Keywords: steel structure, stepwise column, 
spatial buckling, FEM

mm, dowiązano do modelu więzami kinema-
tycznymi. Są to nieskończenie sztywne więzi, 
które pozwalają na zdefiniowanie relacji pole-
gającej na zgodności przemieszczeń pomię-
dzy łączonymi elementami.

Ostatnią serię analiz numerycznych prze-
prowadzono z wykorzystaniem programu 
Abaqus FEA na modelach ze skończonych 
elementów bryłowych. Przyjęto dwa, różniące 
się sposobem podparcia, typy słupów: ideal-
ny oraz dokładny. W pierwszym z nich przy-
jęto idealny sposób podparcia w podstawie  
i głowicy. Podparcie drugiego zamodelowano 
w taki sposób, aby jak najwierniej odwzoro-
wać rzeczywiste warunki panujące podczas 
badań doświadczalnych [7]. W pracach [7, 
12] omówiono ich konstrukcję oraz sposób, 
w jaki zdefiniowano i przyłożono obciążenie. 
Zasadniczo kształty postaci utraty stateczno-
ści obu typów są do siebie zbliżone, jednak 
jeżeli chodzi o wartości, to wyniki otrzymane 
z analiz modelu dokładnego są dużo bliższe 
wynikom badań doświadczalnych.

Wyniki, które otrzymano, bazując na omó-
wionych modelach numerycznych, okazały 
się bardzo zróżnicowane. Zestawiono je w ta-
beli 2. dla modeli obciążonych w głowicy (α = 
1,0) i na wsporniku (α = 0,0). Względna róż-
nica pomiędzy nimi wynosi, w przypadku ob-
ciążenia przyłożonego do głowicy, prawie 
40% oraz 55%, gdy obciążenie przyłożono 
do wspornika. Podobne analizy w odniesie-
niu do statycznej pracy przęsła mostowego  
z jeszcze większymi rozbieżnościami sięgają-
cymi 117% przeprowadzili autorzy pracy [13].

Z ogólnej oceny wartości zamieszczo-
nych w tabeli 2. wynika, że modele obciążone  
w głowicy wykazują lepszą zbieżność niż mo-
dele obciążone na wsporniku. Średnie róż-
nice rzędu 30% są zgodne z analizami prze-
prowadzonymi na idealnych modelach refe-
rencyjnych [7]. Najlepszą zgodnością wyni-
ków z doświadczeniem cechują się dokładne 
modele zbudowane z elementów bryłowych  
w programie Abaqus FEA, ponieważ względna 
różnica jest na poziomie -10%. Pozostałe wyniki 
są zbliżone i oscylują w granicach -30%.

Rezultatów otrzymanych z programu  
LTBeamN nie można niestety uznać za satys-
fakcjonujące. Jest to spowodowane tym, że w 
przypadku obciążenia wspornika obciążenie 
krytyczne jest zawyżone, i to o 55%, co nie 
jest z korzyścią dla bezpieczeństwa.

Podsumowanie i wnioski
Ocena nośności krytycznej stateczno-

ści przestrzennej słupów hal przemysłowych  
o skokowej zmianie przekroju poprzecznego 
stężonych punktowo na długości jest zagad-
nieniem złożonym. Sposób modelowania oraz 
zastosowane oprogramowanie mają wpływ na 
otrzymane rezultaty [7, 13]. Dokonane porów-
nania wskazują na rozbieżności przy wyzna-
czaniu obciążeń krytycznych tego typu obiek-
tów. Za najbardziej wiarygodne rezultaty przy-
jęto wyniki otrzymane z wykorzystaniem pro-
gramu Abaqus FEA. Jednakże z uwagi na 
specyfikę programu trudno sobie wyobra-
zić jego praktyczne, inżynierskie zastosowa-
nie. Dlatego kolejnymi modelami, które zda-
niem autorów mogą być zastosowane w prak-
tyce inżynierskiej, są: powłokowy i belkowy  
z 7 stopniami swobody w węźle zdefiniowa-
ne w programie SOFiSTiK. Niestety darmo-
we oprogramowanie LTBeamN nie do końca 
spełniło stawiane oczekiwania. Ograniczenia 
programu co do wprowadzania obciążeń mi-
mośrodowych czy związane z kształtowaniem 
skokowej zmiany sztywności nie pozwoliły na 
uzyskanie zadowalających rezultatów.
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Obciążenie
SOFiSTiK

LTBeamN
Abaqus FEA badania  

modelowe [7]prętowy powłokowy idealny dokładny

głowicy
Ncr,TF [kN] 265,5 225,2 356,8 258,7 332,3 371

δcr [%] –28,4 –39,3 –3,8 –30,3 –10,4 0

wspornika
Ncr,TF [kN] 198,3 264,3 496,4 208,2 287,4 326

δcr [%] –38,4 –17,9 54,2 –35,3 –11,8 0

δcr – procentowy błąd względny

Tabela 2. Porównanie wartości obciążeń krytycznych [kN] analizowanych słupów dwustopniowych


