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Wartos$¢ najmniejsza i najwieksza funkcji

Streszczenie. W pracy rozpatruje sie zagadnienie znajdowania wartosci najwickszej i naj-
mniejszej dla funkcji rzeczywistych jednej i wielu zmiennych rzeczywistych w zadanych obszarach.
Dziedzinami funkcji w prezentowanych przykladach sa gléwnie obszary domkniete, ale takze ob-
szary otwarte.

Stowa kluczowe: ekstremum lokalne, ekstremum globalne, hesjan.

1. Warto$¢é najmniejsza i najwieksza funkcji

Ekstremum lokalne — maksimum lub minimum — jest zwiazane z punktami wewnetrznymi pewnego
zbioru D, w ktérym zadana funkcja jest rozpatrywana. Oznacza to warto$¢ najwigksza lub najmniejsza
sposréd wartosci funkeji dla pewnego sasiedztwa punktu, w ktérym ekstremum jest osiagane. Natomiast
maksimum lub minimum globalne to warto$¢ najwieksza lub najmniejsza sposréd wszystkich wartosci
funkcji dla argumentéw z pewnego obszaru D.

U podstaw znajdowania ekstremum globalnego tkwi twierdzenie Weierstrassa. W wersji ogdlnej, dla
funkcji wielu zmiennych mamy (zob. np. [7], s. 27):

Twierdzenie 1 (Weierstrassa o osiaganiu kreséw). Jezeli funkcja u = f(x1,21,...,2,) jest ciggla
w domknietym i ograniczonym obszarze D C R"™, to osigga w tym obszarze wartosé najmniejszq i naj-
wiekszq, tzn. istniejg takie punkty Py, Py € D, ze f(P1) < f(P) i f(P2) = f(P) dla kazdego punktu
PeD.

Szukamy ekstremum globalnego w punktach wewnatrz obszaru D, gdzie moze by¢ ekstremum lokalne,
ale tez na brzegu obszaru.
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2. Ekstrema globalne funkcji jednej zmiennej
2.1. Przypadek funkcji jednej zmiennej w przedziale domknietym
Zaktadamy, ze funkcja y = f(x) jest ciagla w przedziale domknietym (a,b). Zastosujemy nastepujacy

algorytm:

1. Szukamy w przedziale (a, b) punktéw krytycznych funkeji, a wiec tych punktéw x € (a,b), w ktérych
f'(x) = 0 lub w ktérych pochodna f/(x) nie istnieje. Wyznaczamy warto$é funkeji f dla kazdego
punktu krytycznego x;, bez sprawdzania, czy jest tam maksimum lub minimum lokalne.

2. Wyznaczamy wartosci funkcji f na koncach przedziatu (a,b), czyli f(a) i f(b).
3. Spoéréd wyznaczonych wartosci f(x;), f(a), f(b) wybieramy liczbe najmniejsza i najwieksza, ktore
stanowia warto$¢ najmniejsza i najwieksza funkcji f w (a,b).

Przyktad 1. Wyznaczy¢ wartoéé najmniejsza i najwieksza funkcji f(z) = 2® — x w przedziale (—1,1).

Rozwigzanie
Zaczynamy od obliczenia pochodnej: f/(z) = 3z% — 1.
Pochodna istnieje w kazdym punkcie przedzialu (—1,1), wiec punktami krytycznymi funkeji f sa tylko
punkty stacjonarne (o ile istnieja). Szukamy punktéw stacjonarnych:

1
f’(x)zO & 322-1=0 < gg2:§ RN (I__\ég vV :E_\/g)

Obliczamy wartoéci funkcji w punktach stacjonarnych:

()20 (828

3 9 -

3

oraz na koncach przedziatu:
f(=1)=0, f(1)=o0.
f V3

Zatem warto$¢ najmniejsza funkeji f w przedziale (—1, > wynosi —=§*= i jest osiagana w punkcie 32,
2f

g

a wartos¢ najwieksza to i jest osiagana w punkcie ——.

Przyktad 2. Dana jest funkcja f(z) = 2% - Ina w przedziale (1,e). Nalezy wyznaczy¢ jej ekstrema
globalne.

Rozwiagzanie
Obliczamy pochodna funkcji:

1
fl(x) =2z -mz+2? —=22-Inz+z=z2hz+1).
x
Nastepnie:

fflz)=0 < 2z2lhz+1)=0 & xr=0 V lnx:—%)
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Ale

x=0¢(l,e) A =z (1,e).

1
- ¢
Ve
Zatem punkty stacjonarne nie nalezg do zadanego przedziatu.
Obliczamy wartoéci funkcji na koncach przedziatu:

f()=0, fle)=¢* lne=¢?.
Czyli:
e warto$¢ najmniejsza wynosi 0, jest osiggana w punkcie x = 1,
e wartoéé najwicksza wynosi e?, jest osiagana w punkcie x = e.
Przyktad 3. Dana jest funkcja f(x) = 2 — V22 w przedziale (—1,1). Szukamy ekstremum globalnego.

Rozwigzanie

Liczymy pochodna funkcji:
2

3Yx

Pochodna nie istnieje w punkcie 2z = 0, ktéry nalezy do przedziatu (—1,1). Punktéw, w ktérych f/(z) = 0,

=
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nie ma.
Liczymy wartoéci funkcji w punktach x =0,z =—-1ixz=1:
FO) =2, f(-1) =2 Y12 =1, f(1) =2 YAZ =1.
Cazyli:

e warto$¢ najmniejsza to 1, jest osiagana w punktach brzegowych,

e warto$¢ najwieksza wynosi 2, jest osiagana w punkcie x = 0.

\/

-1 0 1

Rysunek 1. Wykres funkeji f(z) = 2 — V22 w przedziale (—1,1)
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2.2. Przypadek funkcji jednej zmiennej w przedziale otwartym

Jezeli funkcja y = f(z) jest okre$lona w przedziale otwartym (a,b), gdzie a,b € R, to zamiast wartosci
f(a) i f(b) obliczamy granice jednostronne:

lim f(z), lim f(x)

z—at z—b—

i poréwnujemy je z wartosciami funkcji w punktach krytycznych x; wewnatrz przedziatu.

Zauwazmy, ze twierdzenie Weierstrassa méwi o funkcji ciagtej w zbiorze domknigtym i ograniczonym.
Przedzial (a,b) nie jest zbiorem domknietym, wiec moze si¢ zdarzy¢, ze funkcja ciagta okreslona w takim
przedziale nie posiada ekstreméw globalnych.

Przyktad 4. Znalezé warto$é najwicksza i najmniejsza funkcji f(x) = 22° — 322 w przedziale (—1,2).

Rozwiazanie
Liczymy pochodna funkcji:
f'(x) = 62 — 6.

Szukamy punktéw stacjonarnych:
f(z)=0 & 6z(z—1)=0 & (z=0vVz=1).

Wartosci funkcji w tych punktach to:

natomiast granice:
lim (223 — 32?) = -5, lim (22 — 32?) = 4.

r—s—1+ T2~

Zatem funkcja nie osiaga wartosci najmniejszej i najwiekszej w przedziale (—1,2).

-5+

Rysunek 2. Wykres funkcji f(z) = 22° — 32% w przedziale (—1,2)
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Analogicznie postepujemy w przypadku przedzialu nieskonczonego. Nalezy tu zwrécié uwage na prze-
dzial (—o0, +00), ktdry jest zbiorem jednoczes$nie otwartym i domknietym. Jest on takze zbiorem nieogra-
niczonym, wiec do funkcji ciagtych i okreslonych w R nie mozna zastosowaé twierdzenia Weierstrassa.

Przyklad 5. ZnaleZ¢ ekstrema globalne funkcji f(z) = 5 W przedziale (—o0, +00).

1+
Rozwigzanie
Pochodna: )
, 2
f (iE) - (1 +l‘2)2

istnieje dla kazdego x € (—o0, +00). Szukamy punktdéw stacjonarnych:

—2x
")=0 & —M—_—=0 & =0.
f(@ (1 + %) !

Liczymy warto$¢ funkcji w punkcie 0 oraz granice na koncach dziedziny:

f(0) =1,
wgr—noo T+a? — 07
. 1 _
S e =0

Funkcja osiaga maksimum globalne réwne 1 w punkcie # = 0, nie osiaga wartoSci najmniejsze;j.

A
y
1 1 1 1 X’
-2 -1 0 1 2
Rysunek 3. Wykres funkcji f(x) ﬁ
. . 3 . ,
Przyklad 6. Rozwazmy funkcje f(x) = 5L v przedziale (0,2). SprawdZmy, czy ma ona ekstrema
globalne.
Rozwiagzanie

3
(2-
f'(z) = 0. Ponadto f'(z) > 0 dla kazdego = € (0,2), wiec funkcja f jest rosnaca w tym przedziale.

Liczymy pochodna: f'(x) = 5 - Z postaci pochodnej widac, ze nie istnieje takie z, dla ktérego
x
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Liczymy granice na koncach przedziatu:

. 3 _
zhl’;l_ 52 = +00,
lim 2 =32.
20+ 2—x 2

Zatem funkcja nie osiaga warto$ci najmniejszej ani najwiekszej w (0, 2).
Przyklad 7. Ktory z prostokatow wpisanych w okrag o ustalonym promieniu R > 0 ma najwigksze
pole?

Rozwigzanie
Pole prostokata wpisanego w okrag o promieniu R to P = a - b, gdzie a,b > 0ia+b > 2R.

Rysunek 4. Prostokat wpisany w koto

7 twierdzenia Pitagorasa mamy a? + b?> = (2R)? = 4R? stad b = V4R? — a2. Wyrazamy pole
prostokata jako funkcje dlugosci jego boku a:

P=ab=a-v4R? — a? = P(a), gdzie a € (0,2R).

Pochodna tej funkcji:

— 2 _ 2 2 2 2
P'(a) = VAR? —a® +a- 2a AR’ —a’—a® _ 4R’ -2a°
2V4AR2 — a2 VARZ — a2 VIR — a2

Znajdujemy taka wartos¢ a, dla ktorej pochodna sie zeruje:

P'a)=0 & 4R*-24> & a*=2R*> = a=+v2-R(boa>0).



Wartoé¢ najmniejsza i najwigksza funkcji 91

Mozemy sprawdzi¢, czy w punkcie a = v/2 - R jest ekstremum lokalne. Badajac znak P’(a), mamy:
Plla)>0 < 4R?*—-24°>0 & 0<a<+V2-R

oraz

Plla)<0 & 4R*-24°<0 & a>V2-R.

Z warunku wystarczajacego na ekstremum lokalne funkcji jednej zmiennej (zob. np. 2], s. 134) wynika,
ze w punkcie a = V2-R jest ekstremum lokalne i jest to maksimum.

W istocie rozpatrujemy jednak zadanie na odnalezienie wartosci najwigkszej funkcji P = P(a) w prze-
dziale (0,2R). Liczymy granice na koncach dziedziny:

lim P(a) =0 i lim P(a)=0.

a—0t a—2R~

Funkcja P = P(a) jest ciagla, zatem maksimum globalne osiagane jest w punkcie a = v/2 - R.

b=+4R2 —2R2 = V2R?2 = V2 R.

Otrzymaliémy a = b, czyli szukany prostokat to kwadrat o boku Rv/2 i polu P = 2R2.

Liczymy

3. Przypadek funkcji dwoéch zmiennych

3.1. Przypadek obszaru domknietego

Zakladamy, ze funkcja z = f(z,y) jest ciagla w obszarze domknigtym i ograniczonym D, czyli osiaga

w tym obszarze warto$¢ najmniejsza i najwieksza. Dla ich wyznaczenia postepujemy analogicznie jak dla
funkcji jednej zmiennej (zob. np. [5]).

1. Szukamy wewnatrz obszaru D punktéw krytycznych funkeji f, a wiec tych punktéw (zo, yo), w kté-

rych jednoczednie zeruja sie obie pochodne czastkowe ﬂ‘ = ﬂ‘ = 0, lub w ktérych

9% | (zo,y0) Yl (@o,m0)
obie pochodne czastkowe nie istnieja, lub jedna nie istnieje a druga sie zeruje w punkcie (xg,yo)-

W punktach tych funkcja moze, ale nie musi, mie¢ maksimum lub minimum lokalne (jednak tego
na og6! nie sprawdzamy).

2. Obliczamy wartosci funkcji f w kazdym z tych punktéw krytycznych.
3. Wyznaczamy najmniejsza i najwickszg warto$¢ funkcji f na brzegu obszaru D.

4. Sposréd wyznaczonych wartosci funkcji w punktach wewnatrz i na brzegu obszaru wybieramy liczbe
najmniejszg i najwieksza, ktora stanowi odpowiednio warto$¢ najmniejsza i najwieksza funkcji f

w obszarze D.
Przykltad 8. Wyznaczy¢ warto$¢ najmniejsza i najwieksza funkcji
flay)=a>+y* —ay+a+y

w obszarze D = {(z,y) € R? : £ <0,y < 0,2 +y > —3} (zob. 6], s. 393).
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funkcja

Rysunek 5. Wykres funkcji z = 2® + 3> —zy+ x4y

Rozwigzanie
Zadany obszar jest trojkatem domknietym. Obliczamy pochodne czastkowe:

af of
—_— — 1 _— = — 1.
9 20 —y+1, By 2y —x +

Nastepnie znajdujemy punkty stacjonarne lezace wewnatrz obszaru D, rozwiazujac uktad réwnan:
2r—-y+1=0

20 —x+1=0.

7 powyzszego ukladu dostajemy jedyny punkt stacjonarny Pp(—1,—1), ktéry lezy w zadanym obsza-
rze. Nie sprawdzamy, czy jest tam ekstremum lokalne, ale liczymy warto$¢ funkcji w tym punkcie:

f(Ro) = f(=1,-1) = —1.

Nastepnie badamy funkcje na brzegu obszaru. Dla £ = 0 mamy

f0,y)=y*+y=h(y)iye (-3,0).

Zadanie sprowadza si¢ do znalezienia warto$ci najmniejszej i najwigkszej funkcji h, ktora jest funkcja

jednej zmiennej y. Szukamy punktu stacjonarnego:

1
MWiy)=2y+1=0 < y=-3
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Liczymy f (0, —%) = —i i poréwnujemy z warto$ciami na brzegu odcinka: f(0,—3) =61 f(0,0) = 0.
Analogicznie postepujemy w przypadku y = 0, € (—3,0). Otrzymujemy funkcje g jednej zmiennej x:

f(2,0) =2 + 2 = g(x).
Szukamy jej punktéw stacjonarnych:
, 1
J(x)=2z+1=0 < T=—3

iliczymy f(—1,0)=-%, f(-3,0)=6.
Ostatni bok tréjkata opisany jest réwnaniem z 4y = —3, stad y = —3 — x. Podstawiajac to wyrazenie
za y do wzoru na f(z,y), otrzymujemy:

flzy) =flz,-3—-2)=
=22+ (-3-2)?-2(-3-2)+x—-3—z=
=322+ 92 + 6 = t(x).

Dalej:
t'(z)=6x4+9=0 < x:—g.
Stad
y=-3+ g = —g .
Liczymy f (—%, —%) = —%. Punkty brzegowe juz zostaly przeanalizowane.

Sposrod wszystkich policzonych wartosci wybieramy warto$é najwieksza i najmniejsza i mamy odpo-
wiedZ: warto$é najmniejsza funkcji f w obszarze D wynosi —1 i jest osiagana w punkcie (—1, 1), a wartosé
najwieksza wynosi 6 1 jest osiggana w punktach (0, —3) oraz (—3,0).

3.2. Przypadek obszaru otwartego

Funkcja ciagla w obszarze otwartym D nie musi przyjmowaé w tym obszarze ani warto$ci najmniejszej,
ani najwickszej.

Przyktad 9. Wyznaczy¢ warto$é najmniejsza i najwieksza funkcji f(z,y) = 2% + y?> w obszarze
D={(r,y) eR?: 0<a?+y? <1}

Rozwigzanie
Dla kazdego punktu (z,y) € D zachodzi nier6wnosé:

0< flz,y) <1

Obliczamy granice:

lim z,y) =0,
(w;y)H(O,O)f( v)

lim z,y) =1,
(mvy)%(ro,yo)f( v)

dla kazdego punktu (z,yo) lezacego na brzegu, czyli 23 + y2 = 1.
Wartosci tych granic oznaczaja, ze wartosci funkcji w obszarze D moga by¢ dowolnie bliskie 0, jak
i bliskie 1. Ale ekstremum globalnego funkcja ta w obszarze D nie osigga.
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Przyktad 10. Wyznaczy¢ ekstremum globalne funkcji f(x,y) = 3z - e¥ — a3 — e

(zob. []).

w obszarze D = R?

Rozwiagzanie
Liczymy pochodne czastkowe rzedu pierwszego:

g—i = 3e¥ — 322,
% = 3ze¥ — 3e3Y.
y

Szukamy punktéw stacjonarnych, bedacych rozwigzaniami uktadu réwnan:

3e¥ — 322 =0 e¥ = g2 eY¥ =2 e¥ = 2

3ze¥ — 3e =0 ze¥ = e x-2? = (2?)3 22(1—23) =0

Dwa pierwiastki ostatniego z rownan to z; = 01 zo = 1. Pierwszy z nich zostaje odrzucony, gdyz nie

odpowiada mu zadna warto$é¢ y (e¥ # 0 dla kazdego y € R). Drugiej wartosci z2 = 1 odpowiada wartos$é

y = 0, gdyz spelnia ona warunek e¥ = z2.

Zatem jedynym punktem stacjonarnym jest Py(1,0). Liczymy pochodne czastkowe rzedu 2:
0 f 0*f 0 f 0*f

= —6x, —= =3ze¥—9e%, = = 3eY.

922 T Oy? 0xdy  Oydx

Dla zbadania ekstremum lokalnego tworzymy macierz Hessego (zob. [1], s. 6):

—6x 3eY -6 3
Hf(xay) = [Sey 3pe¥ — 9€3y] ) Hf(l,()) - [ 3 _6] :

Minory tej macierzy wynosza:
My =-6<0, My=27 > 0.

Zatem macierz Hy(1,0) jest ujemnie okredlona, wiec w Py(1,0) jest maksimum lokalne. Wartos¢ ekstre-
mum to fmax = f(1,0) = 3.
Niestety, w punkcie Py funkcja nie przyjmuje wartoéci najwiekszej w catej dziedzinie R2. Przykladowo,

liczac granice funkcji np. przy ustalonym y = 1, mamy f(z,1) = 3re — 2® — €, skad otrzymujemy:

lim (3ze — 2% —€®) = lim (z(3e — 2?) — €3) = +o0.
T——00 T——00
Oznacza to, ze funkcja przyjmuje w R? dowolnie duze wartoéci, czyli nie osigga w R? wartoéci najwiekszej.
Ponadto

lim (3ze — 2% —€*) = —00,
Tr—r+o0

czyli funkcja nie osigga tez w R? wartoéci najmniejszej.
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4. Funkcje trzech zmiennych

W przypadku funkcji trzech zmiennych v = f(x,y,z) brzegiem obszaru jest na ogdl powierzchnia
lub pewna liczba powierzchni w R3. Na takiej powierzchni zmienne z, %, z zaleza od dwéch parametréw

i znalezienie najwiekszej lub najmniejszej wartosci funkcji na brzegu okaze sie prostszym zadaniem.
Przyktad 11. Znalezé najwieksza wartosé iloczynu:
u = xyzt
nieujemnych liczb z, y, z, t, ktérych suma ma stala wartos¢:
r+y+z+t=4dc (c>0)
(zob. [3], s. 378).

Rozwigzanie

Z warunku réwnosciowego wyznaczamy t = 4¢c — x — y — z i wstawiajac do wzoru na u, mamy:
u=zyr(dc—z—y— z),
czyli funkcje trzech zmiennych x,y, z w obszarze tréjwymiarowym,
D={(z,y,2) eR*:2>0, y=>0, 2>0, z+y+z<4c}.

Obszar ten jest czworoscianem, lezacym w I oktancie uktadu wspoétrzednych, ograniczonym plaszczyzna-
mi:
zr=0, y=0, z=0, x+4+y+z=4c.

Liczymy pochodne czastkowe rzedu 1:

% = yz(de—x—y—2)+taoyz - (-1) =yz(dc—2x —y — z)
Z—Z = zz(dc—x—2y—2)

ou

T pylde—z—y—2

i przyrownujemy je do zera:

yz(de—2x—y—2)=0

xz(dc—x —2y—2)=0

xy(de—x—y—22)=0.
Jedyny punkt stacjonarny, lezacy wewnatrz czworoscianu, to x = y = z = ¢, stad t = ¢. Wartos¢ funkcji
w tym punkcie wynosi:

u=u(c,c,c) =ct.

Na brzegu obszaru funkcja u przyjmuje wartosé 0, zatem w znalezionym punkcie (c, ¢, ¢, ¢) funkcja przyj-
mie wartoéé najwieksza, réwna c*.
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Przyklad 12. Znalezé najmniejsza warto$¢ sumy u = x 4+ y 4+ z + t dodatnich liczb z, y, z, t, ktérych
iloczyn ma stala wartos¢:

zyzt = et

dla ustalonego ¢ > 0 (zob. (3], s. 379).

Rozwigzanie
Po zastosowaniu podstawienia t = ;—4, funkcja u staje si¢ funkcja trzech zmiennych:
yz

4
c
u=u(r,y,z) =c+y+z+—.
xyz
Szukamy wartoéci najmniejszej tej funkcji w obszarze okreslonym nieréwnosciami: > 0,y > 0,z > 0,
zatem w obszarze otwartym i nieograniczonym. Jezeli ta wartos¢ jest osiagana w punkcie wewnetrznym

obszaru, to musi on naleze¢ do punktéw stacjonarnych, ktore spelniaja warunki:

ou _ 1 _ ct
dx x2yz 0
Qu _ 1 _ ¢t
oy xy2z
Ou _ 1 _ <t
0z zyz?2

7Z powyzszego ukladu réwnan otrzymujemy z = y = z = ¢ (wiec takze t = ¢), czyli u = 4c.
Sprawdzmy, czy w punkcie Py(c, ¢, ¢) znajduje sie ekstremum lokalne. Wyznaczamy pochodne czast-
kowe rzedu 2:

0%u _ 2c4 0%u B 0%u _ ct
ox?  a3yz’ 0xdy  Oydx  x2y2z’
0%u B 2ct 0%u B 0%u B ct
oy2  xy3z’ 0xdz  0z0x  x2yz2’
0%u B 2c4 0%u B 0%u B ct
022 xyzd’ Oydz 020y  xy222’

Macierz Hessego w punkcie Py ma postac:

2 1 1
c c C
11 2
C C C
Minory tej macierzy wynosza:
2 3 4
1\41:*>07 M2:7>0, M3:*3>0
c c c

Macierz Hessego w punkcie Py jest dodatnio okreslona, zatem funkcja u osiaga w Py minimum lokalne,
réwne 4c. Czy warto$¢ w punkcie Py jest najmniejsza w calym zadanym obszarze? Przy zblizaniu sie do
plaszczyzn = 0,y = 0 lub z = 0 wartosci funkcji rosna nieograniczenie, podobnie jak przy oddalaniu
sie wszystkich zmiennych do nieskonczonosci. Sugeruje to wystapienie w Py minimum wartosci funkcji.
Idea dowodu powyzszego przypuszczenia polega na wskazaniu takiego obszaru domknigtego, be-
dacego podzbiorem dziedziny funkcji, na brzegu ktérego wartosé funkceji bytaby wieksza od dowolnej liczby
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K > ¢*. Takim obszarem moéglby by¢ na przyktad szeécian, ktérego wierzchotki miatyby wspétrzedne:
(85575)7 (5757 E)a (Ea E7E> )7 (Ea EaE)7 (E757€)7 (Ea57 E)7 (Ea E,E, )7 (EaEa E)7

gdzie 0 < € < ¢ < E < +00. Dowdd nalezatoby przeprowadzi¢ dla kazdej z szesciu Scian sze$cianu, lecz
w tym przypadku, ze wzgledu na symetri¢ zagadnienia, wystarczy ograniczy¢ sie dla dowolnych dwdéch
przeciwleglych écian. Niech beda to Sciany, dla ktérych znana jest warto$é¢ z = H. Mamy:

C4

dla H > 0.
i a H >

Niech:
DH:{(x,y)€R2:0<x,O<y}.

Badamy przebieg zmiennoéci tak okreslonej funkcji ug. Pochodne czastkowe tej funkcji to:

oug _1 c*
or Hax2y’
Oug 1 c*
oy Haxy?

Ekstremum tej funkcji znajdujemy, rozwiazujac uklad rownan powstaly z przyrownania pochodnych
czastkowych do 0. Jedynym nalezacym do dziedziny rozwigzaniem tego uktadu jest punkt:

Py(xp,yn) = ( i/g, f/g) :

w ktérym funkcja upy osigga wartoscé:
s/ c*
upg(rp,yn) = H +3 T

Na podstawie powyzszego wzoru mozna wyznaczy¢ takie dwie skoniczone i dodatnie wartosci € i E,

i jest to minimum.

ktore dla dowolnie duzego K beda spelnialy warunek:

3C4 304
e+3{/—=>2K Vv E+3{/—=2>2K.
€ E

Analogiczne rozwazania obowiazuja réwniez dla zmiennych z i y funkcji u. Powyzsze wartosci € i F beda
okredlaly potozenie poszukiwanego szedcianu, stanowiacego domknigta dziedzine dla funkcji u.

Poniewaz w szeécianie, jako w domknietym i ograniczonym obszarze, funkcja ciggla u powinna mieé¢
najmniejsza wartosé, widaé wiec, ze warto$é ta jest osiagana w znalezionym wyzej punkcie (¢, ¢, c) i jest
ona najmniejsza rowniez dla calego poczatkowego obszaru.

5. Zadania i odpowiedzi

Zadanie 1. Wyznaczy¢ warto$é najmniejszg i najwieksza funkcji jednej zmiennej:

a) f(z) =5+ 222 — 2* w przedziale (—2,2),
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b) f(x) =z — 2Inz w przedziale (1,€),
c) f(z) = 2sinz + cos 2z w przedziale (0, 7),
d) f(z) = arctg(z?) w R.

Zadanie 2. Rozwiazaé zadania z trescia.

a) Jaki prostokat o obwodzie réwnym 1 ma najwieksze pole?
b) Liczbe 8 przedstawié¢ jako sume takich dwdch skladnikéw, zeby suma ich sze$cianéw byla najmniejsza.
¢) Jaka liczba dodatnia zsumowana ze swoja odwrotnoscia ma najmniejsza warto$é?

d) Liczbe 36 rozlozyé na takie dwa czynniki, zeby suma ich kwadratéw byla najmniejsza.

Zadanie 3. Wyznaczy¢ wartosé najmniejsza i najwigksza funkcji dwoch zmiennych:

a) z = 22 — y? w obszarze D = {(z,y) € R?: 2% +y? < 1},

b) z = sinx + siny + sin(z + y) w obszarze D = {(z,y) e R2: 0 <z < 7/2 A 0 <y < 7w/2},

c) z=a3+y> - 3xy wobszarze D = {(z,y) e R>: 0 <2 <2 A -1 <y <2},

d) z = 22 + 2xy — 42 + 8y w prostokacie, ktérego boki znajduja si¢ na prostych z = 0, y = 0, x = 1,
y=2.

Odpowiedz 1.

a) maksimum globalne: f(—1) = f(1) = 6, minimum globalne: f(—2) = f(2) = -3,
b) maksimum globalne: f(1) = 1, minimum globalne: f(2) = 2(1 —In2),
3 71'

c) maksimum globalne: f(%) = 3, minimum globalne: f(0) = f(ﬁ) =1,

d) maksimum globalne nie istnieje, minimum globalne: f(0) = 0.

Odpowiedz 2

a) Kwadrat o boku . b) 8 =4+4. c) 1. d) 36 =6-6.
Odpowiedz 3.

a) maksimum globalne: z(1,0) = z(—l, 0) = 1, minimum globalne: z(0,1) = 2(0, —1) = —1,
b) maksimum globalne: z (5, %) = 3Y3 minimum globalne: z(0,0) = 0,

¢) maksimum globalne: z(2,—1) = 13, minimum globalne: z(1,1) = 2(0,-1) = —1,

d) maksimum globalne: z(1,2) = 17, minimum globalne: z(1,0) = —3.
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Wartoé¢ najmniejsza i najwigksza funkcji 99

Literatura

1. B. Bily, Fkstremum funkcji wielu zmiennych, MINUT 2023(5), s.1-16, https://minut.polsl.pl/
articles/B-22-007.pdf| (dostep 2023-06-06).

2. G. Decewicz, W. Zakowski, Matematyka czesé I, WNT, Warszawa 1991.

3. G.M. Fichtenholtz, Rachunek rézniczkowy i caltkowy, t.1, PWN, Warszawa 1976.

4. P. Kajetanowicz, Warto$ci najwieksze i najmniejsze funkcji 2 zmiennych w obszarze, https://prac.
im.pwr.edu.pl/~kajetano/AM2/fun2var/fun2var_8.htm (dostep 2023-06-06).

5. A. Kisielewicz, Najmniejsza i najwicksza wartos$é funkcji dwéch zmiennych https://wuw.math.uni.
wroc.pl/~kisiel/wyklad9.pdf| (dostep 2023-06-06).

=]

. J. Piszczata, M. Piszczala, B. Wojcieszyn, Matematyka w zadaniach, PWN, Warszawa 1981.
7. W. Zakowski, W. Kolodziej, Matematyka czesé II, WNT, Warszawa 1993.


https://minut.polsl.pl/articles/B-22-007.pdf
https://minut.polsl.pl/articles/B-22-007.pdf
https://prac.im.pwr.edu.pl/~kajetano/AM2/fun2var/fun2var_8.htm
https://prac.im.pwr.edu.pl/~kajetano/AM2/fun2var/fun2var_8.htm
https://www.math.uni.wroc.pl/~kisiel/wyklad9.pdf
https://www.math.uni.wroc.pl/~kisiel/wyklad9.pdf

	Wartosc najmniejsza i najwieksza funkcji
	Ekstrema globalne funkcji jednej zmiennej
	Przypadek funkcji jednej zmiennej w przedziale domknietym
	Przypadek funkcji jednej zmiennej w przedziale otwartym

	Przypadek funkcji dwóch zmiennych
	Przypadek obszaru domknietego
	Przypadek obszaru otwartego

	Funkcje trzech zmiennych
	Zadania i odpowiedzi

