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Streszczenie

Przedmiotem badan jest estymator wartosci oczekiwanej. Sprawdzano
doktadnos¢ estymacji wartosci oczekiwanej w sytuacji, gdy estymator
obliczany jest na podstawie danych z rozktadu Gaussa. Sprawdzanie
doktadnosci estymacji wykonano z zastosowaniem metody Monte Carlo.

Stowa kluczowe: metoda Monte Carlo, warto$¢ oczekiwana, rozktad
Gaussa.

Verification of accuracy of mean value
estimation using Monte Carlo method

Abstract

The subject of the research is the mean value estimator. The estimator is
determined based on data obtained from a Gaussian distribution. The
accuracy of the mean value estimator was examined using the Monte Carlo
method. Chapter 1 provides basic information on the reasons for use the
Monte Carlo method. In Chapter 2 the basic definitions were presented.
Eq. (1) describes the expected value of the random variable. Eq. (3)
presents the mean value estimator. Eq. (4) it is the error of the estimator
(3). In the next part of Chapter 2 the mean value estimator for Gaussian
distribution was presented (eq. 6). Eq. (7) describes the error of the mean
value estimator (6). Next equation describes coverage factor for Gaussian
distribution. In the next part of the paper the Monte Carlo methods were
presented. In this article the Crude and Hit-or-Miss Monte Carlo methods
have been used. Eq. (13) presents the mean value estimator obtained using
the Crude Monte Carlo method. Eq. (14) describes the error of the estimator.
Eq. (15) presents the mean value estimator obtained using the Hit-or-Miss
Monte Carlo method. Eq. (16) it is the error of the estimator. In Fig. 1 the
errors (4), (14) and (16) have been shown. Tab. 1 presents the errors
obtained in Matlab, MatCAD and LabWINDOWS. The researches have
been summarized in Chapter 3.

Keywords: Monte Carlo method, mean value, Gaussian distribution.
1. Wprowadzenie

W artykule podj¢to problematyke sprawdzania doktadnos$ci es-
tymacji wartosci oczekiwanej metoda Monte Carlo. Zastosowana
metoda opiera si¢ na catkowaniu numerycznym funkcji. Istnieje
wiele metod catkowania numerycznego funkcji. Niektore z tych
metod, jak na przyktad kwadratury adaptacyjne, cechuje duza
doktadno$¢ obliczen oraz mozliwos¢ kontrolowania btedu catko-
wania [1]. W poréwnaniu z tymi metodami metoda Monte Carlo
nie daje na ogdl wynikow z tak duzg doktadnoscia [2]. Metoda ta
ma jednak t¢ zalete, ze czgsto pozwala na ominigcie skompliko-
wanego aparatu matematycznego, jest prosta w implementacji
inie wymaga stosowania zlozonych technik algorytmicznych
i programistycznych. Metode Monte Carlo stosuje si¢ najczesciej
w sytuacji, gdy zawodza metody analityczne, a inne metody nu-
meryczne nie daja zadowalajacego wyniku. Jest tak na przyktad
podczas wielowymiarowego catkowania wieloparametrowych

funkcji wielu zmiennych [2]. Powstaje zatem pytanie, czy podej-
Scie przedstawione w pracy ma sens? Szczegélnie, ze catkowaniu
numerycznemu poddawana jest jednoargumentowa funkcja
o dwoch parametrach, ktorej sktadowa jest funkcja gestosci praw-
dopodobienstwa rozkladu Gaussa. Zdaniem autora podejscie
przedstawione w pracy ma swoje uzasadnienie. Jest tak z dwoch
powoddéw. Po pierwsze uzyskane dane bardzo czesto podlegaja
rozktadowi Gaussa, po drugie szacowanie warto$ci oczekiwanej to
w probabilistyce jedna z najczeSciej wykonywanych procedur
obrobki danych. O doktadnos$ci estymacji tej wielkosci decyduje
liczba danych. W metodzie Monte Carlo stosuje si¢ zwykle duza
liczb¢ danych. Sprawdzenie doktadno$ci szanowania wartosci
oczekiwanej, gdy do obliczen zastosowana zostanie metoda Monte
Carlo jest wigc uzasadnione.

2. Estymacja wartosci oczekiwanej

Niech X bedzie zmienng losowa o gestosci fy(x), xeR. Wartosé
oczekiwana 6 zmiennej losowej X ma postac [3]:

0= E[X]= [ xf; (x)dv. ()

Wielkos¢ (1) to moment zwykly pierwszego rzedu, nazywany
w technice wartoscig $rednig.

Niech dana bedzie ciggla funkcja g(x), xeR, catkowana na
przedziale [a, b], a, beR, -00<a<b<wm, taka, ze:

g(x)=xfy(x). 2

Estymator parametru (1) przyjmuje postac:

_ b

0, =Ig(x)dx. 3)
Btad szacowania parametru (1) mozna opisa¢ wzorem:

4)

Niech X bedzie zmienng losowa o rozkladzie Gaussa ze znany-
mi, niezerowymi parametrami oyeR.\{0}, uyeR\{0}. Gegstos¢

fx(x) rozktadu Gaussa jest funkcja o niezerowych warto$ciach.

Powstaje zatem problem doboru wartosci koncow przedzialu
[a, b]. Najtatwiej zastosowaé wzory, do opisu ktorych stosujemy
parametry rozktadu oraz reguty zwigzane z jego probabilistycz-
nymi wlasnos$ciami. Przyjmijmy, ze:

a=—ko,+pn,, b=ko, +u,, 4)

gdzie ke R\{0}.
Poniewaz dla rozktadu Gaussa 0=y, to na podstawie (2)-(5)
oraz gestosci f(x) otrzymujemy:
N b koy +uy 1 7("’“)( )2
0, = x)dx = X ——e 2% dx
] .!g( ) —koy +uy GX 27[ (6)

1 koy +py (X*H)()2

; k
= xe v dx=p, erf| — |,
GX\/% fkc;[wX . (\/E]
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gdzie erf(-) to funkcja btgdu Gaussa [4].
Ponadto:
e. =1—erf [ij 7
9, )

Zwroémy uwagg, ze:
k:ﬁierf(l—eﬁl), ®)

gdzie ierf(-) to odwrotna funkcja bledu Gaussa [4].

Nalezy wzia¢ pod uwagg, ze zastosowane we wzorach (6)-(8)
funkcje erf(-) i ierf(-) w istocie dalej sa wyrazeniami catkowymi.
W dodatku funkcje pierwotne tych calek nie dadza si¢ wyrazi¢ za
pomoca funkcji elementarnych. Oznacza to, ze nie jest mozliwe
obliczenie doktadnych warto$ci tych wielkosci. W literaturze
znalez¢ mozna wzory, ktore umozliwiaja wyznaczenie ich przy-
blizonych warto$ci. Zdaniem autora na uwage zastuguja nastepu-
jace zaleznosci [5]:

o () =sen ) o
ierf(x)zsgn(x) \/[nzé 11’1(12—x2)] _ll’l(la_xz)
. (10)
_[2+m(1—xz)nﬂ
ng 2
gdzie:
8(7:—3) N
é_371(4—1z)~()']4’ an
oraz:
L, x>0,
sgn(x)=40, x=0, (12)
-1, x<0.

W [5] podano, ze wzglgedne doktadno$ci wyznaczania za pomoca
(9) 1 (10) wartosci funkcji erf(*) i ierf() sa na poziomie odpowiednio
10*1 107, W [6] przedstawiono modyfikacje wzoru (9) zwigkszaja-
ca o rzad doktadno$¢ wyznaczania wartosci funkcji erf(:).

Z przeprowadzonych obliczen wynika, ze w celu uzyskania
btedu (7) na poziomie jednego promila nalezy dobra¢ k=3.29,
natomiast jezeli przyjmiemy k=2.57, to btad ten bedzie réwny
w przyblizeniu 1%. Podane warto§ci mnoznika k wskazuja, ze
wyznaczanie k na podstawie (8) rownowazne jest obliczeniu
przyblizonej wartosci wspolczynnika rozszerzenia [7, 8]. Interesu-
jace jest, ze wspoOlczynnik ten nie zalezy od parametrow rozktadu
oraz od wartosci koncow przedziatu [a, b], ale jedynie od wartosci
btedu (4). W literaturze spotka¢ mozna najczgsciej tabele z warto-
$ci wspolczynnika rozszerzenia. Wartosci te zaleza od poziomu
istotnosci, ktoéry odpowiada warto$ciom btedu (4).

Rozwazmy teraz zagadnienie catkowania numerycznego funkcji
g(x) metoda Monte Carlo. Taka operacja odbywa si¢ rowniez na
przedziale [a, b]. Przyjmijmy, Zze a i b wyznaczane sa na podsta-
wie (5). Uzasadnione jest wigc sprawdzenie, jakie doktadnosci
szacowania parametru (1) otrzymamy stosujac metod¢ Monte
Carlo. Rozwazmy dwie popularne metody Monte Carlo catkowa-
nia numerycznego funkcji, metod¢ Crude i Hit-or-Miss [2]. Do-
ktadnos$¢ obu metod zalezy od liczby danych oraz od okresu gene-
ratora liczb pseudolosowych. Moze réwniez zaleze¢ od postaci
funkcji g(x), dlatego zaktadamy dla uproszczenia, ze g(x) nie jest
funkcja tzw. wysokiego piku.

PAK vol. 60, nr 11/2014

Metoda Crude opiera si¢ na generowaniu NeN\{0} liczb pseu-
dolosowych x;, i=0,1,...,N-1 z rozktadu réwnomiernego na prze-
dziale [a, b]. Estymator parametru (1) uzyskany ta metoda ma
postaé [2]:

1

ézzb]‘v”;g(x,.). (13)

Blad szacowania parametru (1) wyznaczamy na podstawie wzo-
ru:

0,-6

&, = ‘ 2\6\ ‘ 14)

Zatézmy, ze wartosci funkcji g(x) znajduja si¢ w obszarze
Q={(xy)eR: asx<h, c<y<d}, gdzie -0<c<0, 0<d<wo, ¢, deR.
Metoda Hit-or-Miss opiera si¢ na generowaniu N liczb pseudolo-
sowych x; 1 y;, i=0,1,...,N-1 z rozktadu rownomiernego odpowied-
nio na przedziatach [a, b] i [c, d]. Estymator parametru (1) uzy-
skany metodg Hit-or-Miss ma postaé [2]:

e3=%(b—a)(d—c), (15)

gdzie ky to moc zbioru {ieN: 0<y<g(x;)} pomniejszona o moc
zbioru {ieN: g(x;))<y;<0}. Jezeli y=0, to ky nie zmienia swojej
wartosci.

Blad szacowania parametru (1) wyznaczamy na podstawie wzo-
ru:

8, 6|
- _ 16

W celu znalezienia wartoéci koncoéw przedziatlu [c, d] wyzna-
czy¢ nalezy ekstrema funkcji g(x). Znanych jest wiele efektyw-
nych sposobow wyznaczania ekstremow funkcji. Oparte sa one
miedzy innymi na metodach optymalizacji, w tym na programo-
waniu liniowym i nieliniowym [9]. Istnieja rowniez metody znaj-
dowania ekstremum metoda Monte Carlo [10]. Poniewaz w przy-
padku g(x) mozna znalez¢ wszystkie punkty podejrzane o istnienie
ekstremum, to do wyznaczenia warto$ci koncow przedziatu [c, d]
wystarczy zastosowac twierdzenie Weierstrassa. Wtedy:

c=min{xl fy (xl),xz fX(xz),an(a),bfx(b)},
d= max{xl Iy (x]),x2 Iy (xz),afx(a),bfx (b)},

X, aSx, <b, X, asx, <b, (17)
X = X, =
0, x, <avx, >b, 0, x, <avx, >b,

Wy —y40y +p} X

Xo, = > X,

2

:HX+\]4G§(+H§(

2

Jezeli k>3, to do obliczenia warto$ci ¢ i d mozna zastosowaé
wzor [11]:

C%xova(xol), deozfx(xoz)' (18)

Probabilistyczne wlasnos$ci estymatorow (13) i (15) zostaly opi-
sane w [2]. W pracy przyjeto zatozenie, ze rzeczywiste wartosci
parametru (1) s3a znane. Nalezy jednak podkresli¢, ze na ogot
rzeczywista warto§¢ szacowanego parametru nie jest znana. Wow-
czas, w celu znalezienia wartoéci bledow estymacji parametrow
szacowanych metoda Monte Carlo stosuje si¢ podejscie oparte na
przedziatach ufnosci. Opis takiego podejscia przedstawiono w [2].
W celu zwigkszenia ogélnosci rozwazan podanych w [2] nalezy
rowniez wzia¢ pod uwage informacje przedstawione w [12].
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Sporzadzono wykres btgdu (7) oraz wykresy usrednionych 100-
krotnie procentowych wartosci bledow (14) i (16) w funkcji war-
tosci mnoznika (8).

5
100
a
10
& [%]
1
0.1
0.01
0 1 2 k3 4 5

Rys. 1. Wykresy btedow (7), (14) i (16) w funkcji mnoznika (8)
Fig. 1.  The graphs of the errors (7), (14) and (16) as a function of the multiplier (8)

Tab. 1. Btedy estymacji warto$ci oczekiwanej
Tab. 1. The errors of the mean value estimator

N=10°, k&=2.57 | MathCAD | Matlab | LabWINDOWS

&, [%] 1

& [%] 10201 | 1.0137 1.0169

& [%] 10219 | 1.0157 1.0175

N=10° k=3.29 | MathCAD | Matlab | LabWINDOWS

, [%] 1

&, [%0] 11297 | 1.1469 11119

&, [%o] 13762 | 13211 1.2899

N=10", k=2.57 | MathCAD | Matlab | LabWINDOWS

¢ [%] 1

&, [%] 10164 | 1.0162 1.0174

&, [%] 10172 | 1.0164 1.0186

N=10", k=329 | MathCAD | Matlab | LabWINDOWS

& [%] 1

&, [%0] 0.9990 | 0.9941 1.0223

& [%0] 10062 | 1.0274 10311

Usrednione wartosci btedow (13) i (15) sa dla N=10° i k=2.57
réwne w przyblizeniu odpowiednio 1.02% i 1.04%, natomiast dla
k=3.29 wynosza 1.2 i 1.4 promila. Jezeli blad (7) jest nie wickszy
niz 1%, to obie metody Monte Carlo daja btedy na poréwnywal-
nym poziomie. Zwr6¢my uwagg, ze dalsze zwigkszanie wartosci
mnoznika k nie powoduje juz zmniejszania wartosci bledow.
Zmniejszenie warto$ci bledow jest mozliwe, ale dopiero po
zwigkszeniu liczby N danych. Niestety kosztem istotnego wydtu-
Zenia czasu obliczen.

W celu sprawdzenia otrzymanych wynikow zwigkszono liczbe
usrednien do 1 000 i wykonano analogiczne obliczenia w kilku
popularnych programach komputerowych. W zastosowanych
programach liczby pseudolosowe generowane sg z zastosowaniem
liniowego generatora kongruentnego [13]. Szczegdétowe wyniki
obliczen przedstawiono w tabeli 1. Warto$ci parametréw rozktadu
przyjeto jak w przypadku wyznaczania wykresow bledow z rys. 1.

Zastosowane programy daja wyniki na zblizonym poziomie.
Uzyskane wyniki potwierdzaja wczesniejsze wnioski. Zwigksze-
nie wartosci mnoznika k& moze nie wptynaé na zwigkszenie do-
ktadnosci szacowania wartosci oczekiwane;.

3. Podsumowanie

W artykule podano sposob na wyznaczenie btgdow estymacji na
okreslonym poziomie doktadnosci. Uzyskane tym sposobem
wyniki btedow poréwnano z wynikami bledéw estymatorow
wyznaczanych metoda Monte Carlo. Doktadno$¢ szacowania
warto$ci oczekiwanej metoda Monte Carlo podlega ograniczeniom
metody. Ograniczenia te wynikaja z zastosowanej liczby danych
i dlugosci cyklu generatora liczb pseudolosowych. Generowanie
danych z przedziatu wigkszego niz trzy sigma bez istotnego
zwickszenia liczby danych nie przynosi zwickszenia doktadnos$ci
szacowania wartosci oczekiwanej metoda Monte Carlo. Jednocze-
$nie podczas zwigkszania liczby danych nalezy wziag¢ pod uwage
ograniczenia generatora liczb pseudolosowych i liczy¢ si¢ z istot-
nym wydtuzeniem czasu obliczen.
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