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Streszczenie

Rozpatrzono koncepcjg rejestracji  przebiegdw czasowych y(f) z
jednoczesnym zapisem prognozy ich zmian y(t+¢,) w pewnym przedziale
0 < t, < 1, max- Rozpatrzono kilka koncepcji procedur prognozowania, ich
bledy i zakres #, .

Stowa kluczowe: rejestracja przebiegow, prognozy, doktadnos¢ prognoz

The Remarks on Recording of Time
Variable Signals with Simultaneous
Prediction of Signal Changes

Abstract

The idea for recording of time —variable signals y(t) with simultaneous
recording of signal prediction y(t+ ¢,) for certain 0 < ¢, < 1, ,,,x has been
considered in the paper. The errors and ranges of #, .., for several ideas of
prediction procedures have been discussed.
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1. Wstep

Uzasadnienie potrzeby dokumentowania wynikéw pomiaréw
jest zbgdne. Stuza do tego celu rejestratory — zast¢gpowane
wspolczesnie pamigcia komputera, w ktérej notuje sig
skwantowane i1 dyskretne w czasie wartosci sygnatu y(¢) = y(n'7),
wraz z numeracja chwil czasu ¢ = n -T. Wykorzystanie metod
grafiki pozwala utworzy¢ czytelny wykres przebiegu y(f) w
dowolnej skali zmiennej y i czasu ¢, a wigc takze gwarantujacej
czytelnos¢  [1]. Komputer moze by¢  jednoczeSnie
wykorzystywany do wyznaczania prognozy rejestrowanego
przebiegu w pewnym przedziale czasowym standw przysztych i
utworzenia odpowiedniego wykresu — razem z zarejestrowanym
wykresem dotychczasowej historii przebiegu y(f) np. wedlug
zasady, ktora ilustruje rys. 1. Odpowiednie wykresy sa tworzone
w sposob dyskretny i aktualizowane okresowo, co odstgp
czasowy T zalezny od uzytego algorytmu prognozowania, i
mozliwosci komputera. Tworzenie takich wykresow (na ekranie
monitora) wydaje si¢ celowe zwlaszcza w przypadku pomiarow
przebiegdw nie poddanych procesowi regulacji automatycznej
(temperatura $rodowiska, przebiegi pradow i mocy w sieci
elektrycznej itp.) Z uwagi na postulat odpowiednio czgstego
uaktualniania prognozy celowe jest stosowanie prostych metod jej
wyznaczania i przynajmniej przyblizona ocena wiarygodnosci.
Rozpatrzone tu problemy maja wigc na celu rozszerzenie krggu
rozwazan zawartych juz w pracy [2].
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Rys. 1. Tlustracja wykresu przebiegu sygnatu y(¢) i jego prognozy. Oznaczenia ¢, oraz
() sa dyskretnym zapisem stanu w chwili biezacej

Fig. 1. The signal y(t) and result of its prediction. The discrete state in current

moment is represented by t and y,(t).

2. Prognoza oparta o wzér interpolacyjny
Lagrange’a

Uzycie wzoru interpolacyjnego Lagrange’a:

n t—t.
Wy = 2 0)- 11 7 M
i=1 =1\ -t 7
J#l
gwarantuje osiagnigcie przez funkcje y(¢);, wartosci zadanych
y(t;) w chwilach czasu ¢ = ., Wykorzystujac ten wzér mozna
wyznaczy¢ warto§ci prognozy y(¢,*f);, wykorzystujac pomiary
wartosci  y(¢;), ¥(t), ... ¥(t,) w chwilach poprzedzajacych i
aktualnej ¢, z bledami addytywnymi Ay(¢)),...Av(t,) wynikajacymi
m.in. z obecnosci zakldcen 1 niedoktadno$ci pomiaru.
Uwzgledniajac, ze t,=t;+7T, t;=t;+2-T, ... t,=t;+(n-1)-T (chwila
biezaca), oraz oznaczajac t=r -T otrzymuje sig:

eowt). =y (e))- t-(t+T)-(z+2T)“.(t+nT—T) .
Y(n )m z(]) (t+nT7T)-Tn_1-(nfl).ﬁ(f])n_]
yz(tz)’

t-(e+1)-(e421) (e 407 -T)
(a7 =20)1" e ino =21

v. (1 ): t-(e+7) (4 27) (407 -7)

(t +nT - kT). i (k B 1)/ (n B k)/-(— I)n—k

v, (tn ) (t + T). (z + ZT)...(t +nT - T)

N )

adlat=r-T
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(n-11)

y(tn +r~T)m =yz(f1)'

@
Bledy Ay(t]) =dy, Ay(tz) =d,,.. Ay(tn ) =d, maja charakter
losowy i rézne znaki. W skrajnym przypadku odpowiadajace im
sktadniki wzoru (2) moga si¢ sumowaé z jednakowymi znakami i
d

wtedy dla =d otrzymuje sig:

o]l
1 2

n
D<d-(1+2-r)dlan=2
d~(1+4-r+2~r2)dlan:3

40 8
d~(1+—-r+6-r2+—-r3jdlan:3 3
6 6

32 40 16 2
d.(1+—.r+—.r2+—-r3+—-}"4]dl(li’l:5

3 3 3 3

Blad D ros$nie bardzo szybko zaréwno ze wzrostem liczby
wykorzystanych pomiardw n, jak i ze wzrostem czasu prognozy r.

I tak dla » =/ otrzymuje si¢ D <d - (2” —1), natomiast dla
duzych r obowiazuje wzor przyblizony:

n—1
r 1
Dz=d-y2-e-| 1+ e 4
{ e( n—]j} 1/27z-in—1i

Jesli uwzgledni¢, ze wzor Lagrange’a odpowiada interpolacji
funkcji y(#) wielomianem:

oWy = £ )

to dla uzyskania dobrej dokladnosci konieczne jest stosowanie
duzych n, co powoduje lawinowy wzrost btedéw pochodzacych
od zaktocen i niedoktadnosci pomiaréw. Tym samym mozliwosci
prognozowania dla wigkszych 7 sa tu mocno ograniczone. Wobec
rownowaznosci wzoru Lagrange’a i wzoru (5) wyznaczanie
prognozy w oparciu o ten wzor i okre§lenie wspolczynnikow a; z
pomiaréw wartosci y,(¢;) prowadzi do identycznych rezultatow.

3. Prognoza oparta o rdwnania réznicowe

Dla dyskretnych warto$ci zmiennych mozna poszukiwac
zaleznosci y(¢,+7) zapisanej jako y(n+1) przy n =t,/T w postaci
réwnania réznicowego rzgdu 7:

1
yln+1)= :50 A - y(n—i) 6)

Wyznaczenie wspotczynnikdw A4; np. metoda regresji w oparciu o
znane wartosci y(n), y(n-1), ... y(n-k) dla odpowiednio duzych &
umozliwia bardzo proste prognozowanie.

Ogolne rozwiazanie rownania (6) mozna przedstawi¢ w postaci:
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r
n
y(n)= 2 ciq; @)
gdzie g; sa pierwiastkami rownania charakterystycznego:
r r—1 r=2

i tym samym wzor (6) moze si¢ okaza¢ doktadnym w szeregu
szczegolnych przypadkow, np. dla y(n) =a" cos(b -n+ c) lub
sumy kilku takich sktadnikéow. W tych warunkach prognoza
bedzie calkowicie dokladna, przy braku zaklocen. W innych
wypadkach otrzyma si¢ jedynie przyblizone wartosci y (n+1) i
obliczanie wspotczynnikow nalezy powtarzac kolejno w kazdym

kroku, co komplikuje prognozowanie. Warto jednak zauwazyé
rzecz nastgpujaca: rownanie réznicowe rz¢du » o postaci:

(- 1)i:] r yln—i+1) )
l

y(n+1):

Tt

i
to jest dla rownania charakterystycznego:

(-1 =0 (10)

spehnia kazda funkcja

y(n):ao +a1'n+...+a2'n2+4..al-_1'nl_1

an
i tym samym kazda funkcja y(7) = ayta;t + ... a,. ;' w zwiazku
z tym kazda funkcja y(f) dajaca si¢ dostatecznie dokladnie
aproksymowaé wielomianem (11) moze by¢ opisana roéwnaniem
réznicowym (9) 1 zbedne jest wyznaczanie ciagle na nowo
wspolczynnikdw A4; , co upraszcza i przyspiesza prognozg. W
najprostszym przypadku, gdy dopuszczalna jest interpolacja y(¢)
wielomianem y(f) = ay+ayt+aryf wystarczy zawsze uzywaé
réwnania réznicowego:

y(n+1)=3~y(n)—3~y(n—])+y(n—2) (12)

Poniewaz funkcja y(f) moze mie¢ inna posta¢, niz przyjgto, a
wartosci y(n-1) beda mierzone z btgdami — zatem przyjmujac, ze
kazda z wartosci y(n-1) we wzorze (12) jest wyznaczona z bigdem
d o nickorzystnym rozkladzie znakow otrzyma si¢ y(n-1);, z
bledem rzedu 7.d . Obliczajac prognoze dla kolejnego kroku
y(n+2) z wykorzystaniem obliczonej juz wartosci y(n-1) z wzoru
(12) otrzyma sig:

y(n+2)=6~y(n)—8-y(n—1)+3-y(n—2) (13)

z bledem rzedu 17.d, kolejno y(n+3) z bledem 21.d itd. Taki
lawinowy wzrost blgdow zaréwno przy zwigkszaniu rzgdu
réwnania (9) (dokladniejsza interpolacja), jak i przy zwigkszaniu
numeru kroku prognozy przypomina wzrost bledow przy
stosowaniu wzoru Lagrange’a i jest to zjawisko tego samego typu.
Tym samym i ta metoda prognozowania — poza specjalnymi
przypadkami nie wydaje si¢ najlepsza.

4. Prognoza oparta o pomiar sygnatu i
jego pochodnych

Jesli mierzony sygnat jest wstgpnie filtrowany przez analogowy
filtr o dynamice opisanej rownaniem rézniczkowym rzgdu r+1 to
dostepne obserwacjom sa wartosci filtrowanego sygnatu y(7) i
jego r pochodnych juz ze zmniejszonym udziatem zaktocen. Tym
samym prognoze y,(t+t,);, mozna wyznaczy¢ jako:
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CLi 0
yf(”'tp)in i§0i/ Ip yf(t) (14)
a pomijajac zmniejszony juz wplyw zaktocen jej btad ocenié jako:
! r+1 r+1
D= .zj(p )~‘y5(- )(z)‘ (15)
(1) mas

W praktyce warto$ci y, (f) i jego pochodnych beda mierzone
kolejno a wigc z niezbgdnymi opdznieniami czasowymi (pomiary
cyfrowe) ¢, pomigdzy pomiarem y,(f) a pomiarem jego pierwszej
pochodnej, 2-¢) pomigdzy pomiarem y,() a pomiarem jego drugiej
pochodnej itd.. Tym samym pierwsza pochodna bgdzie zmierzona
z ,,bledem” réwnym #y*“)(r) druga pochodna z ,,btedem” réwnym
2:t9y?(1), trzecia odpowiednio f. ,.bledem” 34, v (¢) itp. Tym
samym btad prognozy zostanie dodatkowo powigkszony o
sktadnik:

(2)

1 1
pr=tyty e 20 0 00

niewielki przy matych warto$ciach ¢, . Tu istnienie filtru musi by¢
oczywiscie uwzglednione w definicji mesurandu, ale dla
stosunkowo ,.gladkich” sygnatéw (malejacy udzial wyzszych
pochodnych) prognoza moze by¢ wyznaczana w do$¢ szerokich
granicach i z niezta doktadnoscia.

5. Prognoza przy zalozeniu losowosci i
stacjonarnosci sygnatu

Dla losowego i stacjonarnego sygnatu y(f) mozna tzw. liniowa
prognoze jego stanu y (¢+£,) wyrazi¢ w postaci:

y(t+tp) :A() -y(t)+ A]y(t—t])-i—...Ar -y(t—tr)
)

prog.
a wspolczynniki 4, A4, A4, wyznaczy¢ minimalizujac
sredniokwadratowy blad prognozy:

57—~ Wewe))sler,) P an
= lim ——- t+t, |-\t +t - dt
T>wp.7 -T P)= YN0 prog (

Poniewaz:

zatem
5% =, (0) (1+A + A7+ )—2-A R,\t, )-
Ty 0y 71 0 y\p
(19)
24 -R \t +t |-..+2-4 -4 \t |+
1 1 y M
Parametry prognozy A, A;, .. wyznacza si¢ teraz z ukladu
rownan:
oD
_2:0 (20)
o4;

Jak tatwo zauwazy¢ jest to uktad rownan liniowych wiazacych

parametry 4; z wartoSciami funkcji autokorelacji sygnatu R,(v) i

pozwala wyznaczy¢ $redniokwadratowy blad prognozy [3]. I tak

w przypadku oparcia prognozy wylacznie o pomiar aktualny y(#)

(lub gdy sygnat y(¢) stanowi proces Markowa) otrzymuje sig:
Ry\p

wle+ e =y(r) £ @1
ke =070

z blgdem $redniokwadratowym:
(22

w przypadku wykorzystania warto$ci y(¢) i y (¢+¢;) otrzymuje sig:

Ry ) R, (0) =R, + ;) R, (1))

’ Ry(O)Z_Ry(t])2 23
23
4, = R£’0) 'Ry(tp +t1)_Ry(tp)'Ry(t1)
Ry (0) - &,y
i btad prognozy:
., &, (0) Ry(tp)2+2~Ry(tp)
Dpin _Ry(o)_ 2 )
Ry(o) _Ry(t]) (24)

'Ry(tl)_Ry(O)'Ry(tp +t1)

a przy wigkszej liczbie sktadnikéw prognozy wzory jeszcze
bardziej ztozone. Poniewaz R, (¢,) < R, (0) zatem w przypadku
wzoru (21) prognozowana warto$¢ y(t-+p),., Zawsze W pierwszej
fazie zmian ¢, maleje w stosunku do wartosci y(f) reprezentujacej
ostatni pomiar. Takze i dla tego typu prognoz btad rosnie szybko
ze wzrostem czasu #, , a wyznaczanie funkcji autokorelacji
wymaga specjalnego programu, wstgpnych obliczen przed
rozpoczgciem rejestracji 1 by¢ moze okresowej kontroli
stacjonarno$ci mierzonego sygnatu.

6. Podsumowanie

Ograniczono si¢ do przegladu najprostszych  metod

prognozowania opartych o niewielka liczbg latwo dostgpnych
danych pomiarowych, przy nieznanym modelu obserwowanego
procesu, w warunkach jego stosunkowo szybkich zmian.
Z grupy omoéwionych najwlasciwsza wydaje si¢ metoda
wyznaczania prognozy w oparciu o wstepna filtracje sygnatu
(analogowa) 1 wykorzystanie dostgpnych pochodnych —
ewentualnie krotkotrwala prognoza z wykorzystaniem rdéwnan
réznicowych typu (9). Wniosek taki moze by¢ przedwczesny i
wymaga praktycznego potwierdzenia. Najprawdopodobniej
istnieja takze mozliwosci tworzenia prognoz innego typu — np. z
wykorzystaniem filtrow fft. Bogaty wykaz literatury znalezé
mozna w pracy [4].
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