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Streszczenie

Rozpatrzono koncepcj� rejestracji przebiegów czasowych y(t) z 
jednoczesnym zapisem prognozy ich zmian y(t+tp) w pewnym przedziale 
0 � tp � tp max. Rozpatrzono kilka koncepcji procedur prognozowania, ich 
b��dy i zakres tp max.

S�owa kluczowe: rejestracja przebiegów, prognozy, dok�adno�� prognoz 

The Remarks on Recording of Time 
Variable Signals with Simultaneous 
Prediction of Signal Changes

Abstract

The idea for recording of time �variable signals y(t) with simultaneous 
recording of signal prediction y(t+ tp)  for certain 0 � tp � tp max has been 
considered in the paper. The errors and  ranges of tp max for several ideas of 
prediction  procedures have been discussed.  
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1. Wst�p

 Uzasadnienie potrzeby dokumentowania wyników pomiarów 
jest zb�dne. S�u�� do tego celu rejestratory � zast�powane 
wspó�cze�nie pami�ci� komputera, w której notuje si�
skwantowane i dyskretne w czasie warto�ci sygna�u y(t) = y(n·T),
wraz z numeracj� chwil czasu t = n ·T. Wykorzystanie metod 
grafiki pozwala utworzy� czytelny wykres przebiegu y(t) w 
dowolnej skali zmiennej y i czasu t, a wi�c tak�e gwarantuj�cej 
czytelno�� [1]. Komputer mo�e by� jednocze�nie
wykorzystywany do wyznaczania prognozy rejestrowanego 
przebiegu w pewnym przedziale czasowym stanów przysz�ych i 
utworzenia odpowiedniego wykresu � razem z zarejestrowanym 
wykresem dotychczasowej historii przebiegu y(t) np. wed�ug 
zasady, któr� ilustruje rys. 1. Odpowiednie wykresy s� tworzone 
w sposób dyskretny i aktualizowane okresowo, co odst�p
czasowy T zale�ny od u�ytego algorytmu prognozowania, i 
mo�liwo�ci komputera. Tworzenie takich wykresów (na ekranie 
monitora) wydaje si� celowe zw�aszcza w przypadku pomiarów 
przebiegów nie poddanych procesowi regulacji automatycznej 
(temperatura �rodowiska, przebiegi pr�dów i mocy w sieci 
elektrycznej itp.) Z uwagi na postulat odpowiednio cz�stego 
uaktualniania prognozy celowe jest stosowanie prostych metod jej 
wyznaczania i przynajmniej przybli�ona ocena wiarygodno�ci. 
Rozpatrzone tu problemy maj� wi�c na celu rozszerzenie kr�gu 
rozwa�a� zawartych ju� w pracy [2]. 
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Rys. 1. Ilustracja wykresu przebiegu sygna�u y(t) i jego prognozy. Oznaczenia t, oraz 
yz(t) s� dyskretnym zapisem stanu w chwili bie��cej

Fig. 1. The signal y(t) and result of its prediction. The discrete state in current 
moment is represented by t and yz(t).

2. Prognoza oparta o wzór interpolacyjny 
Lagrange�a

 U�ycie wzoru interpolacyjnego Lagrange� : a
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gwarantuje osi�gni�cie przez funkcj� y(t)in warto�ci zadanych 
y(t1) w chwilach czasu t = ti. Wykorzystuj�c ten wzór mo�na
wyznaczy� warto�ci prognozy y(tn+t)in wykorzystuj�c pomiary 
warto�ci y(t1), y(t2), ... y(tn) w chwilach poprzedzaj�cych i 
aktualnej tn z b��dami addytywnymi �y(t1),...�y(tn) wynikaj�cymi 
m.in. z obecno�ci zak�óce� i niedok�adno�ci pomiaru. 
Uwzgl�dniaj�c, �e t2=t1+T, t3=t1+2·T, ... tn=t1+(n-1)·T (chwila 
bie��ca), oraz oznaczaj�c t=r ·T otrzymuje si�:
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a dla t = r··T 
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B��dy � � � � � � ndnty ... ,2d2ty  ,1d1ty ��� ���  maj� charakter 
losowy i ró�ne znaki. W skrajnym przypadku odpowiadaj�ce  im 
sk�adniki wzoru (2) mog� si� sumowa� z jednakowymi znakami i 
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B��d D ro�nie bardzo szybko zarówno ze wzrostem liczby 
wykorzystanych pomiarów n, jak i ze wzrostem czasu prognozy r.

I tak dla r =1 otrzymuje si� , natomiast dla 
du�ych r obowi�zuje wzór przybli�ony: 
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Je�li uwzgl�dni�, �e wzór Lagrange�a odpowiada interpolacji 
funkcji y(t) wielomianem: 
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to dla uzyskania dobrej dok�adno�ci konieczne jest stosowanie 
du�ych n, co powoduje lawinowy wzrost b��dów pochodz�cych 
od zak�óce� i niedok�adno�ci pomiarów. Tym samym mo�liwo�ci
prognozowania dla wi�kszych r s� tu mocno ograniczone. Wobec 
równowa�no�ci wzoru Lagrange�a i wzoru (5) wyznaczanie 
prognozy w oparciu o ten wzór i okre�lenie wspó�czynników ai z 
pomiarów warto�ci yz(ti) prowadzi do identycznych rezultatów. 

3. Prognoza oparta o równania ró�nicowe

 Dla dyskretnych warto�ci zmiennych mo�na poszukiwa�
zale�no�ci y(tn+T) zapisanej jako y(n+1) przy n =tn/T w postaci 
równania ró�nicowego rz�du r:
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Wyznaczenie wspó�czynników Ai np. metod� regresji w oparciu o 
znane warto�ci y(n), y(n-1), ... y(n-k) dla odpowiednio du�ych k
umo�liwia bardzo proste prognozowanie.  
Ogólne rozwi�zanie równania (6) mo�na przedstawi� w postaci: 
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gdzie qi sa pierwiastkami równania charakterystycznego: 
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i tym samym wzór (6) mo�e si� okaza� dok�adnym w szeregu 

szczególnych przypadków, np. dla � � � �cnbcosnany ���  lub 
sumy kilku takich sk�adników. W tych warunkach prognoza 
b�dzie ca�kowicie dok�adna, przy braku zak�óce�. W innych 
wypadkach otrzyma si� jedynie przybli�one warto�ci y (n+1) i 
obliczanie wspó�czynników nale�y powtarza� kolejno w ka�dym 
kroku, co komplikuje prognozowanie. Warto jednak zauwa�y�
rzecz nast�puj�c�: równanie ró�nicowe rz�du r o postaci: 
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to jest dla równania charakterystycznego: 
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spe�nia ka�da funkcja 
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i tym samym ka�da funkcja y(t) = a0+a1·t + ... ar- 1 ·tr-1 w zwi�zku 
z tym ka�da funkcja y(t) daj�ca si� dostatecznie dok�adnie
aproksymowa� wielomianem (11) mo�e by� opisana równaniem 
ró�nicowym (9) i zb�dne jest wyznaczanie ci�gle na nowo 
wspó�czynników Ai , co upraszcza i przyspiesza prognoz�. W 
najprostszym przypadku, gdy dopuszczalna jest interpolacja y(t)
wielomianem y(t) = a0+a1·t+a2·t2 wystarczy zawsze u�ywa�
równania ró�nicowego:
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Poniewa� funkcja y(t) mo�e mie� inn� posta�, ni� przyj�to, a 
warto�ci y(n-1) b�d� mierzone z b��dami � zatem przyjmuj�c, �e
ka�da z warto�ci y(n-1) we wzorze (12) jest wyznaczona z b��dem 
d o niekorzystnym rozk�adzie znaków otrzyma si� y(n-1)in z
b��dem rz�du 7.d . Obliczaj�c prognoz� dla kolejnego kroku 
y(n+2) z wykorzystaniem obliczonej ju� warto�ci y(n-1) z wzoru 
(12) otrzyma si�:
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z b��dem rz�du 17.d, kolejno y(n+3) z b��dem 21.d itd. Taki 
lawinowy wzrost b��dów zarówno przy zwi�kszaniu rz�du 
równania (9) (dok�adniejsza interpolacja), jak i przy zwi�kszaniu 
numeru kroku prognozy przypomina wzrost b��dów przy 
stosowaniu wzoru Lagrange�a i jest to zjawisko tego samego typu. 
Tym samym i ta metoda prognozowania � poza specjalnymi 
przypadkami nie wydaje si� najlepsza. 

4. Prognoza oparta o pomiar sygna�u i 
jego pochodnych

Je�li mierzony sygna� jest wst�pnie filtrowany przez analogowy 
filtr o dynamice opisanej równaniem ró�niczkowym rz�du r+1 to 
dost�pne obserwacjom s� warto�ci filtrowanego sygna�u yf(t) i 
jego r pochodnych ju� ze zmniejszonym udzia�em zak�óce�. Tym 
samym prognoz� yf (t+tp)in mo�na wyznaczy� jako: 
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a pomijaj�c zmniejszony ju� wp�yw zak�óce� jej b��d oceni� jako: 
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W praktyce warto�ci yf (t) i jego pochodnych b�d� mierzone 
kolejno a wi�c z niezb�dnymi opó�nieniami czasowymi (pomiary 
cyfrowe) t0 pomi�dzy pomiarem yf (t) a pomiarem jego pierwszej 
pochodnej, 2·t0 pomi�dzy pomiarem yf (t) a pomiarem jego drugiej 
pochodnej itd.. Tym samym pierwsza pochodna b�dzie zmierzona 
z �b��dem� równym t0·y(2)(t) druga pochodna z �b��dem� równym 
2·t0·y(3)(t), trzecia odpowiednio fz �b��dem� 3·t0 ·y(4)(t) itp. Tym 
samym b��d prognozy zostanie dodatkowo powi�kszony o 
sk�adnik:
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niewielki przy ma�ych warto�ciach t0 . Tu istnienie filtru musi by�
oczywi�cie uwzgl�dnione w definicji mesurandu, ale dla 
stosunkowo �g�adkich� sygna�ów (malej�cy udzia� wy�szych 
pochodnych) prognoza mo�e by� wyznaczana w do�� szerokich 
granicach i z niez�� dok�adno�ci�.

5. Prognoza przy za�o�eniu losowo�ci i 
stacjonarno�ci sygna�u

 Dla losowego i stacjonarnego sygna�u y(t) mo�na tzw. liniow�
prognoz� jego stanu y (t+tp) wyrazi� w postaci: 
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a wspó�czynniki A0, A1, ... Ar wyznaczy� minimalizuj�c
�redniokwadratowy b��d prognozy: 
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Poniewa�:
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Parametry prognozy A0, A1, ... wyznacza si� teraz z uk�adu 
równa�:
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Jak �atwo zauwa�y� jest to uk�ad równa� liniowych wi���cych 
parametry Ai z warto�ciami funkcji autokorelacji sygna�u Ry(v) i 
pozwala wyznaczy� �redniokwadratowy b��d prognozy [3]. I tak 
w przypadku oparcia prognozy wy��cznie o pomiar aktualny y(t)
(lub gdy sygna� y(t) stanowi proces Markowa) otrzymuje si�:
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z b��dem �redniokwadratowym: 
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w przypadku wykorzystania warto�ci y(t) i y (t+t1) otrzymuje si�:
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i b��d prognozy: 
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a przy wi�kszej liczbie sk�adników prognozy wzory jeszcze 
bardziej z�o�one. Poniewa� Ry (tp) < Ry (0) zatem w przypadku 
wzoru (21) prognozowana warto�� y(t+tp)prog zawsze w pierwszej 
fazie zmian tp maleje w stosunku do warto�ci y(t)  reprezentuj�cej 
ostatni pomiar. Tak�e i dla tego typu prognoz b��d ro�nie szybko 
ze wzrostem czasu tp , a wyznaczanie funkcji autokorelacji 
wymaga specjalnego programu, wst�pnych oblicze� przed 
rozpocz�ciem rejestracji i by� mo�e okresowej kontroli 
stacjonarno�ci mierzonego sygna�u.    

6. Podsumowanie

   Ograniczono si� do przegl�du najprostszych metod 
prognozowania opartych o niewielka liczb� �atwo dost�pnych 
danych pomiarowych, przy nieznanym modelu obserwowanego 
procesu, w warunkach jego stosunkowo szybkich zmian.   
Z grupy omówionych najw�a�ciwsz� wydaje si� metoda 
wyznaczania prognozy w oparciu o wst�pn� filtracj� sygna�u
(analogow�) i wykorzystanie dost�pnych pochodnych � 
ewentualnie krótkotrwa�a prognoza z wykorzystaniem równa�
ró�nicowych typu (9). Wniosek taki mo�e by� przedwczesny i 
wymaga praktycznego potwierdzenia. Najprawdopodobniej 
istniej� tak�e mo�liwo�ci tworzenia prognoz innego typu � np. z 
wykorzystaniem filtrów fft. Bogaty wykaz literatury znale��
mo�na w pracy  [4].  
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