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Streszczenie: Wymiany prewencyjne stosuje si¢ W celu podnoszenia gotowosci systemow eksploatacji
maszyn i wzrostu dochodu na jednostke¢ czasu systemu eksploatacji. W pracy analizuje si¢ model
wymian obiektow technicznych wedtug wieku dla n-stanowego systemu. Funkcja kryterialna stosowana
w pracy wyraza zysk przypadajacy na jednostke czasu lub wspolczynnik gotowosci. Zaktada sie, ze
rozktad prawdopodobienstwa czasu do uszkodzenia obiektu technicznego jest znany i strategia wymian
prewencyjnych bedzie stosowana na dtugim przedziale czasowym. Bada si¢ problem maksymalizacji
zysku na jednostke czasu i wspotczynnika gotowosci dla rosngcej funkcji intensywnos$ci uszkodzen lub
funkcji intensywnosci z szerszej Klasy. Celem tej pracy jest sformutowanie warunkéw, przy ktorych
zysk na jednostke czasu osigga maksimum. W pracy pokazano, ze badang funkcje kryterialng (zysk na
jednostke czasu lub wspdtczynnik gotowosci) mozna wyrazi¢ za pomocg metod rachunku
macierzowego. Na koncu pracy przedstawiono przyktad numeryczny oceny optymalnego wieku
wymiany dla rzeczywistego procesu eksploatacji.

Abstract: Preventive replacement is applied to improve the device availability or increase the profit per
unit time of the maintenance system. In this paper, we study age-replacement model of technical object
for n-state system model. The criteria function applied in this paper describe profit per unit time or
coefficient of availability. The probability distribution of a unit‘s failure time is assumed to be known,
and preventive replacement strategy will be used over very long period of time. We investigate the
problem of maximization of profit per unit time and coefficient availability for increasing the failure
rate function of the lifetime and for a wider class of lifetime. The purpose of this paper is to obtain
conditions under which the profit per unit time approaches a maximum. In this paper we shows that the
criteria function (profit per unit time or coefficient availability) can be expressed using the matrix
calculation method. Finally, a numerical example to evaluate an optimal replacement age is presented.



1. Wstep

Zarzadzanie systemami przemyslowymi wymaga implementacji réznych czynnosci
eksploatacyjnych. Jednym z waznych zadan, w ktorych rola optymalizacji ekonomicznej bedzie
rosng¢ jest utrzymanie systemu eksploatacji, w tym wymiana obiektoéw technicznych.
Utrzymanie i wymiana nie jest tylko kwestig techniczng ale jest problemem ekonomicznym.
Strategia utrzymania skoncentrowana na utrzymaniu prewencyjnym ma zastosowanie gtownie
w obszarze badan operacyjnych i nauk o zarzadzaniu. Strategia wymian wedtug wieku
obiektow technicznych polega na tym, ze obiekt jest wymieniany prewencyjnie, gdy osiagnie
wiek T, lub korekcyjnie (uszkodzenie) przed osiggnieciem wieku T. Wymiany prewencyjne sg
mniej ekspansywne i tansze niz wymiany korekcyjne. Wiadomo, Ze czas wymiany
prewencyjnej jest na ogot krotszy od czasu wymiany korekcyjnej. Fundamentalne fakty dla
wymian wedtug wieku sg zawarte w pracach [2, 3]. Przeglad wynikéw dotyczacych wymian
prewencyjnych jest w pracach [5, 21, 24]. Pewne uog6lnienia klasycznego zagadnienia wymian
prewencyjnych uzyskano w pracach [12, 13]. Znacznie p6zniej rozwazano metody wymian
prewencyjnych dla systemow wielostanowych. Badanie systemow wiclostanowych
prowadzono w [14-19, 25-26]. W pracy [7] do analizy niezawodno$ci systemow
wielostanowych wykorzystuje si¢ zmienne rozmyte (zbiory rozmyte), natomiast w pracy [22]
bada si¢ systemy wielostanowe ze skladowymi z minimalng naprawa. Wykorzystanie metod
symulacji do badania odnow prewencyjnych przedstawiono w pracy [20]. W tej pracy bada si¢
systemy eksploatacji, w ktorych obiekt techniczny moze znajdowac si¢ w danej chwili w
jednym z n stanéw. Dla takich systemow bada si¢ optymalne wymiany prewencyjne, bazujace
na funkcji kryterialnej wyrazajacej zysk na jednostke czasu lub wspoétczynnik gotowosci.
Budowa funkcji kryterialnej oparta jest na wiasno$ciach procesu semi—Markowa [6, 9], w
przeciwienstwie do klasycznego podej$cia opartego na teorii odnowy. Najczesciej cytowang
praca W definiowaniu funkcji kryterialnej w oparciu o elementy teorii odnowy jest praca [23].
Praca zawiera analiz¢ warunkoéw dostatecznych istnienia maksimum zysku na jednostke czasu
i maksimum asymptotycznego wspotczynnika gotowosci n—stanowego systemu eksploatacji.
Wartosci funkcji kryterialnej zaleza od rozktadu czasu zycia, wartosci sredniej czasu wymiany
prewencyjnej, warto$ci $redniej czasu naprawy, wartosci srednich czasow przebywania w
pozostatych stanach, zyskéw na jednostke czasu, macierzy prawdopodobienstw przejscia
wlozonego w proces semi—Markowa tancucha Markowa.

W rozdziale 2 przedstawiono podstawowe oznaczenia i zatozenia wykorzystywane w
pracy. W rozdziale 3 zbudowano model procesu eksploatacji obiektu technicznego i utworzono
funkcje kryterialng opisujaca zysk przypadajacego na jednostke czasu przy nieskonczonym
horyzoncie czasowym. W tym rozdziale bada si¢ wtasnosci funkcji kryterialnej modelu wymian
wedlug wieku. Podstawowym celem tego rozdzialu jest wprowadzenie do badan funkcji
kryterialnej w macierzowej postaci. W rozdziale 4 analizuje si¢ warunki dostateczne istnienia
maksimum zysku na jednostke czasu oraz asymptotyczny wspotczynnik gotowosci. Warunki
istnienia ekstremum funkcji kryterialnej sformutowano dla klasy rozktadow z rosngca funkcja
intensywnosci uszkodzen (IFR) i dla szerszej klasy wprowadzonej przez jednego z autoréw
klasy (MTFR). Przyktad numeryczny optymalizacji zysku na jednostke¢ czasu dla 8-stanowego
systemu utrzymania analizowano w rozdziale 5. W przyktadzie przyjeto, ze czas zycia obiektu
technicznego ma rozktad Weibulla. Dane do tego przyktadu pozyskano z rzeczywistego
procesu eksploatacji autobuséw miejskich.

2. Oznaczenia i zalozenia przyjete w pracy

W pracy bada si¢ semimarkowski model wymian prewencyjnych wedlug wieku.
Rozwaza si¢ n—stanowy proces semimarkowski X(t) z przestrzenig stanow S = {1, 2, ..., n}.



Jesli X(t) = i, to rozwazany obiekt techniczny w chwili t jest w stanie i. Zaktada sig, ze 1 jest
stanem pracy bezawaryjnej, 2 jest stanem naprawy, n jest stanem wymiany prewencyjnej,
pozostate stany i, gdzie 2 <i <n—1sg innymi stanami utrzymania systemu.

Przez zi,i=1, 2, ..., n, 0znacza si¢ zysk na jednostke czasu dla stanu i. W pracy zaktada
sig, ze z1 > 0, zi < 0 dla 2 <1 < n. Jesli obiekt techniczny jest w stanie 1, to przynosi zysk,
natomiast jesli obiekt techniczny jest w stanie i, gdzie 2 <i < n, to obiekt techniczny generuje
strate.

Zaklada si¢, ze T, <T; <T, <...<T, <... sg chwilami skoku i v, <7, -1, dla
k>1 v, =0 sa czasami pobytu w stanach procesu X(t). Proces semimarkowski jest w petni
okreslony, jesli znany jest rozklad poczatkowy

PIX(0)=i}=p?, i=12,...n
i jego semimarkowskie jadro definiowane przez macierz

Q(t): [Qij (t)], i, j =12,...,n,
gdzie

Qij(t)zp{X(rk+1):j, rk+1—rk<t|X(rk):i}, i,j=12,...,n.

Ciag X(rk), ke N zmiennych losowych jest ftancuchem Markowa z macierza

prawdopodobienstw przejécia

P=[p;|=[Qy()] dla i,j=12...n

nazywa si¢ wtozonym tancuchem Markowa. Zmienne losowe Ti, 1= 1, 2, ..., n oznaczajg Czasy
przebywania w stanie i majg dystrybuanty postaci:

R(t)=P{T; <t}= P{Tm —7 <tX(ry )= j}
lub inaczej

F()=30Q;(t) i=12..n. (1)
=1

Dystrybuanta czasu przebywania w stanie i, przed przejsciem do stanu j, definiowana jest
nastepujaco

FI] (t): P{Tkﬂ _Tk < t

X(tys1) = s X(rk):i}, dla i,j=12,..,n,keN. )

Dla dystrybuanty Fy;(x) zdefiniowanej wzorem (2) zaktada sie, ze zachodzi F;(x)=F,(x)dla

i= 2, 3, 4, ..., n. Podczas konstrukcji funkcji kryterialnej wykorzystuje si¢ twierdzenie
graniczne dla skonczonych procesow semimarkowskich [6, 8]. Zaktada sie, ze wartosci Srednie
ETi,1=1, 2, ..., n sg skonczone, dodatnie i tancuch Markowa X(rk), k=012,..., ma jedng

klase ergodyczng. Te zatozenia pozwalajg na sformutowanie twierdzenia granicznego postaci



P; = lim P{X(t) = J} = lim P{X(t) = j| X(0) =i} dla i=12..,n,
t—o t—o0
gdzie
“ET.
py=— im0 (3)
ZPEETk
k=1

gdzie p’;, j=012,...,n jest rozkladem granicznym wlozonego tancucha Markowa X(rk),

gdzie keN z macierzg prawdopodobienstw  przejscia P:[pij], gdzie

P; = Qij (oo), I,j=0L2,...,n. Prawdopodobiefistwa  graniczne p’;, j=012,...n sg

rozwigzaniem uktadu réwnan liniowych

n n
2.Pip; =pjzwarunkiem > p; =1, gdziei,j=1,2, ..., n.
i=1 i=1

3. Funkcja kryterialna

Niech X(t) bedzie procesem semimarkowskim z ciggltym jadrem Q(t). Definiuje si¢
proces zliczajacy

K;(t)=[HX(u) = pdu,
0

gdzie | jest indykatorem okreslonym nastepujaco

1 for X(u)=j,
0 for X(u)=#j.

u{x<u>=j}={

Jest to sumaryczny czas przebywania procesu X(t) w stanie i oraz w przedziale [0, t]. Warto$¢
n
L(t)= > z;EK; (1)
i=1

jest oczekiwanym zyskiem na jednostk¢ czasu w przedziale [0, t]. Granica

L:Iimﬂ

too t

jest oczekiwanym zyskiem na jednostke czasu dla nieskonczonego przedzialu czasowego.
Granica jest podstawg do budowaniu funkcji kryterialnej. Z definicji procesu Kj(t), j=1, 2, ...,
n, jest

fim (V)

t—o0 t

=P, =12, ..., n,



stad

Zgodnie z (3) zachodzi

zzipTETi
L= (@)

2 PiET;

i=1

Jednostka jest wymieniana w wieku T lub gdy jest uszkodzona, ktérekolwiek nastagpi wczesnie;j.
Przez T1(x) definiuje si¢ czas do wymiany lub uszkodzenia. Zmienng T1(X) mozna zapisac jako

T, iIf T <X,
x, iIf T, >x

T1<x>={ ®)

Wykorzystujac wzor (5) otrzymuje sie¢ semimarkowski proces z macierza prawdopodobienstw
przejscia P(x) wlozonego tancucha Markowa. Elementy pierwszego wiersza macierzy P(X)
zalezg od x. Dla p1n(X) jest

pln(X) = P{X(T k+1) =n | X(Tk) = 1} =
P{X(tk+1) =n| X(tk) =1, Ta<x}F P{T1< x| X(tk) =1} +
P{X(tk+1) =n| X(w) =1, Te > x} P{T1>x | X(tk) = 1}.
Z (5) wynika, ze
P{X(tks1) =n|X(w) =1, T1>x}=1.
Wykorzystujac wlasnosci prawdopodobienstwa warunkowego, uzyskuje sie:
P{X(tk+1) =n| X(w) =1, Ti< x}
P{X(tk+1) =n, Ti< x| X(tk) = 1H P{T1< x| X(tk) = 1} = Qun(X) / F1(X),

stad
P1n(X) = Q1n(X) + R1(X) , gdzie R1(x) = 1 — F1(X).

Z (2) wynika, ze
P1n(X) = panFin(X) + R1(X).

Podobnie, dla prawdopodobienstwa p1i(X) gdzie 2 <i<n -1, wynika:
p1i(x) = P{X(tk+1) =1| X(w) = 1} =
P{X(tk+1) =1| X(tk) =1, Ti<xFP{T1<x | X(tk) =1} +
P{X(tk+1)=1|X(w) =1, T >x} P{T1>x | X(t«) = 1}

Z definicji (5) wnioskuje si¢



P{X(tk+1) =1| X(tk) =1, T1>x} =0,
stad wynika, ze
P{X(tkr1)=1|X(tk) =1, Ti<x} = Qui (X) / F1(x)

oraz
p1i(X) = Qui(x) = priFiu(x) dlai=2,3, ...,n-1.

Teraz macierz P(x) prawdopodobienstw przejscia jest nastepujgca

0 P Fo (X)) PisFs(X) .o prF,L (X)) + Rl(x)_

P2y 0 P23 P2n

P(X): P31 Pz 0 P3n
_pnl pn2 pn3 0 B

Na podstawie (4) funkcja kryterialna moze by¢ zapisana w postaci

ET, (2,05 () + Y.ETZ,p} (%)
9(x)= — (6)
ET, (0P} () + S ETp; (¥)

i=2

gdzie pi"(x), i = 1, 2, ..., n sg prawdopodobienstwami granicznymi tancucha Markowa z
macierzg przejécia P(X), natomiast ETi(x) jest warto$cig $rednig zmiennej losowej Ti(X).
Wartosci $rednig ET1(X) oblicza si¢ ze wzoru

ET,(x)= TdFl(t) +XxP{T, > x}.
0

Calkujac przez czesci, otrzymuje si¢

X
BT, (x) =R, (t)dt. ()
0
Prawdopodobienstwa graniczne pi'(X), i = 1, 2, ..., n spelniajg nastepujacy uklad réwnan
liniowych
i -1 Pa Pau o P | pi(x)] [O]
P12 Fi2 (X) ~1 Py Pz |[P2(X) 0
P13Fi3 (X) Pz —1 .. Pns|p3(x)[=|0]: (8)

_pln Fln (X)+R(X) Pon Pan - _1J_p: (X)_ 0



Uktad rownan liniowych jest jednorodny i posiada nieskonczong liczbe rozwigzan. Zastgpujac
ostatnie rownanie uktadu (8), przez warunek normalizacyjny postaci

ép?(x) -1, (©)

uktad réwnan liniowych ma postac

-1 P Pz - pnl__pI(X)_ 0
PpFo(X) -1 p3p ... Py p; (x) 0
PisFis(X) Pa 1 .. Pna||ps(x)|=]0]- (10)

1 1 1 .. 1 ]px| |1
Przez ui(x) oznacza si¢ dopehienie algebraiczne i-tej jedynki n-tego wiersza macierzy uktadu
réwnan (10). Uwzgledniajac prawa strone uktadu (10) rozwigzanie tego uktadu ma postaé
pi (X) = ui(X) / W(x). gdzie W(x) jest wyznacznikiem uktadu (10). Ktadac ui(x) we wzorze (6)
zamiast pi*(X), funkcja kryterialna (6) nie zmienia warto$ci. Z wtasnosci wyznacznikow, licznik
funkcji kryterialnej (6) mozna zapisa¢ jako

-1 P21 P o Pm
P (X) -1 P2 I
L(X:21,25,002 ) =| P13 (X) Pos I (11)
z,ET,(x) z,ET, zzET; .. z,ET,

Mianownik M(x) funkcji kryterialnej (6) wyraza si¢ jako: M(x) = L(x; 1, 1, ..., 1). Ze wzoru
(11) wynika, ze funkcj¢ kryterialng (6) mozna teraz zapisac jako iloraz wyznacznikéw

g(x) = L(x; 21,22, ..., zn) [ L(x; 1, 1, ..., 1). (12)

Ostatnia rownos¢ jest waznym wynikiem tej pracy. Przedstawienie funkcji kryterialnej
g(x) w postaci (12) wumozliwia obliczanie wartosci funkcji bez wyznaczania
prawdopodobienstw granicznych pi (X). W pracy [9] funkcje kryterialng g(x) wyrazono w
postaci (6). Przez A1 oznacza si¢ dopetnienie algebraiczne elementu z1ET1(X). Wiadomo, ze A1
nie zalezy od X, Z2, Z3, ..., zn. Przez Di(x) oznacza si¢ dopetnienie algebraiczne i-tej jedynki w
macierzy uktadu réwnan (10). Prawdopodobienstwo graniczne p; (x) wyraza si¢ wzorem

p; (x) = D;(x)/W(x), i=12,..n, (13)

gdzie W(x) jest wyznacznikiem macierzy uktadu roéwnan (10). Macierz uzyskana z macierzy
uktadu (10) przez skreslenie n-tego wiersza i n-tej kolumny posiada dominujacg przekatna.
Oznacza to w tym przypadku, ze suma elementéw kazdej kolumny z pominigciem elementu na
przekatnej jest mniejsza od 1. Na podstawie wlasnosci macierzy [4] wynika, ze znak
dopehienia elementu z\ETn mozna zapisa¢ w postaci (—1)"*. Na podstawie (13) wnioskuje sie,
ze znak wyznacznika W(x) jest rowny takze (—1)"1. Wyznacznik dopehienia Di(X) jest



wyznacznikiem z macierzy niezaleznej od X, z1, Z2, ..., Zn 1 znak tego wyznacznika jest rowny
(-1)™L. Licznik i mianownik funkcji kryterialnej g(x) danej wzorem (13) mnozy sie przez W(x)
(-1)"L. Przyjmujac powyzsze oznaczenia funkcje kryterialng g(x) dang wzorem (6) mozna
zapisa¢ w postaci

AzlETl(x)+iziETiEi (x)

g(x) = 2 : (14)
AET, (X)+ > ET,E; (x)

i=2

gdzie Ei(x) = Di(X) (-<1)™%, A = Ai(-1)"L. Wiadomo teraz, ze dla kazdego x > 0 jest Ei(x) >0 i
A > 0. Z postaci macierzy uktadu rownan (10) wnioskuje si¢, ze Ei(x) jest funkcja liniowg
dystrybuanty Fi(x). Istniejg state Gi i Hi takie, ze Ei(X) = GiF1(X) + Hi. Ktadac x =0, wnioskuje
sie, ze Hi > 0.

Przyjmujac:

n n n n
i=2 i=2 i=2 i=2

funkcje kryterialng (14) mozna zapisa¢ jako

_ Az,ET,(x) +B,;R (x)+C,

903) AET, (x)+BF, (x)+C

(16)

Latwo jest zauwazy¢, ze g(0) = C1/ C <0 oraz g(w) = (A z1ET1 + B1 + C1) / (A ET1 + B +C).
4. Warunki dostateczne istnienia maksimum funkcji kryterialnej

W tym podpunkcie pracy formutuje si¢ warunki dostateczne istnienia maksimum
funkcji kryterialnej przy zatozeniu, ze czas do uszkodzenia T: jest zmienng losowa o rosnace;j
funkcji intensywnosci uszkodzen A1(t). Fakt ten zapisuje si¢ nastepujaco: Tre IFR (Increasing
Failure Rate). Drugg rozwazang klasag rozktadéw jest klasa z jednomodalng funkcja
intensywnosci uszkodzen zawarta w klasie MTFR (Mean Time to Failure or Repair). Wtasnosci
klasy MTFR szczegdtowo badano w pracach [1, 10, 11]. Pochodna g’(x) funkcji kryterialnej
wyraza si¢ wzorem

g’ (x) = {A[B1— Bz¢][ET1(X)f1(X) — F1(X)R1(X)] + R1(X)A(Cz1 — C1) + f1(X)(B1C — BC1)}/M2(X),
gdzie M(x) jest mianownikiem we wzorze (16). Ostatecznie pochodng g’(x) mozna zapisa¢ jako

1
M?(x)

g'(x) = (Aar (x) +BRy (X) + T, (X)7), (17)

gdzie:



o =A(B, -Bz,),
B=A(Cz,-C,)
y=B,C-BC,,

r,(x) = ETy (x)f, (x) - R (X)R, (x)

Na poczatku rozdziatu 2 przyjeto zalozenie, ze z1 > 0, zi < 0 dla 2 < i <n. To zalozenie oraz
wzory (15), (16), (17) i (18) pozwalaja na sformutowanie wnioskoéw 11 2.

(18)

Whiosek 1. Jesliz1>0,zi <0, Fii(x) = Fu(x)dlai=2, 3,4, ..., n, to prawdziwa jest nierOwnos¢
B> 0.

Whniosek 2. Jeslizi=zjdla2<i<n,2<j<n,toy=0.

Tezy wnioskow 11 2 sg bardzo uzyteczne podczas formutowania kryteridw istnienia maksimum
wspotczynnika gotowosci (wnioski 7 1 8). Nizej zaklada si¢, ze funkcja intensywnosci
uszkodzen A1(x) jest ciagla dla t > 0.

Whiosek 3. Jesli Tre IFR, B+ vy f(0") >0, a <0, y<0, Aa(ET1A1(0) — 1) + B + yA1(e0) < 0, tO
funkcja kryterialna g(x) osigga doktadnie jedno maksimum.

Dowdd. Przyjmuje sig, ze A1() jest granicg funkcji A1(t) przy t—oo lub kresem gornym funkcji
M (t) przy t—oo. Niech s(x) = ar(x) + B + yAu(x), gdzie r(x) = A1(t) ET1(X) — F(x). Ze wzoru (17)
wynika, ze znak pochodnej g’(x) jest taki sam jak znak funkcji s(x). Z zatozen a <0,ivy<0
wynika, ze funkcja s(x) jest ciagla i malejaca od $(0) = B + yf1(0") do s(e0) = Aa(ET1A1(0) — 1)
+ B + yA1(0). Jesli s(0) > 01 s(e0) <0, to istnieje doktadnie jedno Xo takie, ze s(x0) =01 g’(xo) = 0.
Stad g(x) osiaga jedno maksimum.

Whiosek 4. Je$li T1e IFR, a <0, B + vy f1(0") <0, A1(w0) = oo, to funkcja kryterialna g(x) osigga
doktadnie jedno maksimum.

Dowod. Jesli A1(o0) = oo, to s(0) < 0. Na podstawie wniosku 3 wynika, ze funkcja kryterialna
g(x) osiagga doktadnie jedno maksimum.

Z wniosku 4 wynika nastepujacy wniosek:
Whiosek 5. Je$li TielFR, a < 0, fi(0") = 0, Ai(0) = o, to funkcja kryterialna g(x) osigga
doktadnie jedno maksimum.

Whioski 3, 415 Zawierajg warunki dostateczne istnienia maksimum funkcji g(x) dla rozktadow
czasOw do uszkodzenia z klasy IFR. Nizej formutuje si¢ warunki istnienia maksimum dla Klasy
MTFR.

Definicja. Zmienna losowa T1 € MTFR, jesli ri(x) > 0 dla wszystkich x > 0.

Do klasy MTFR nalezg niektore zmienne losowe posiadajace jednomodalne funkcje
intensywnosci uszkodzen.

Whiosek 6. Niech czas do uszkodzenia T1 ma rozktad z jednomodalng funkcjg intensywnosci
uszkodzen Ai(t). Prawdziwa jest rownowazno$¢ Tie MTFR wtedy i tyko wtedy, gdy
ET1 Aa(o0) > 1.



Podstawiajac z1 = 1,22 =0, 23=0,..., zn = 0, funkcja kryterialna g(x) wyraza asymptotyczny
wspotczynnik  gotowosci. Dla  wspodtczynnika  gotowosci  jest g(0) = 0 oraz
g(o0)=AET1/(AET:+B +C).

Whiosek 7. Jesli Tie IFR, a <0, Ai(0) > (1 — o/B) / ET1, to wspotczynnik gotowosci osiaga
warto$¢ maksymalna.

Dowod. Wiadomo na podstawie wniosku 2, ze dla wspotczynnika gotowosci jest y = 0. Wynika
stad, ze funkcja s(X) = a r(x) + p maleje od s(0) = B > 0 do s() = a (ET1A1(0) — 1) + B < 0.
Funkcja s(x) doktadnie raz zmienia znak z ,,+” na ,,—.

Whiosek 8. Je§li Tie MTFR, a < 0, A(t) jest jednomodalna, Ai(0) > (1 — a/B) / ETy, to
wspotczynnik gotowosci g(x) osigga warto§¢ maksymalng.

Dowod. Pochodna funkcji s(t) jest rowna s’(t) = A’1(X) [a ET1(x) + y]. Wynika stad, ze jesli
funkcja A1(t) jest jednomodalna, to funkcja s(t) jest takze jednomodalna. W pracy [9] pokazano,
ze jednomodalnos$¢ funkeji s(x) mozna udowodni¢ bez zatozenia rézniczkowalnosci funkcji
M(t). Aby funkcja s(t) miata doktadnie jedno miejsce zerowe wystarcza aby prawdziwe byty
nierownosci s(0) = f > 0 1 s(wo) < 0. Warunek s(o) < 0 jest rOwnowazny warunkowi
M(0) > (1 —a/B)/ ET1.

5. Przyklad numeryczny

W tym rozdziale analizuje si¢ przyktad numeryczny ilustrujacy wyniki otrzymane w
rozdzialach 3 1 4. Rozwaza si¢ 8-stanowy proces cksploatacji autobusow miejskich.
Wyrdzniono nastepujace stany:

S1 —realizacja zadania przewozowego,
S2 — naprawa po uszkodzeniu,
Ss—wymiana (naprawa) prewencyjna,
S4— kontrola stanu po naprawie,

Ss — zaopatrywanie w paliwo,

Se — obstuga w dniu uzytkowania,

S7— okresowa obstluga techniczna,

Sg — postdj na placu zajezdni.

Zaktada sie, ze czas do uszkodzenia ma rozktad Weibulla z funkcjg niezawodnosci:
Ri(t) = exp(—(t/a)°) dla a, ¢ > 0, t > 0. Funkcja intensywnosci tego rozktadu ma postac:
M(t) = (c/a) (x/a)¢L, t> 0. Na podstawie analizy statystycznej danych z eksploatacji dla wartosci
srednich czaséw przebywania w stanach uzyskano oceny: ET: = 8,852, ET. = 3,619,
ET:=1,501, ET4 = 0,164, ETs = 0,096, ETs = 0,122, ET7 = 3,885, ETs = 5,659. Zyski
jednostkowe wynikajace z pracy w stanach systemu oceniono jako: z1 =4, 2z, =— 2,23 =-0,2,
24=-02,25=-0,2,26= - 0,2, z7= - 0,2, zZg = — 1. Ocena macierzy prawdopodobienstw
przejscia dla wlozonego w proces tancucha Markowa jest nastgpujaca
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0 0 0 0 0 092 0178 0
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Wartoéci  wspotczynnikow A, B, Bi, C i Ci obliczono metodg wspotczynnikow
nieoznaczonych. Dla wartosci parametrow podanych wyzej obliczono: a =— 5,778, p = 2,400,
vy = — 4,133. Dla kazdego ce{2; 2,5; 3; 3,5} obliczono warto$¢ parametru b tak, aby
ET:1=8,852. Na rysunku 1 pokazano wykresy funkcji zysku na jednostk¢ czasu w zaleznosci
od chwili wymiany (naprawy) prewencyjnej. Kazda z czterech realizacji funkcji kryterialnej
osigga warto$¢ maksymalna.

15

)

f ]

r

=
i

[=]
[Tu]
M

=
n

Zysk na jednosthe czasu
(=]
~l

=
[
Ty

=
g

1 3 5 7 9 11
Czas wymiany prewencyjnej

Rys. 1. Wykres funkcji kryterialnej g(x) dla ce{2; 2,5; 3; 3,5}
Fig. 1. Graphs of the criteria function g(x) for ce{2, 2.5, 3, 3.5}

6. Whioski

W pracy rozwaza si¢ problem wymian wedlug wieku obiektow technicznych dla
wielostanowych systemoéw uzytkowania. Funkcja kryterialna badana w tej pracy to zysk
przypadajacy na jednostke czasu i wspotczynnik gotowosci. Pierwszym z celow pracy jest
macierzowe przedstawienie funkcji kryterialnej (wzor (12)), drugi to pokazanie, ze przy
pewnych ogolnych zatozeniach mozna sformutowaé warunki dostateczne istnienia maksimum
funkcji kryterialnej.
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