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Streszczenie. Pierwszy model charakteryzujący zależność prędkość 
– gęstość – natężenie powstał ponad 80 lat temu. Od tego czasu na-
ukowcy z całego świata pracowali nad opracowaniem własnych modeli 
ruchu drogowego, które kompleksowo opisywać będą fundamentalny 
wykres. Prace nad doborem odpowiednich parametrów, niezbędnych do 
stworzenia modelu, dokonywano głównie na drogach szybkiego ruchu. 
Problem poruszony w niniejszym referacie odnosi się do niedostatecznej 
ilości przeprowadzonych badań nad zagadnieniem zależności prędkość 
– gęstość – natężenie w warunkach miejskich w Polsce. Celem artyku-
łu jest ocenienie możliwości implementacji istniejących modeli ruchu 
w sieci ulicznej na przykładzie Trójmiasta, wraz z opracowaniem autor-
skiej metodologii badań, adekwatnej do posiadanych narzędzi. Podjęto 
próbę opracowania modeli dla ruchu przerywanego w celu lepszego po-
znania wpływu sygnalizacji świetnej i innych utrudnień w warunkach 
miejskich na kształt fundamentalnego wykresu.
Słowa kluczowe: ruch drogowy, ruch miejski, modele ruchu drogowe-
go,  teoria przepływów ruchu

Problematyka modelowania zależności 
prędkość – gęstość – natężenie   
w warunkach ruchu miejskiego1

Wprowadzenie
Inżynieria ruchu drogowego jest dziedziną wiedzy dyna-
micznie się rozwijającą. Największą popularnością cieszy się 
w Stanach Zjednoczonych, skąd się wywodzi jako dziedzina 
nauki, a także w krajach Europy Zachodniej i rozwiniętych 
krajach azjatyckich. Poznanie podstawowych własności wy-
stępujących w ruchu drogowym jest jednym z kluczowych 
elementów, potrzebnych do stworzenia narzędzi umożliwia-
jących efektywne zarządzanie siecią drogową. Mowa jest tu 
głównie o matematycznych modelach teoretycznych, które 
następnie można wykorzystać do symulacji wykorzystując 
odpowiednie oprogramowanie komputerowe.

Większość istniejących modeli ruchu powstała w opar-
ciu o dane pochodzące z dróg amerykańskich, których cha-
rakter oraz standardy znacznie odbiegają od polskich. 
Kolejnym aspektem jest postęp technologiczny w budowie 

1 ©Transport Miejski i Regionalny, 2016. Wkład autorów w publikację: P. Matusz 
35%, G. Rudecki 35%, J. Oskarbski 15%, K. Jamroz 15%.

dróg i pojazdów, który dokonał się od opracowania kon-
kretnego modelu. 

Dostępne w literaturze modele zależności prędkość – 
gęstość – natężenie (QVK) głównie odnoszą się do nieprze-
rywanego ruchu pojazdów. Niniejsza analiza ma na celu 
sprawdzenie użyteczności opracowanych przez lata modeli 
w warunkach miejskich. Modele zostały opracowane na 
podstawie danych o ruchu pozyskanych w kilku przekro-
jach ulic w Gdyni, Gdańsku i Sopocie.

Fundamentalny wykres ruchu drogowego
Teoria przepływów ruchu umożliwia opisanie zależności po-
między makroskopowymi parametrami ruchu drogowego. 
Zależność ta odnosi się do założenia, iż pojazdy w określo-
nych warunkach drogowo-ruchowych będą zachowywać się 
w analogiczny sposób. Przykładowo kierowcy poruszający 
się w strumieniu ruchu o określonej gęstości będą utrzy-
mywać podobną prędkość i odstęp czasu między pojazda-
mi. W związku z powiązaniem pomiędzy mikroskopowymi 
i makroskopowymi parametrami ruchu średnia prędkość 
i średnie natężenie mogą zostać ustalone.

Struktura trzech podstawowych charakterystyk ruchu 
drogowego została opisana w tabeli 1.

Fundamentalny wykres to graficzna forma zaprezento-
wania omawianych zależności. Najczęściej opisywany jest 
jako zależność pomiędzy:

Zestawienie mikroskopowych i makroskopowych  
parametrów ruchu drogowego

Charakterystyka ruchu Parametr w skali  
mikroskopowej

Parametr w skali  
makroskopowej

Natężenie ruchu Odstępy czasu  
między pojazdami Średnie natężenie ruchu

Gęstość ruchu Odstępy między pojazdami 
(odległość) Średnia gęstość ruchu

Prędkość ruchu Prędkość chwilowa Średnia prędkość ruchu

Tabela 1 

Źródło: [9]
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•  natężeniem a gęstością q=Q(k),
•  prędkością a gęstością v=V(k),
•  prędkością a natężeniem v=V(q).
 
Fundamentalny wykres najczęściej bazuje na danych 

empirycznych otrzymanych bezpośrednio z pomiarów ru-
chu. Uzyskany zbiór danych poddawany jest analizie staty-
stycznej, dzięki której definiuje się krzywe opisujące oma-
wiane zależności. Innym ze sposobów jest opieranie się na 
teorii zachowania kierowców, np. modelu jazdy za liderem 
lub do porównania strumienia ruchu do zjawisk z innych 
dziedzin nauki, np. analogii hydrodynamicznej.

Pierwszy model zaproponowany przez Greenshields’a 
w 1934 roku bazował jedynie na siedmiu uśrednionych 
wartościach pomiarowych. Autor wskazał na liniowy zwią-
zek pomiędzy prędkością a gęstością [5]. Podstawiając rów-
nanie stanu strumienia ruchu według wzoru (1), można 
uzyskać paraboliczne zależności pomiędzy pozostałymi pa-
rametrami.

  
(1)

gdzie:
q – natężenie ruchu drogowego [poj/h]
v – prędkość potoku ruchu drogowego [km/h]
k – gęstość potoku ruchu drogowego [poj/km].
 
Na rys. 1 przedstawiono fundamentalny wykres zapro-

ponowany przez Greenshields’a. W celu zachowania przej-
rzystości wykresy zostały rozstawione adekwatnie do 
wspólnych osi.

 Od czasu pionierskiego modelu wielu badaczy próbowa-
ło opisać zależności poprzez zwiększanie zbioru danych po-
miarowych, na których zostały opracowane, lub ulepszając 
metody dopasowania funkcji. Niemniej ze względu na empi-
ryczny charakter zagadnienia i szeregu czynników wpływają-
cych na osiągane rezultaty najczęściej sukces w odzwiercie-
dleniu warunków ruchu sprowadzał się do konkretnych dróg 
w określonym czasie. W Polsce zagadnieniem modelowania 

opisującego fundamentalny wykres, zajął się prof. R. Krystek, 
podejmując próbę opisania ruchu drogowego na ulicach 
Warszawy [7].

Model zależności prędkość – gęstość – natężenie zwią-
zany jest z jakościową miarą warunków ruchu, gdzie może 
posłużyć do estymacji poziomów swobody ruchu (tzw. 
PSR). Ponadto pozwala ustalić czasy podróży i maksymalne 
wartości natężenia odpowiadających przepustowości prze-
kroju. Wreszcie omawiana zależność jest podstawowym 
elementem w bardziej zaawansowanych modelach ruchu, 
w tym modelach symulacyjnych.

W tabeli 2 przedstawiono modele wykorzystane w ni-
niejszych badaniach. Swoją uwagę skupiono ma modelach 
deterministycznych, opisanych za pomocą jednej krzywej. 
Do analiz przyjęto siedem stosowanych dotychczas modeli 
zależności QVK; są to modele: Greenshields’a [5], 
Greenberg’a [4], Underwood’a [11], Northwestern [1], 
Pipes-Munjal [9], Krystka [7] i van Aerde [12].

Rys. 1. Przykładowy model zależności prędkość – gęstość – natężenie z oznaczeniem punk-
tów charakterystycznych

Zestawienie modeli zależności QVK wykorzystanych  
w przeprowadzonych badaniach

Model Reprezentacyjna funkcja Parametry

Model Greenshields’a [5]
  

(2) v0, kmax

Model Greenberg’a [4]
  

(3) vopt, kmax

Model Underwood’a [11]
  

(4) v0, kopt

Model Northwestern [1]
 

(5) v0, kopt

Model Pipes-Munjal [9]
  

(6) v0, kmax

Model prof. Krystka [7]
  

(7) v0, kmax

Model van Aerde [12]
  

(8)
v0, kopt, qmax, 
kmax

Oznaczenia użyte w tablicy 2:
q – natężenie ruchu drogowego [P/h/pas]

q
max

 – natężenie maksymalne [P/h/pas]
v  – prędkość potoku pojazdów [km/h]
v

o
 – prędkość pojazdów w ruchu swobodnym [km/h]

v
opt

 – prędkość optymalna potoku pojazdów [km/h]
k

 
– gęstość potoku pojazdów [P/km/pas]

k
opt 

– gęstość optymalna [P/km/pas]
k

max 
– gęstość maksymalna/zatoru [P/km/pas]

c
1 
– współczynnik odstępu między pojazdami [km], 

obliczany wg wzoru 2
c

2 
– współczynnik odstępu między pojazdami 

[km2/h], obliczany wg wzoru 3
c

3 
– współczynnik odstępu między pojazdami [1/h], 

obliczany wg wzoru 4.

Tabela 2
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  (2)

  
(3)

  

(4)

Metoda badań

Charakterystyka obszaru badań
Badania przeprowadzono na wybranych odcinkach ulic 
Trójmiasta. Do badań zostało wybranych łącznie sześć 
ulic, o różnych przekrojach, znajdujących się na terenie 
całego Trójmiasta [8]. Wszystkie objęte są zintegrowa-
nym systemem zarządzania ruchem, z którego zostały 
pozyskane dane. Ostateczny wybór przekrojów poprze-
dzono analizą czynników wpływających na fundamental-
ną zależność między badanymi parametrami oraz danymi 
pomiarowymi. Zasadniczym założeniem było wystąpienie 
więcej niż jednego stanu ruchu, by móc zebrać dane dla 
względnie całego zakresu gęstości. Częstym zjawiskiem 
było otrzymywanie rozproszonych wyników ze względu 
na występującą sygnalizację świetlną w pobliżu dane-
go przekroju i znaczący udział relacji skrętnych. Z tego 
względu wybrano lokalizacje, gdzie w największym stop-
niu można było wyróżnić stacjonarny ruch pojazdów, 
a przypadkowość w jego dynamice nie jest decydującym 
czynnikiem w kształcie wykresu.

 
Dane o ruchu
Na potrzeby niniejszych badań należało pozyskać zbiór da-
nych, stanowiący podstawę do modelowania ruchu drogo-
wego. W związku z szeroko dostępnymi detektorami ruchu 
w postaci tzw. pętli indukcyjnych postanowiono ograniczyć 
się do pomiaru mikroskopowych parametrów ruchu na 
krótkim odcinku drogi.

Wdrożony Zintegrowany System Zarządzania Ruchem 
TRISTAR na ulicach Trójmiasta stosuje kompleksowe sys-
temy pomiarowe w postaci między innymi pary detekto-
rów rozstawionych na niedużą odległość. Zważając na 
problematykę zagadnienia w niniejszej pracy, wzorowo 
detektory ruchu powinny być zlokalizowane pomiędzy 
skrzy żowaniami. Niemniej z powodu ich braku wszystkie 
detektory ruchu na ulicach zostały wybrane spośród tych, 
które zostały umieszczone przed sygnalizacją świetlną, od-
dalone od linii zatrzymań o kilkadziesiąt metrów. 

Zebrany zbiór danych powinien stanowić wartości para-
metrów ruchu dla całego zakresu gęstości, zważając jedno-
cześnie na potrzebę zniwelowania przypadkowości  
w pomiarach. W związku z wysoką częstotliwością wystę-
powania dużych wartości gęstości ruchu w warunkach 
miejskich, zastosowano okres 1–2 tygodni jako wystarcza-
jący, by uzyskać wiarygodne rezultaty.

Metodyka analizy i budowy makroskopowych modeli 
ruchu ulicznego
Uzyskany zbiór danych pomiarowych należy przeliczyć na 
makroskopowe parametry ruchu w zadanych interwałach 
czasu, uwzględniając potrzeby modelowania zależności 
pomiędzy prędkością, gęstością i natężeniem. Natężenie 
ruchu jest uzyskiwanie poprzez zliczenie liczby pojaz-
dów przejeżdżających przez detektor. Prędkość została 
estymowana, używając wzoru 5 na średnią harmoniczną 
prędkości poszczególnych pojazdów, co pozwoliło uzyskać 
średnią prędkość w przestrzeni. Natomiast gęstość ruchu 
jest obliczana z równania stanu strumienia ruchu wg rów-
nania (1).

     
(5)

gdzie:
vs

 – średnia prędkość w przestrzeni [km/h]
v

i
 – prędkość chwilowa i-tego pojazdu [km/h]

N – liczba pojazdów [poj.].

Opracowanie modeli polegało na zdefiniowaniu współ-
czynników funkcji, które przedstawiają wartości punktów 
charakterystycznych na fundamentalnym wykresie (pręd-
kość swobodna, gęstość zatoru itp.). Współczynniki te 
można uzyskać poprzez określenie wyłącznie wartości tych-
że punktów lub ich estymację, używając regresji liniowej 
lub nieliniowej, która uwzględnia cały zakres gęstości. 
Pierwszy ze sposobów nie wymaga przeprowadzania długo-
okresowych pomiarów ruchu. Niemniej takie podejście do  
opracowania modelu, który nie został stworzony dla kon-
kretnie obowiązujących czynników, zazwyczaj przejawia się 
niezadowalającym dopasowaniem.

Ze względu na chęć otrzymania najwyższej możliwej 
wartości dopasowania dla całego zakresu gęstości, parame-
try modeli zostały dobrane za pomocą regresji nieliniowej 
metodą najmniejszych kwadratów. Przy obliczeniach wy-
korzystano algorytm Levenberga-Marquardta, będący mo-
dyfikacją algorytmu Gaussa-Newtona. Wybór został po-
dyktowany ze względu na umiarkowaną złożoność oblicze-
niową, szybką zbieżność i prostą implementację. 

Ocena poprawności odwzorowania warunków ruchu 
w analizowanych przekrojach została uargumentowana po-
przez osiągnięte rezultaty w dopasowaniu modelu do danych 
pomiarowych, zwracając szczególną uwagę na wartości 
punktów charakterystycznych i spełnienie warunków brze-
gowych. Inną istotną cechą powinien być względnie prosty 
opis matematyczny modelu, który jako współczynniki 
funkcji przyjmuje wartości znajdujące jednoznacznie swoje 
uzasadnienie na fundamentalnym wykresie.

Miarodajną statystyczną oceną dopasowania poszcze-
gólnych modeli do danych rzeczywistych jest błąd średni 
modelu S, inaczej nazywany średnim błędem szacunku 
równania regresji. Jest to pierwiastek kwadratowy z wa-
riancji resztowej. Do analiz przyjęto ten błąd jako różnicę 
między wartościami empirycznymi a teoretycznymi, pręd-
kości wyrażonej w km/h. 
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Nierównomierność rozłożenia wyników pomiarów dla 
całego zakresu gęstości powoduje duży rozrzut błędów przy 
zastosowaniu metod regresji. W związku z powyższym 
uśredniono dane pomiarowe w zależności od gęstości z za-
daną dokładnością. W niniejszej pracy przyjęto wartość 1 
P/km/pas. Chcąc zachować warunki brzegowe fundamen-
talnego wykresu, dane uśredniono z zaokrągleniem w górę 
do najbliższej całkowitej wartości gęstości. 

Dopasowanie poszczególnych modeli teoretycznych do 
rzeczywistych warunków i danych pomiarowych  zostało 
opracowane na podstawie zależności prędkość – gęstość. 
Pozostałe zależności zostały oszacowane z wykorzystaniem 
równania stanu strumienia ruchu 1.

Analiza i ocena wybranych modeli zależności qvK  
na przykładzie sieci ulicznej Trójmiasta

Analiza danych pomiarowych
Modelowanie zależności prędkość – gęstość – natężenie na 
drogach miejskich jest uwarunkowane poprzez występują-
cą sygnalizację świetlną oraz skrzyżowania ulic z  relacjami 
skrętnymi. Niemniej postanowiono zbadać kształt zależno-
ści QVK  na ulicach Trójmiasta w celu lepszego poznania 
zjawisk występujących w przerywanym ruchu pojazdów. 
Do analizy zostały wybrane przekroje ulic, gdzie wymienio-
ne zakłócenia będą miały znikome znaczenie lub są dobrze 
rozpoznane.

Ze względu na występującą dużą różnorodność pomię-
dzy kierunkami ruchu w jednym przekroju ulicy zostały 
one rozdzielone. Każdy zbiór danych zawiera wyłącznie 
wartości estymowane dla jednej jezdni. W badaniach wzię-
to pod uwagę interakcję pomiędzy pojazdami poprzez 
agregację danych z dwóch pasów ruchu. 

W wybranych do badań przekrojach ulic przepustowość 
ograniczona jest przez sygnalizację świetlną. Różny dobór 
programu sygnalizacji świetlnej powoduje, iż dla innych 
wartości natężenia czy gęstości należy wyróżnić odmienne 
stany ruchu. W przypadku sygnalizacji stałoczasowej moż-
liwe byłoby wyliczenie trwania efektywnego światła zielo-
nego, a w konsekwencji przepustowości przekroju. W przy-
padku ciągów skrzyżowań włączonych do systemu 
TRISTAR jest to złożony problem ze względu na zmianę 
parametrów planów sygnalizacji w czasie rzeczywistym. 

W związku z powyższym stacjonarność ruchu przy wy-
borze stałego interwału czasu nie jest zachowana. 
Poszczególne punkty pomiarowe mogą przedstawiać uśred-
nione wartości z dwóch stanów ruchu, co następnie warun-
kuje wartości położone poza fundamentalnym wykresem. 
Upraszczając, stan ruchu swobodnego może zostać od-
zwierciedlony dla sygnału zielonego, natomiast zator dro-
gowy (przy k=kmax

 i v=0) występuje dla światła czerwone-
go. W istocie zator drogowy jest reprezentowany przez 
kolejkę pojazdów oczekujących na zmianę sygnału. 

Problematyka tego zagadnienia jest wieloaspektowa. 
Dokonane pomiary strumienia pojazdów mają miejsce kil-
kadziesiąt metrów przed linią zatrzymania. Ponadto zasto-
sowane detektory nie są w stanie wykryć pojazdów o ni-

skich prędkościach ruchu, to znaczy poniżej 10 km/h. 
Skutkiem tego jest brak punktów pomiarowych o bardzo 
dużych gęstościach ruchu, które w większości odzwiercie-
dlają sygnał czerwony na sygnalizatorze na najbliższym 
skrzyżowaniu lub przejściu dla pieszych. W konsekwencji 
znaczna część zakłóceń w ruchu nie jest brana pod uwagę, 
co rzutuje na estymację wyników pomiarów. Jednakże na-
leży stwierdzić, iż przy braku pojazdów na linii zatrzymań, 
przy pojawieniu się światła czerwonego pojazdy w kolum-
nie zaczynają zwalniać, zaniżając średnią prędkość strumie-
nia. Natomiast przy zmianie na sygnał zielony pojazdy 
mogą rozpocząć przyspieszanie, zależnie od ilości pojazdów 
przed skrzyżowaniem. Niemniej ze względu na charakter 
niniejszych badań postanowiono wstrzymać się od dalszych 
dyskusji nad tym zagadnieniem, mając jedynie na uwadze 
wymienione czynniki.

Po przeprowadzeniu wstępnych analiz do badań wybra-
no 10-minutowe interwały do procesu modelowania ruchu. 
Taki zabieg pozwolił na uzyskanie ponad 1000 punktów 
(jednostek pomiarowych) dla przekrojów ulic w Gdyni oraz 
2000 punktów (jednostek pomiarowych) dla przekrojów 
ulic w Gdańsku i w Sopocie. 

Dobór parametrów analizowanych modeli
Analizując otrzymane wyniki pomiarów terenowych, nie 
stwierdzono występowania charakterystycznych gwał-
townych spadków przepustowości, które świadczą o nie-
jednostajnym przejściu ruchu ze stanu swobodnego, bądź 
częściowo-wymuszonego, w stan wymuszony, jak to zaob-
serwowano na drogach szybkiego ruchu. Może to być wy-
nikiem małych różnic w prędkościach pojazdów lub także 
efektem uśredniania wartości parametrów w poszczegól-
nych punktach (jednostkach pomiarowych) obejmujących 
dwa stany ruchu.  W związku z powyższym do analizy 
wykorzystano modele opisane za pomocą jednej krzywej 
jako w pełni wystarczające do opisu dynamiki zmian pa-
rametrów ruchu.

Miejska sieć ulic warunkuje występowanie szeregu 
czynników wpływających na kształt fundamentalnej za-
leżności, które nie są tożsame dla różnych dróg, nawet 
rozważając tę samą aglomerację. Z tego względu należy 
rozpatrzeć reprezentatywną liczbę przekrojów. Badaniami 
objęto opracowanie modeli opisanych jedną krzywą dla 
sześciu przekrojów dróg. Zasadnicza analiza została doko-
nana dla siedmiu modeli, bazując na danych z całej doby. 
Ponadto wskazano zależność wpływu pory szczytu trans-
portowego, a pośrednio doboru programów sygnalizacji 
świetlnej [8].

Ze względu na objętość niniejszej pracy oraz pokrywa-
nie się krzywych w najlepiej dopasowanych modelach na 
rysunku 2 przedstawiono wykres zależności QVK z na-
niesionym modelem van Aerde w przekroju alei Niepod-
ległości w Sopocie. Natomiast na rysunku 3 zaprezento-
wano model Underwood’a w przekroju ulicy Morskiej 
oraz w przekroju ulicy Wielkopolskiej, z wyróżnieniem 
dwóch szczytów transportowych. Wyniki obliczeń zesta-
wiono w tabeli 3.
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Zestawienie wyników opracowania wybranych modeli zależności QVK

Przekrój Okres pomiarów Model Zależne punkty charakterystyczne 
w funkcji modelu Pozostałe punkty charakterystyczne Średni błąd modelu

al. Niepodległości, Sopot Cała doba Van Aerde qmax = 845 [poj./h/pas]
vo = 59 [km/h]
vopt = 26 [km/h]
kmax = 143 [poj./km/pas]

kopt = 33 [poj. /km/pas] S = 1,22 [km/h]

ul. Wielkopolska, Gdynia Szczyt poranny Underwood’a v0 = 53 [km/h]
kopt = 28 [poj. /km/pas]

vopt = 19 [km/h]
qmax = 546 [poj./h/pas]
kmax = ∞ (111)  [poj./km/pas]

S = 1,65 [km/h]

ul. Wielkopolska, Gdynia Szczyt popołudniowy Underwood’a v0 = 57 [km/h]
kopt = 38 [poj. /km/pas]

vopt = 21 [km/h]
qmax = 787 [poj./h/pas]
kmax = ∞ (153) [poj./km/pas]

S = 1,05 [km/h]

ul. Morska, Gdynia Cała doba  Underwood’a v0 = 68 [km/h]
kopt = 41 [poj. /km/pas]

vopt = 25 [km/h]
qmax = 1020 [poj./h/pas]
kmax = ∞ (172) [poj./km/pas]

S = 1,72 [km/h]

Rys. 2.  
Wykres zależności QVK wraz  
z naniesionym modelem  
van Aerde w przekroju Alei 
Niepodległości w Sopocie

Rys. 3.  
Wykres zależności Q(K) 
według  modelu Underwood’a: 
a) w przekroju ulicy 
Wielkopolskiej z rozróżnie-
niem szczytów transporto-
wych; b) w przekroju ulicy 
Morskiej

Tabela 3
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Dyskusja wyników
Dyskusje wyników przeprowadzono dla dwóch stanów 
średnich (dane estymowane do kwantyla rzędu 50%): dla 
całej doby i dla okresów szczytowych.

Analizy dla całej doby polegały na doborze optymal-
nych parametrów dla wszystkich siedmiu modeli dla prze-
kroju alei Niepodległości w Sopocie oraz dwóch wybranych 
modeli dla pięciu pozostałych ulic.

Zależność liniowa w modelu Greenshield’a może w przy-
bliżonym stopniu odzwierciedlić w pełni stan ruchu swobod-
nego i stan ruchu wymuszonego do pewnej granicznej war-
tości gęstości, zważając jednak na przeszacowanie m.in. natę-
żenia maksymalnego. Model nie uwzględnia gęstości, 
powyżej których występuje tak zwany poruszający się zator. 
Większość wartości dla tego zjawiska nie została odnotowa-
na przez detektory ruchu, co miało wpływ na opracowanie 
modelu. Niemniej ocenia się, iż nie jest możliwe opisanie wa-
runków miejskich jednocześnie dla wszystkich stanów ruchu 
ze satysfakcjonującymi rezultatami (S=4,17 km/h), bazując 
na krzywej liniowej w funkcji V(k). 

Powyższy problem dostrzeżono również we wcześniejszych 
badaniach i próbowano go rozwiązać poprzez kalibrację mode-
lu liniowego, odpowiednio przyjmując wartość potęgi. Funkcję 
wielomianową czwartego stopnia zastosował profesor Krystek 
w swoim modelu, który opracował, analizując warunki panu-
jące na ulicach Warszawy w latach 70. W rezultacie linia pro-
sta ulegała zniekształceniu, co wówczas pozwoliło na odzwier-
ciedlenie parametrów ruchu aż do rzeczywistych wartości gę-
stości maksymalnej. Natomiast odwołując się do niniejszych 
badań, wartość ta jest znacząco zawyżona dla dzisiejszych wa-
runków ruchu i w związku z tym, bez odpowiedniej kalibracji, 
model nie może zostać wskazany jako wzorcowy dla analizo-
wanych ulic. Niemniej zauważono znaczącą poprawę w warto-
ści średniego błędu modelu S (z 4,17 km/h w modelu linio-
wym do 1,83 km/h) oraz estymacji pozostałych punktów cha-
rakterystycznych na fundamentalnym wykresie. 

Model Underwood’a jest kolejnym modelem, który cha-
rakteryzuje się bardzo dobrym dopasowaniem do danych 
empirycznych o wartości S porównywalnej do modelu profe-
sora Krystka. Zastosowana krzywa jest w stanie poprawnie 
oszacować punkty charakterystyczne przy zadowalającym 
przybliżeniu, z wyjątkiem gęstości maksymalnej. Jest to 
wada zastosowanej funkcji wykładniczej, która w konse-
kwencji uniemożliwia spełnienie warunku brzegowego (v=0 
dla k=kmax

). Niemniej przy dążeniu k→ k
max

 prędkość jest 
bliska wartości zero i dzięki zastosowaniu określonego przy-
bliżenia możliwe jest jednoznaczne określenie wartości gę-
stości zatoru. Badania potwierdziły, iż model Underwood’a 
może zostać uznany za prosty model do opisu ruchu miej-
skiego, jednak z uwzględnieniem jego ograniczenia. 

Na podstawie zbioru wyników analiz stwierdzono, że 
model van Aerde jest modelem o najlepszym dopasowaniu 
kształtu funkcji QVK do uzyskanych wyników pomiarów. 
Jest to najbardziej zaawansowany matematycznie model 
w porównaniu do wcześniej opracowanych i nie można zna-
leźć z nimi podobieństwa pod tym względem. Wadą modelu 
może być potrzeba zdefiniowania większej liczby współczyn-

ników przy opracowaniu modelu docelowo, bez użycia regre-
sji nieliniowej. Niemniej należy stwierdzić, iż jako jedyny jest 
w stanie oszacować wszystkie punkty charakterystyczne 
w zakładanym błędzie pomiarowym, wraz z problematyczną 
gęstością maksymalną. Badania wskazały model jako reko-
mendowany i uniwersalny dla wszystkich przekrojów ulic. 
Średni błąd modelu oszacowano na 1,61 km/h.

W związku z podobieństwami opisu matematycznego do 
innych modeli oraz gorszymi rezultatami w odwzorowaniu 
fundamentalnego wykresu dla warunków miejskich wstrzy-
mano się od opisu modeli Greenberg’a (S=7,36 km/h), North-
western (S=3,89 km/h) i Pipes-Munjal (S=2,69 km/h). 

Wnioski
Przeprowadzone badania nad modelowaniem zależności 
prędkość-gęstość-natężenie (QVK) w warunkach miejskich 
pozwoliły na sformułowanie kilku wniosków i rekomenda-
cji odnoszących się do warunków miejskich.
1. Metodologia badań składająca się na wybór techniki pomia-

rów, analizy danych oraz wybór i sposób opracowania mode-
li ma kluczowe znaczenie dla dobrego opisu zależności QVK.

2. Występowanie sygnalizacji świetlnej oraz zróżnicowanych 
udziałach relacji skrętnych w ciągu doby na skrzyżowa-
niach powoduje, iż fundamentalny wykres dla dróg miej-
skich może ulec istotnym zmianom. W konsekwencji spo-
śród otrzymanych danych pomiarowych z całej doby moż-
na wyróżnić kilka wykresów nałożonych na siebie.

3. Przerywany ruch pojazdów na drogach miejskich jest przy-
czyną niezachowania stacjonarności ruchu w czasie. 
Poszczególne punkty pomiarowe mogą przedstawiać 
uśrednione wartości z dwóch stanów ruchu. Ma to znaczą-
cy wpływ na kształt  fundamentalnego wykresu, szczegól-
nie rozważając otrzymany zakres gęstości odpowiadający 
warunkom ruchu bliskich przepustowości przekroju.

4. Większość modeli opisanych jedną krzywą jest w stanie 
w poprawny sposób odzwierciedlić pozyskane dane em-
piryczne na ulicach Trójmiasta. Model Underwood’a 
może zostać uznany za prosty model do opisu ruchu 
miejskiego, zważając jednak na jego ograniczenia.

5. Model profesora Krystka charakteryzuje się wysokimi 
współ czynnikami dopasowania, lecz nie jest w stanie po-
prawnie przedstawić rzeczywistej wartości gęstości zatoru 
dla współczesnych długości pojazdów i innych czynników. 
Na tej podstawie należy przeprowadzić kalibrację modelu, 
co w konsekwencji może pozwolić na wskazanie modelu 
jako rekomendowanego dla warunków miejskich.

6. Model van Aerde jest rekomendowany jako najlepszy 
z analizowanych do opisu zależności QVK  dla wszyst-
kich przekrojów w warunkach miejskich. Należy zazna-
czyć, iż model charakteryzuje się dużą uniwersalnością 
i jako jedyny jest w stanie dopasować kształt fundamen-
talnego wykresu dla różnego rodzaju ruchu.
Biorąc pod uwagę powyższe wnioski, zalecane jest konty-

nuowanie prac badawczych, rozszerzając je na więcej ulic, wraz 
z analizą wskazanych w pracy aspektów modelowania ruchu 
przerywanego. 
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