TECHNIKA TRANSPORTU SZYNOWEGO

Andrzej ROGOWSKI

GRANICZNE WEASNO SCI PROCESOW
MARKOWA A SYMULACJA

Streszczenie
W pracy przeanalizowano wiasiod prostych jednorodnych stacjonarnych ergodycznych
proceséw Markowa o skozonej przestrzeni standéw dla granicznych waitintensywngci przegé.
Zwrécono uwag na putapki interpretacyjne uzyskanych prawdopoeistiv granicznych i wynikow
symulacji takich systemow.

WSTEP

W wielu dziedzinach nauki i techniki, np. w teoniezawodnéci i bezpieczéstwa,
wykorzystuje s¢ stacjonarne jednorodne ergodyczne procesy Markaeask@czom
przestrzeni stan6w. Przy czym schemat baddczesto stosowany w pracach doktorskich)
jest nastpujacy:

a) analiza badanego systemu, zdefiniowanie przeststandw i budowa grafu,

b) wyznaczenie granicznych prawdopodaisisv przebywania systemu w poszczegdlnych
stanach,

c) budowa modelu symulacyjnego i przeprowadzenie ekepEntow symulacyjnych
zakaczonych stwierdzenienige ,wyniki symulacji potwierdzajobliczenia analityczne”,

d) ,manipulowanie” intensywniwiami przej¢ tak, by uzysk& mazliwie mate
prawdopodobigstwo przebywania systemu w stanach nigdanych i day czasTure
(Mean Time to Failure— éredni czas przebywania w stanachzquanych §redni czas
do wystpienia awarii,sredni czas poprawnej pracy systemu) co ma dowaslmszngci
przyjetych zal@en i skutecznéci proponowanych rozwean.

Przeanalizujmy tok takiego pepbwania. Dwa pierwsze punkty nie buydzaczej
watpliwosci. Zwréémy tylko uwag, ze po zbudowaniu grafu systemu, graf tenzengzy¢
wiasnymzyciem” w tym sensieze maze by¢ grafem wielu (praktycznie nieskczenie wielu)
systeméw. Graf analizowanazna w oderwaniu od fizycznego systemu — jako modg$to
abstrakcyjny. Jest to niatpliwa zalet ale jednocz@ie rodzi wiele putapek zastawionych
na niedéwiadczonego badacza. dfpliwosci narzuca si¢ przy pkt. ¢). Modele te wygtlaja
na ogot w sposbéb nagtujacy: wykorzystujc dostpne programy symulacyjne ,odtwarza”si
graf systemu i dla z goéry zaonych wszystkich intensywndci przegé symuluje st prac
systemu wyznaczag prawdopodobigstwa przebywania w poszczegdlnych stanach i czasy
przebywania w stanie awarii i do wyptenia awarii (co jest rOwnoznaczne z czasem

! Nie interesuje nas tutaj dopuszczéinstosowania tak silnych zaien.
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poprawnej pracy systemu).zéi dysponujemy rozvwizaniami uktadu rownaKotmogorowa
I prawdopodobigstwami granicznymi — a to wynika ze stwierdzeniaygki symulaciji
potwierdzag obliczenia analityczne”) — to do czego potrzebrngmnjest taki model
symulacyjny i co ma oznaczdo stwierdzenie — chyba tylko tee model zostat poprawnie
zbudowany. Budowa modeli symulacyjnych ma sens, gdyjestémy w stanie wyznaczy
rozwigzan analitycznych, nie memy dokoné analizy rozwazan ze wzgédu na zbyt din
liczbe zmiennych (informacji), gdy posiadamy tylko ¢éziowe informacje i chcemy
aproksymowa wartcsci nieznane. W przypadku d) jest chyba napej kontrowersji
.interpretacyjnych” zwazanych z oderwaniem analizy formalnej grafu, prapatiobigstw
granicznych i czasiyrr 0d konkretnego rzeczywistego (fizycznego) systemiepetnym
zrozumieniu istoty prawdopodoligtwa. D@&¢ czsto przyjmuje s, ze z faktu
iz prawdopodobigstwo przebywania w stanie krytycznym jest réwne viynika brak
wystepowania w systemie awarii i przyjmowani® system jest w 100% bezpieczny. Jest to
poniekad pokitosie klasycznej definicji prawdopodolséva, w ktorej zachodzita
rownowanos¢ zda: ,prawdopodobiastwo zajcia zdarzenia jest A rbwne zero” i ,zdarzenie
A jest zdarzeniem niembwym”. Jak w takim razie zrozumée(zinterpretowd) odnowe
Z zerowym czasem odnowy stangeym jeden z podstawowych modeli teorii niezawaano
[1, 2, 3, 4]. Przecie czas przebywania w stanie awarii jest rowny zdeoliazba awarii
w odcinku czasu (€, rosnie do nieskaczondci wraz zt (dla uproszczenia zatdy,
ze odnawiane elementyasjednorodne) i nie ma znaczenia fakig jednoczénie
prawdopodobigstwo wysspienia doktadnie&k awarii k = 0, 1, ...) maleje do zera wraz,z
bo jednoczénie prawdopodobiestwo wysgpienia awarii (co najmniej jednej) dmie wraz zt
do jedndci. Dopiero gdy uwzgidnimy skaczony niezerowy czas odnowy (co imemy
nazwa& czasem usuwania skutkow katastrofy) prawdopodsbi® przebywania w stanie
krytycznym (katastrofy) ddzie niezerowe — ale dalej liczba awarii w odcirdaasu (@)
rosnie do nieskaczongci wraz zt. Model odnowy z zerowym czasem odnowy (jako model
graniczny) maemy zrealizowé zwickszapc do nieskaczondci intensywnéé powrotu ze
stanu katastroficznego, gd zawsze mzemy ,pokazd”, ze uzyskamy system, w ktérym
wspotczynnik gotowgci B (prawdopodobigstwo przebywania w stanach ,bezpiecznych”)
jest dowolnie bliskie 1 (ale nie zawsze da sjuzysk&” dowolnie duwy czas
Ture). Podobnie zmniejszg intensywné¢ powrotu ze stanu katastroficznego do zera
mozemy uzyskd& system o dowolnie matym wspoéiczynniku gotdaio(ale nie zawsze
da st ,uzyska” dowolnie maty czaslyre). Ale wtedy uzyskujemy (jako model graniczny)
system nienaprawialny (brak odnowy). W systemactelostanowych, poprzez dobér
intensywndci, mazemy dowolnie zwikszy Ilub zmniejszy¢ prawdopodobigstwo
przebywania w wybranym stanie. Podstawowym pozast@anak pytanie, czy przy takim
doborze intensywrigi, system bdzie wypeiniat swoje funkcje (i nie chodzi tutapgtuacg,
gdy system ulegt losowej awarii), czy model odpa@aissystemowi rzeczywistemu, czy nie
doprowadzimy sytuacji do absurdu. Np. zamykapgatki przejazdu kolejowego na state lub
nie usuwajc skutkoéw katastrofy na przepzie kolejowym (staje sion nieprzejezdny)
~=uzyskujemy” system bardzo bezpieczny, ale czy majeyzcze przejazd kolejowy.
Nie da st wicc dokon& sensownej analizy modelu abstrakcyjnego (grafa) dmniesienia
do rzeczywistego badanego systemu, nie @azsiterpretowéa prawdopodobigstw B,
P« = 1 —B i czasuTyrr bez analizy tego, co bytlo przyczyriakiego a nie innego
uksztattowania gitych wielkaci.

W dalszej cgsci przeanalizujemy zachowanieg¢sprostych systemow w zaleosci
od doboru granicznych intensywdod wskazugac putapki interpretacyjne uzyskanych
wynikow.
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1. ZALOZENIA

Zaktadamy, ze rozpatrywé bedziemy jednorodne stacjonarne ergodyczne procesy
Markowa o skéaczonej przestrzeni standw. W przestrzeni standwbdimyone zostaty dwa
stany: stan podstawowy ,0” i stan katastrofy (kogyy, awarii) ,k” — w systemie jest tylko
jeden stan katastrofy. Ze stanu ,k” system powtglt@ do stanu podstawowego ,0”. System
w petni opisany bdzie grafem, przy czymi; intensywneé¢ przegcia do stanu (zgodnie
Z rysunkiem grafu),.4 intensywné¢ powrotu ze stanu (zgodnie z rysunkiem grafu).
Bedziemy rownie zaktadali,ze w chwili t = 0 system znajdujeesw stanie ,0” (dla
prawdopodobigstw granicznych nie ma to przy naszych zafoach znaczenia).

Prawdopodobigstwa graniczné®, Po, Py, ..., P, wyznaczymy z rowna Kotmogorowa
postaci [4] (,suma wef rowna s¢ sumie wy§cé”):

ijllz _Pl"Lli, j=k,0,1,...,n (1)
lEEj lEEj

gdzie Ej+ zbiér stanow do ktérych mbwe jest przejcie ze stany, E;” zbidr stanow z
ktorych maliwy jest powro6t do stanpi rownania:

P,=1 (2)
i=k,0,1,..,n

Prawdopodobigstwo nieprzebywania w stanie katastroficznym nazngvadwnie
wspotczynnikiem gotowsei systemu [1, 4]:

B=1-P, 3)
gdziePyx —prawdopodobigstwo przebywania w stanie katastrofy (krytycznymaai).

Tyrr (Mean Time to Failure— sredni czas do katastrofy (awaredni czas poprawnej
pracy systemu) [4]:

B

Turr = a=bu. (4)

2. WYNIKI ANALIZY
2.1. Model |

O (k)
Fk

Rys. 1.Graf procesu dwustanowego z jednym stanem krytyozn

Réwnania Kotmogorowa:

Py = Pypy

Py = Pody
Rownanie dodatkowe:

PO + Pk = 1
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Rozwigzujac rownania Kotmogorowa i wyznaczajB i Tyre otrzymujemy:

M
0

_/1;{+uk_ A_k_l_l
Hi

A
— Ak Uk
Ak + U A_k+ 1
Hi
M 1
Ak +ﬂk A_k+ 1
M

1
Tyrr = Z

Py

Graf ten odpowiada modelowi z odngwz niezerowym czasem odnowy (szerzej

modelowi Palma [2, 3]).
Zauwamy, ze:

a)

b)

przy ustalonymAi, jesli pu, — 4w, to B=PF, — 1, P, = 0 a Tyrr = /11 jest state.
k

Oznacza toze zmniejszajc dostatecznie czas useria skutkow katastrofy (powrotu do
stanu podstawowego ,0”) memy uczynt wspoétczynnik bezpiechstwa dowolnie
bliskim 1 (uczyné system dowolnie ,bezpiecznym”) ale to nie oznacza,
prawdopodobigstwo wystpienia katastrofy w odcinku (0,t) ulegto zmniejsizen
Wzrasta natomiast prawdopodaisévo wystpienia wkcej niz jednej katastrofy.
Rozpatrywany system jest klasycznym modelem odnowiezerowym czasem odnowy
(musimy wec uwzgkdni¢ zarbwno czas poprawnej pracy jak i czas potrzebray
naprawe”). Jesli u, — oo, tzn. czas potrzebny na napradazy do O, to uzyskujemy
jako model graniczny model odnowy z zerowym czaseimowy (uwzgédniamy tylko
czas poprawnej pracy). Czas przebywania w staniaskafy dzy do zera, stan ,0”
maozna W pewnym sensie uke za stan pochtaniggy (graniczny; ze wzgtu na to z Py

= 1), po przejciu do stanu ,k” system ,natychmiast” wraca do stad’;

przy ustalonymi, jesli y, — 0,toB =P, — 0, P, — 1 aTyrr = %jest state. Oznacza
k

to, ze zwkkszajc dostatecznie czas userin skutkow katastrofy (powrotu do stanu
podstawowego ,0”) mzemy uczyné wspotczynnik bezpiecastwa dowolnie bliskim 0
(uczyni system dowolnie ,niebezpiecznym”) ale to nie oz@age prawdopodobiestwo
wystapienia katastrofy w odcinku (0,t) ulegto zkszeniu. Natomiast ulega zmniejszeniu
prawdopodobigstwo wysgpienia wecej niz jednej katastrofy. Czas przebywania w stanie
katastrofy dzy do nieskaczondci, stan ,kK” ma@na uwaat za stan pochitanigpy
(graniczny), systemady do systemu nienaprawialnego;

przy ustalonymu, jesli Ay, — +o, toB=P — 0, P, = 1 aTyrr = ,11 — 0. W tym
k

przypadku rzeczywcie zwkksza s¢ prawdopodobigstwo wysapienia katastrofy w
odcinku (0,t) (dzy do 1 wraz ze wzrosteni,) i wzrasta prawdopodohistwo
wystapienia wecej niz jednej katastrofy, a czas przebywania w staniastedfy dizy do t
(zaktadamyze czas t jest wielokrotnie gkszy niz czas potrzebny na usgoie skutkéw
katastrofy (jednej), gdyrozpatrujemy wiasri graniczne systemu) — czas przebywania
w stanie katastrofy w tym przypadku rozumiemy jakonme czaséw potrzebny na
usungcie skutkéw katastrof (wielu) powstatych w przedzig0,t). Stan ,k” mana w
pewnym sensie uwa¢ za stan pochfanigy (graniczny), system po powrocie do stanu
,0” ,natychmiast” przechodzi w stan ,k”;

1298



d) przy ustalonymy, jesli A4, = 0,toB=P, — 1, P, = 0 aTyrr = Ai — +o0. W tym
k

przypadku rzeczywcie zmniejsza si prawdopodobigstwo wysapienia katastrofy w
odcinku (0,t) (dzy do O wraz ze zbieganiefy do 0) i maleje prawdopodoliistwo

wystapienia wecej niz jednej katastrofy, a czasirédni, rozumiany jak w pkt. c))
przebywania w stanie katastrofy w odcinku (Oaiyddo O;

e) jesli jednoczénie A, | y, zmieniaj Swop wartaé, to istotny jest stosunek= i—" Jéli ¢
k
dazy do 0,toB =P, — 1, P, — 0. J&li cdazy do +o,toB =P, — 0, P, — 1. J&li

dazy docy, 0 <cp < + o, tO P, — ﬁ P, — Ccil. Warta¢ Tyre W kazdym przypadku
0 0

. . 1. . . .
opisana jest wzoreffyrr = L zalezy od zmian (granicy)y,.
k

Jak wid& Tyrr zalery tylko od wartdci 4, i zmiany wartéci y; sa nieistotne, & i Py
mozna wyznacz§ analitycznie. Jaki jest we¢ symulacji w ktorej z gory zakladagsivartasci
fi | A

2.2. Model Il

Mk

Rys. 2.Graf procesu trzystanowego z jednym stanem kryiyicew uktadzie rownolegtym

Réwnania Kotmogorowa:
Pody + PoAy = Pypy + Prpiy

Py = Poy
Py = Pody

Rownanie dodatkowe:
PO + Pl + Pk = 1
Rozwigzujac rownania Kotmogorowa i wyznaczajB i Ty otrzymujemy:
1

_ Hilig _

° Areps + (A + p1) ﬂ+ﬁ+1

Uk Ha

M
! Aty + (A + 1) A—k+l—1+1

Ui Ha

A

p, = Ak#l _ Uk

T M F Ay ) A M
kM1 T Up(Aq T g =4+2241

He M1
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M

_ omatuy Mt
Aty + (A +q) 2 Ay g

He M1

/11+ﬂ1_1 A

Aty _/1}( Ay

MTF =

Zauwamy, ze:
a) przy ustalonychity, Ay, uy jesli p; — +oo, to
Ak
1 A P
P, — al = - , P, —0, P, — k :AHR
Ak"’#k _k_|_1 Ak+uk _k_|_1
Uk Kk
Hi 1
B — = ) Turr > —, Turr — =—
X + 1y Tk 1 MTF P MTF e
Uk

Dla granicznej struktury prawdopodohstwaPy, Py | B oraz czaS e s takie same jak
dla struktury z modelu I. Nie jest to jednak temsaodel, gdy chaé prawdopodobigstwo
(graniczne) przebywania w stanie ,1” jest rownet®,nie jest to zdarzenie nietiove.
System ,natychmiast” po przeju do stanu ,1” wraca do stanu ,0”. Prawdopodabte/o
przegcia w przedziale (0,t) do stanu ,1” (ze stanu ,0Qjgst stale lecz mie
prawdopodobigstwo wicej niz jednego takiego przajia. Uwzgkdniajac ten fakt maemy
wykorzyst& analiz z modelu | do analizy modelu granicznego przy zadd wartéci
Akr e

b) przy ustalonych,, A, y jeshi u;, — 0, to
Py—0, P, —1, P,—0, B—1, TMTF>/1_; Tyurp — +
k

Zwigkszanie czasu powrotu ze stanu ,1” do stanu "OYl{amniejszanieu,) powoduje,
ze system staje gicoraz bardziej bezpieczny (zaytismy, ze wszystkie stany poza stanem
.K’ sa stanami bezpiecznymi). Stan ,1” staje gikby stanem (granicznym) pochtamai@ym.
Po przejciu do stanu ,1” czas opuszczenia stanéni® nieograniczenie, czas przebywania
w stanie ,,0” relatywnie maleje do zera (wraz z tyav,brak jest czasu” by system przeszedt
w stan ,k”. Nie jest to jednak zdarzenie nierinwe. Ale czy nadal system jest funkcjonalny?

C) przy ustalonychlt,, uq, puy jesli 4; — 0, to

Ak
1 A L
P, — al = - , P, —0, P, — k :Aﬂk
Ak"’#k _k_|_1 Ak+uk _k_|_1
Hk Hi
Hi 1
B = , T >—, T —
- Ao+t M 1 MTF e MTF — e

Uk

Dla granicznej struktury prawdopodohstwaPy, P i B oraz czad y7r 5 takie same jak
dla struktury z modelu I. W granicy stan ,1” stsge stanem niemdiwym. Struktura
graniczna jest wi struktug jak w modelu I. Nalgy przeanalizowg czy ,wyeliminowanie”
stanu ,1” nie pozbawia systemu funkcjonaicio Cha prawdopodobigstwa graniczne i czas
Tute Sa takie same jak w pkt. a), ta $o r&ne systemy. W pkt. a) system ,natychmiast”
wraca ze stanu ,1” do stanu ,0”, w pkt. c) systamygly” nie przechodzi do stanu ,17;

d) przy ustalonychl, uq, py jesli 44 — +oo, to
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Po_)o; Pl_)ll Pk_>0, B_)ll TMTF>/1_' ’1—'1\/1’111:“_)-}_(XD
k

W tym przypadku stan ,1” w granicy staje Stanem podstawowym, przejracym rok
stanu ,0". Gdyby utesamt (dla dostatecznie dych ;) stany ,0” i ,1” dochodzimy do
modelu |, gdzie ,pajczony” stan jest granicznym stanem pochtaician. Zwr&my uwag;,
ze prawdopodobiestwa i czasl y7r S takie jak w przypadku d) modelu | przy czym fale,

A, — 4+, odgrywa talk samy role jak (powoduje takie samo zachowanie systemu z
modelu Il) jakA, — 0 w modelu I. Prawdopodohistwa te § réwniez takie same jak w
przypadku b) modelu Il. Zasadniczo graniczne sygterazna utazsamia& pamktajac jednak,

ze w pkt. b) ,nie mana” opuci¢ stanu, w pkt. d) ,natychmiast” przechodzimy zenstg0”

do stanu ,1%

e) przy ustalonycht,, u; jesli % —c, to
1

* jesli0O<c<+oo,to

P — 1 = Mk P e ¢ = ,U-kC
° %+c+1 Me+we(l+c) 1 %+c+1 A + (1 +¢)
k k
Ak
. A 1+ 1+
P, — Ui k c i ( c)

= , B — =
%+c+1 A + (1 +0) i—"+c+1 A + (1 +0)
k k

1+c¢
Tyrr > 1 Tyrr — R
Zwroémy uwag, ze dopuszczalne tutap sOwniez sytuacje, gdy zaréwng; — 0
ip; — 0, jakidy — 400 i pu; — 400, wigc W pierwszym przypadku czas praea
ze stanu ,0” do stanu ,1” jaki i powrotuazy do nieskaczondci, a w przypadku
drugim do zera - prz@ia s ,hatychmiastowe. 38& granice stosunkow
intensywndci przefé sa takie same, to efekt koowy w sensie prawdopodolsw
granicznych i Tyre jest taki sam. Jednak w pierwszym przypadku
prawdopodobigstwo warunkowe pozostawania w stanie ,@” (a = Oprkpz czasit
jest réwne 0 (dla dostateczniezgah At), a w drugim réwne prawdopodobswo
pozostawania w stanie ,1” réwne 1 (dla dostatecemag/chAt);
» jeslic=0,to

Uy Ak U
Py — , Pb—0, P, — , — ,
0 Ak + Uy ! k Ak + U Ak + U
T >—, T —_ —
mre > 3 MrE T

Odpowiada to przypadkowi c). Prawdopoddisisva graniczne gs takie jak w
modelu I. Warté¢ ¢ = 0 w przypadkach, gdy; — +oo (,natychmiastowy” powrot
do stanu ,0”) a1, dowolne (przy ograniczeniach szylkbzbiegania dlad; — +),
A4 — 0 apu, — +oo, u; skaczone lubu, — 0 (przy ograniczeniach szybko
zbiegania dlau; — 0);

o jeslic =+, to

PO—)O, Pl_)]"Pk_)Ol B_)]., TMTF>A_’ TMTF_)-I_OO
k

Odpowiada to przypadkowi d). Podobnie jakzelydopuszczalneasrozne warianty
»Zbiegania” intensywn<ci;
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f) przy ustalonychl,, u,, py jesli 4, — 0, to
P —_ Ml P — L
° A+ p ! A+

, Pk_>0

B—1, Tyurr > T Tyrp — +
k

Poniewa sredni czas do wyspienia awarii dzy do +o, wiec w tym przypadku maleje
(do 0) prawdopodobistwo wystpienia katastrofy. Stan ,k” stajeesgranicznym stanem
niemazliwym;
g) przy ustalonychity, uq, uy jesli 4, — +oo, to

PO_) 0, P1—>0, Pk_)]-’ B_) 0, TMTF>/'1_’ TMTF_)O
k

Stan ,k” staje s granicznym stanem pochtarjeym. Ze stanu ,0” nagpuja

»nhatychmiastOwe” przégia do stanu ,k”;

h) przy ustalonychl,, A, 1y, jesh w, — +oo, to

0—) l’tl , 1_) /11 , Pk_)o, B_> 1’ TMTF=i+ /11 i
M+ M+ A Arin o A

Zawamy, ze $redni czas do wysgpienia awarii nie zaley od u;, a jednoczéie u;,, ma
istotny wptyw naPy, P;, Py, B. Wspotczynnik B rosnie do 1 nie dlategoze maleje
prawdopodobigstwo wysgpienia awarii w odcinku czasu (0,t), ale dlateg®czas usuwania
skutkbw awarii maleje do 0. Konsekwemcjtego jest wzrost prawdopodohstwa
wystapienia wicej niz jednej awarii w odcinku czasu (0,t).

i) przy ustalonychi,, A, 1y, jesh w, — 0, to

1 A 1
P, 0, P 0, P 1, B 0, T =— > —
S i

WspotczynnikB maleje do O nie dlategae rasnie prawdopodobiestwo wysapienia
awarii w odcinku czasu (0,t), ale dlatege czas usuwania skutkéw awariismge do
nieskaiczonaci. Konsekwengj tego jest,ze maleje do 0 prawdopodohstwa wyséipienia
wigce] niz 1 awarii w odcinku czasu (0,t) — stan ,k” stajee giranicznym stanem
pochtaniagcym. Mazna powiedzié, ze system staje gsystemem pracagym do pierwszego
uszkodzenia (nienaprawialnym).
. o Ak
j) przy ustalonychl,, i, jesli T to

k
* jesli0O<c<+oo,to
e

1 H1 U1 A

= , P, — =
%+c+1 A +u(l+c) ! %+c+1 A +ui(l+c)
1 1

Py —

M
¢ H1€ 1+ 1 A+

P, — = , B— =
“ %+c+1 A +u(1+c) %+c+1 A +u(1+c)
1 1

1 1 o
Tyrr > A_k, Tyrr = Z(l +,u_1)
e jeslic=0,to
251 M
) 1 i
M+ M+

PO—) ,Pk_)ol B_)l,
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1 1 A
Tyrr > A_k' Tyrr = A_k(l + 11_1)

e jeslic=+o,t0

1 1 A
Ph—0, P,—0, P,—1B—0, Tyrr >+, TMTF:_(1+_1>
- Ak - Ak. Hl . -
Zwréémy uwag, ze we wszystkich trzech przypadkach wariantu j) Ckas jest taki

sam i zaley tylko od A¢ (przy ustalonychd; i f4) jednak prawdopodohistwa B i Px w
kazdym przypadku & inne. Naley jednak przypomnig ze jest to czas poprawnej pracy
systemu do wyspienia katastrofy — nie jest wliczany czas usuwaskatkow katastrofy.
Nalezy réwniez zaznacz§, ze podobnie jak dla przypadku e) #liwe sa rozne warianty
zbiegania intensywrsgi.

2.3. Model IlI

i

Rys. 3.Graf procesu trzystanowego z jednym stanem krytyeew ukladzie szeregowym

Réwnania Kotmogorowa:
Pody = Pypy + Prlik
Py + Py = Pydy
Prit = PiAg

Rownanie dodatkowe:
PO + Pl + Pk = 1
Rozwigzujac rownania Kotmogorowa i wyznaczajB i Tyzr otrzymujemy:

_ M (A + 1)
0 MA + (A + A + p1q)
p. — A1k
! MAg + (A + A + pq)
Aq A
P, 14k

A+ ey + A + )

_ tie(Ag + A + 1)
MA + (A + A + p1q)
A+ A, + 1 1
TMTF:(l k #1):_+_+ H1
A Ay A A Ay

Zauwamy, ze:
a) przy ustalonycity, Ay, uy j€sli uy — +oo, to

1 1 1
P0—>1, P1_>O, Pk_)O,B_)]., TMTF>_+_>_J TMTF_)+OO
4 A
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Stan ,0” staje @ granicznym stanem pochtariaym, sredni czas do wyspienia
katastrofy dzy do nieskéaczondci — to oznaczaze i prawdopodobiestwo wystpienia
wiegcej niz 1 jednej katastrofy w odcinku czasu (0A¥yldo O.

b) przy ustalonycht,, A, u jesli u; — 0, to

Aklik A1l Ay
PO 4 ) P1 - ) Pk — )
Mg + (A1 + Ag) Mg + (A1 + Ag) Mg + (A + Ag)
B —

y Ture >—+=—>—, T —+—
IV PR A TS M N PR P P
Zwroémy uwag, ze jako struktug graniczm otrzymujemy model | w ktorej stan ,0” jest

.potaczonymi” stanami ,0” i ,1” modelu IIl a intensywidé A, z modelu | zagpiono sum

AT+ At = % odwrotndci intensywnéci z modelu 1ll. Jest to konsekweadiego, ze
1Tk

skoro czas przebywania w stanie ,1” jest rowny Odranicy), to ména rozpatrywa ten

system tak jak system bez stanu ,1” aleSmeinim czasem przgia ze stanu ,0” do stanu

katastroficznego (w modelu I) rownym sumrednich czasow przgjia ze stanu ,,0” do stanu

»,1" 1 ze stanu ,1” do stanu ,k” (w modelu IlI);
)
c) przy ustalonychi, u; jesli e to
1
* jesli0<c<+oo,to

Ak
ﬂk(1+u1 UrC
PO o Ak ) Pl — Ak
c(Ak + ux) + (1 +u_1 C(Ak‘l':uk)‘l_ﬂk(l‘l'u_l
2
e (1 +c) + 25
Pk - i v’ B — £ Fl
C(Ak+ﬂk)+llk(1+u_li) c(Ak + ux) + (1 +u_,i)
o> L. T 2 (140) 4
J— _ — —_ J—
MTF > 3 mMrE 7 )L

Je&ili ponadto:
-y, — 0 (wtedyt; — 0), to

Ph—1, P, —0, P,—0, B—1, Tyrr — +

- U; — +oo (wtedyA; — +o0), to

P, — 0,P Hie€ P A€
H ) H ) H )
0 ! e+ ) + i’ " c(Ak + i) + g
1+c 1 1
pi (1 +¢) , TMTF—>—<1+—>
c(Ag + uy) + Ak c

» jeslic=0,to

PO—)]., Pl_)O, Pk—>0, B_>1, TMTF> TMTF_)+OO

A_k’
e jeslic=+o,to
Ug Ak Uy
P, — 0, P , P , B
0 1_)/1k+ﬂk k_)/lk‘}'ﬂk _>/1k+ﬂk
1 1
TMTF>/1_kl TMTF_)Z-FZ
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Jeli dodatkowo 4; — +o0, to graniczna struktura me by — ze wzgtdu na
graniczne prawdopodolfistwa isredni czas do wyspienia katastrofy — traktowana
jak struktura z modelu I. Stan ,1” przejmujegditanu ,0”. Ché stan ,0” istnieje —
przez niego ,realizowane™asowroty ze stanu ,k” i powroty ze stanu ,1” — teas
przebywania w stanie ,0” (graniczny) jest rownyNatychmiast system przechodzi
do stanu ,1". Zwrémy uwag, ze intensywnéc¢ przegé¢ ze stanu ,.1” do stanu ,,0” jest
nieistotna — mge by stata lub zmienna, w szczegdnp dazy¢ do O lub do
nieskaczondci (w tym przypadku przy zachowaniu warunku ¢ =}

d) przy ustalonychl,, Ay, pq jesli p — +oo, to

A + Uy M
Pp———t P> — P, —0,B—1,
M+ A+ 1y M+ A+ g
1 1 Hq

Turr >+ Tyrr = —+—+
MTF Ak MTF Al Ak Alﬂ'k

Chat prawdopodobigstwo przebywania w stanie ,k” (graniczne) wynostd®katastrofy
wystepuja | to z talkh samy intensywndcia, w dodatku prawdopodohistwo wysgpienia
wiecej niz 1 katastrofy w odcinku (0,t) jest gkisze nk przy kazdym ustalonym skiczonym
U — bo czas usuwania skutkow katastrofy jest rowny 0

e) przy ustalonychit,, A;, uq jesli u, — 0, to

1 1 1
PO_)O' Pl_)O; Pk_)1; B_)O; TMTF>Z, TMTF:ﬂ,_l-}_A_k-}_AlAk

Prawdopodobigstwo przebywania w stanie katastroficznyazyddo 1, stan ,k” staje si
granicznym stanem pochtargaym, ale przyczys jest nie wzrost prawdopodoligwa
wystapienia awarii (prawdopodohistwo wysapienia wicej niz jednej awarii dzy do zera)
tylko rosmcy do nieskéczonagci czas usurcia skutkbw awarii. System ,przechodzi” w
system nienaprawialny;

f) przy ustalonychl,, u, jesli ’L—" —c, to
k

e jeslio<c<+woip, — 0,to

H1 A AiC
Py — , P, — , P, —
AM(c+1)+ A(c+1)+ Ai(c+ 1)+
Ay +
) > I T
G i L

Mamy tutaj sytuag, gdzie sredni czas do wyspienia awarii rénie do
nieskaiczonaci (prawdopodobigstwo wysapienia awarii maleje do zera) ale
jednoczénie czas usuwania skutkow awarigmee do nieskéaczonagci (w stosunku
1:cY). Sud i prawdopodobitstwo przebywania w stanie katastroficznym jest

dodatnie;
e jeSlio<c<+0il < A <+, to

Ak + g M
Py — , Pp— ’
Me+D)+ 4+ 1y Mlc+ 1)+ A+ 1y

A A+ 4+

Pk — ’ B — ’
M+ + A4+ 1y L+ + A+ 1y

1 1 M1

MTF = 3 MIE =00 " A Ay
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e jeslio<c<+wiA, — +oo,t0
1 1
PO—)]_, P1—>0, Pk—)O,B_)]., TMTF>A_' TMTF_)A_
k 1
W tym ukfadzie jéli tylko system znajdzie siw stanie ,1” natychmiast przechodzi
w stan ,k” a ze stanu ,k” natychmiast w stan ,0"okha powiedzié, ze system ,nie
zdazyt poby” w stanach ,1” i ,k". Jednak z intensywbda A; (w granicy)
przechodzi w stan , 1", wC i z tal intensywndcia przechodzi w stan katastroficzny.
Nie mazna wnioskowa, ze w systemie nie wygbuja katastrofy.
e jeslic=0i4;, —0,t0
A
M1 ' P, — 1 '
A+ A+

Py — P, —0, B—1,

Turr > 7, Turp — +
A
Mamy tutaj sytuag, gdzie sredni czas do wysgpienia awarii rénie do
nieskaiczonagci (prawdopodobigstwo wyshpienia awarii maleje do zera) a
jednoczénie o czasie usuwania skutkbw awarii wiemye jeli rosnie do
nieskaczondci to na tyle wolnoze ¢ = 0. Sid i prawdopodobigstwo przebywania w
stanie katastroficznymady do zera. W granicy stan ,k” mipa traktowa jak stan
nieosagalny (z prawdopodohistwem 1; przégie ze stanu ,1” do stanu K" ma
prawdopodobigstwo O ale nie jest zdarzeniem niettvdym) i system redukuje sido
modelu [;
e jeslic=0i10< A, <+, t0

A + 14 M
—_—, >
M+ A+ 1y M+ A+ 1y

Tore > o Torp = — 4+ —— 4 1
MTF /‘lk § MTF — /11 /‘lk /‘lllk

P, , P. >0, B—1,

By zalazone warunki byly spetniongedni czas usuwania awarii muszglc do zera
(U — +0). System ,dzy” do sytemu z zerowym czasem odnowy,adst
prawdopodobigstwo przebywania w stanie katastroficznymyddo zera;
* jedlic=0id; — +oo,t0
1

PO—)]_, P1—>0, Pk—>0, B_>1, TMTF>_’ TMTF_)_
Ak A

By zalazone warunki byly spetniongedni czas usuwania awarii muszglc do zera
(4 — +o0) duzo szybciej nk sredni czas przechodzenia ze stanu ,1” do stanu "k”.
Jeili tylko system znajdzie siw stanie ,1” natychmiast przechodzi w stan ,k"& z
stanu ,k” natychmiast w stan ,0”. Moa powiedzié, ze system ,nie zgkyt poby”
w stanach ,1” i ,k”. Jednak z intensywfma A, (w granicy) przechodzi w stan ,1”,
wiec i z tak intensywndcia przechodzi w stan katastroficzny. Nie ina
wnioskowd, ze w systemie nie wygbuja katastrofy;

e jedlic=4wil, —0,t0

PO—)O, P1—>0, Pk_)l,B_)O, TMTF> TMTF_)-I_OO

Z:
Mamy tutaj sytuae, gdziesredni czas przégia medzy stanem ,1” a stanem ,k”
rosnie do nieskaczondgci (prawdopodobigstwo wysapienia awarii maleje do zera)
a jednoczénie o czasie usuwania skutkbw awarii wiemye ranie do

nieskaczondci i to na tyle szybkoze ¢ = +o0. Std, j&li system znajdzie si

1306



w stanie ,k”, to z prawdopodohistwem 1 (w granicy) nie ni@ go OpHcCic.
W granicy system mma traktowd jako nienaprawialny;
o jedlic=40i0< A <+, 10
Ppp—0, P,—0, P,—1 B—0,
1 1 Hq
Tyrr > 1 Tyrr = Z"‘Z Fm
By zalazone warunki byty spetnionéredni czas usuwania awarii musizgic do
nieskaczondci (u, — 0). System ,dzy” do sytemu nienaprawialnego. Zwray
uwag;, ze uzyskany czas nale zasadniczo traktowa jako sredni czas do
wystapienia pierwszej katastrofy — neghych katastrof nie dalzie, bo system
(w granicy) nie opfci stanu ,k” (,katastrofa agta”);
o jedlic=+40iA, — 4o, t0
o jesli uyp, — 0,to

Pp—0, P,—0, P. =1, B—O0, Tyrr >—, Tyrr — —
Ak A

Ze stanu ,1” system ,natychmiast” przechodzi w stgdd (Sredni czas
oczekiwania na prz&ie do stanu ,k” dzy do 0) i juz w nim pozostajestedni
czas usunrcia skutkéw katastrofy gty do nieskaczondci). Std stan ,k” jest
granicznym stanem pochtargaym. Czaslyre nalezy w tym przypadku rozumée
jako czas do pierwszego pragp ze stanu ,0” do stanu ,k” (poprzez stan ,1”);
0 jesli 0 < py < +4oo,t0

Uk M Uk
P, — , P, —0, P, — , B— :
O T+t A A A+
T > T 1
— H —
MTF T’ MTF 1

Ze stanu ,1” system ,natychmiast” przechodzi w stghd (Sredni czas
oczekiwania na przgjie do stanu ,k” dzy do 0). System zachowujezdbak jakby
stanu ,1” nie bylo. Jest wt (w granicy) systemem z modelu | z
intensywndciami przejcia i powrotu do stanu ,k” odpowiednig i uy;
o jesli yp — +oo,t0

1

Py — 1, P, — 0, P — 0, B—1, Tyrr>—=—, Tyrr — —
Ak 2z

Ze stanu ,1” system ,natychmiast” przechodzi w stgdd (Sredni czas
oczekiwania na przgie do stanu ,k” dzy do 0) i ,natychmiast przechodzi w
stan ,0” @redni czas usuetia skutkéw katastrofy gty do zera). System
zachowuje s tak jakby stanu ,1” nie byto. Jest ¢ui (w granicy) systemem z
modelu | z intensywriziami prze§cia i powrotu do stanu ,k” odpowiednid, i
Ur = +oo, czyli systemu z zerowym czasem odnowy — katastvojstpuja z
intensywngacia A, .

PODSUMOWANIE

Badania symulacyjne, w sytuacji gdy #mm@ wyznaczy prawdopodobigstwa
przebywania w poszczegdlnych stanach (nie tylkonigeme) nie do kaéca maj sens,
szczegoOlnie w sytuacjach, gdy zaktadawsielkosci wartaci intensywngci przegé. Prawd,
jest,ze uzyskanie rozwian rownar Kotmogorowa dla systemow z zhuliczba standw mae
by¢ bardzo trudne, réwnieszczegotowa analiza ,zachowani@”ssystemu przy zmianach
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wartasci intensywnaci przepé — szczegolnie przy jednoczesnych zmianach dla stiizi
(wielu) przeg¢ maze by praktycznie niewykonalna (w modelach 1l i lll roiea nie
analizowalimy jednoczesnej zmiany wszystkich intensywanoprzegcé) chatby z tego
powodu, ze liczba kombinacji parametrow jednoézie zmienianych rnie lawinowo z
liczba dopuszczalnych przgj (jest rowna 2-1, gdzien liczba dopuszczalnych przéj. Ale
takie same problemy wygdia rowniez przy analizie symulacyjnej. Zwény uwag;, ze dla
prawdopodobigstw granicznych, przy ustalonych waxt@ach liczbowych intensywroi
przeg¢, mazemy uzyské doktadne rozwizanie uktadu rownaKotmogorowa numerycznie. |
to mniejszym nakladerorodkdéw niz za pomog modelu symulacyjnego — napisanie uktadu
réownai (a w zasadzie macierzy intensywaioprzefé¢) dla dowolnego systemu o siazonej
przestrzeni stanéw nie jest zbyt trudaviadomy dobor wart@i intensywnéci, wobec
dobrej znajoméxci struktury systemu (aby napésadwnania Kotmogorowa trzeba wszak
zidentyfikowa struktue systemu) pozwoli unikg€ watpliwych interpretacji uzyskanych
wynikéw liczbowych. Modele symulacyjne magens, gdy chcemy ustal{obliczy¢ a nie
zatazy¢) intensywndci niektorych przei¢ — w modelu analizujemy sytuacje ,konfliktowe”
obliczapc szukane intensywho (prawdopodobigstwa) przy znanych strumieniach
~-doptywu do sytuacji potencjalnie konfliktowych” Iéatego nie da si uzysk& stosujc
klasyczne programy do symulacji sieci masowej apstiizeba stworzy wtasne programy).
Zwréémy ponadto uwag ze sredni czas do wysgpienia katastrofyTyre nie maze by
mniejszy nk Ax. Natomiast jest sens twokzynodele symulacyjne — i bymaze jest to jedyna
droga — w przypadku systeméw niejednorodnych, aggsharnych, semi-markowowskich,
gdy obliczenie prawdopodoliistw jest praktycznie nienabwe.

PROPERTIES LIMIT OF MARKOV PROCESSES
AND SIMULATION

Abstract
This paper examines the properties of simple homames stationary ergodic Markov processes
with finite space of states to limit the intengifytransitions. Highlighted the pitfalls of integtation
obtained limit probabilities and simulation resuiEsuch systems.
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