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M O D E L  R U C H U  W Y R Z U T N I  O K R�T O W E J  
O P I S A N Y  P R Z E Z  T R A N S F O R M A C J E   

U K Ł A D Ó W  W S P Ó Ł R Z�D N Y C H  

STRESZCZENIE 
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WST�P 

Na pokładzie okr�tu zamontowana jest wyrzutnia składaj�ca si� z dwóch  

zasadniczych obiektów. Jeden z nich to platforma bezpo�rednio umieszczona na 

pokładzie okr�tu. Ruch podstawowy platformy jest �ci�le zwi�zany z ruchem pod-

stawowym okr�tu. Platforma mo�e obraca� si� wzgl�dem pokładu okr�tu zgodnie  

z k�tem azymutu vψ , który jest k�tem odchylenia platformy. Drugim obiektem jest 

prowadnica. Umieszczona na platformie tworzy z ni� obrotow� par� kinematyczn�

[2], w zwi�zku z czym prowadnica mo�e obraca� si� wzgl�dem platformy zgodnie  

z k�tem elewacji vϑ  (k�tem pochylenia prowadnicy). Te ruchy obrotowe wynikaj�  

z realizacji przez zestaw przeciwlotniczy procesu przechwytywania i �ledzenia celu. 
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Na wyrzutni zainstalowana jest kamera termowizyjna, której obraz przekazywany 

jest na pulpit operatora. Operator siedz�c w zabezpieczonej kajucie przed ekranem 

monitora, decyduje o ruchu realizowanym przez wyrzutni�. Po obróceniu platformy 

i prowadnicy do poło�enia, w którym nast�puje przechwycenie celu, wyrzutnia nie 

zmienia swojej konfiguracji lub przechodzi w tryb �ledzenia. W sformułowanym 

modelu ruch podstawowy wyrzutni został zredukowany do podstawowego ruchu 

okr�tu. Oznacza to, �e ruch podstawowy wyrzutni jest �ci�le zwi�zany z ruchem 

podstawowym okr�tu. Wyrzutnia jest obiektem, którego charakterystyka bezwładno-

�ci zale�y od poło�enia celu wzgl�dem zestawu przeciwlotniczego. Masa wyrzutni 

pozostaje stała, ale jej momenty bezwładno�ci i momenty dewiacyjne zmieniaj� si�. 

Od chwili przechwycenia celu charakterystyka bezwładno�ci wyrzutni pozostaje 

niezmienna lub uwarunkowana jest procesem �ledzenia. 

Wyrzutni� zamodelowano w postaci dwóch podstawowych mas i dwunastu 

elementów odkształcalnych [1], jak na rysunku 1. 

Rys. 1. Model fizyczny wyrzutni 

�ródło: opracowanie własne. 
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Wyrzutnia stanowi zło�enie dwóch ciał doskonale sztywnych, tzn. platformy

i prowadnicy. Układ ten charakteryzuj� nast�puj�ce parametry bezwładno�ci: masa m , 

momenty bezwładno�ci xI , yI  i zI  oraz momenty dewiacyjne xyI , yzI  i zxI . 

Charakterystyka bezwładno�ci wyrzutni zale�y od aktualnego poło�enia jej obiek-

tów składowych, czyli platformy i prowadnicy. Platforma jest ciałem doskonale 

sztywnym o masie plm  i głównych centralnych momentach bezwładno�ci 
pplI ξ ′ , 

pplI η′ , 
pplI ζ ′ . Posadowiona jest na pokładzie okr�tu za pomoc� dwunastu pasyw-

nych elementów spr��ysto-tłumi�cych o parametrach liniowych odpowiednio: 11k   

i 11c , 12k  i 12c , 13k  i 13c , 14k  i 14c ; 21k  i 21c , 22k  i 22c , 23k  i 23c , 24k  i 24c

oraz 31k  i 31c , 32k  i 32c , 33k  i 33c , 34k  i 34c . Prowadnica jest równie� ciałem 

doskonale sztywnym o masie prm  i głównych centralnych momentach bezwładno�ci 

pprI ξ , 
pprI η , 

pprI ζ . Na rysunkach 1. i 2. przedstawiona jest mi�dzy innymi cha-

rakterystyka geometryczna wyrzutni w zakresie niezb�dnym do przeprowadzenia 

analizy ruchu zestawu [3]. Na rysunku 2. pokazany jest rzut boczny lewy modelu 

wyrzutni. 

Rys. 2. Rzut boczny lewy modelu wyrzutni 

�ródło: opracowanie własne. 
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RUCH PODSTAWOWY WYRZUTNI 

Ruch podstawowy wyrzutni jest wynikiem ruchu podstawowego okr�tu. 

1 . U k ł a d  w s p ó ł r z � d n y c h  z w i � z a n y  z  z i e m i �

W przypadku rozpatrywanego zestawu przeciwlotniczego mo�na przyj��, �e 

układ zwi�zany z ziemi� jest układem Galileusza. 

zzzz zyx0  — to inercyjny, nieruchomy układ współrz�dnych zwi�zany z po-

wierzchni� wody. Osie zz x0  i zz z0  le�� w płaszczy�nie powierzchni wody, a o�

zz y0  jest skierowana do góry. 

2 . U k ł a d  w s p ó ł r z � d n y c h  z w i � z a n y  z  o k r � t e m  w  m i e j s c u  

p o s a d o w i e n i a  w y r z u t n i  

xyz0  — to układ współrz�dnych poruszaj�cy si� ruchem podstawowym wzgl�dem 

układu współrz�dnych zwi�zanego z ziemi� zzzz zyx0 . Spełniony pozostaje zaw-

sze warunek równoległo�ci odpowiadaj�cych sobie osi zz xx 0||0 , zz yy 0||0   

i zz zz 0||0 . W przyj�tym modelu zało�ono, �e ruch podstawowy okr�tu jest prosto-

liniowym ruchem jednostajnym odbywaj�cym si� wzdłu� osi zz x0 , zatem układy 

współrz�dnych xyz0  s� równie� układami Galileusza. Je�eli wyrzutnia porusza si�

bez zaburze� ruchu podstawowego, to w ka�dym momencie punkt 0  pokrywa si�

ze �rodkiem masy wyrzutni S . 

Poło�enie układu współrz�dnych xyz0  wzgl�dem układu współrz�dnych 

zzzz zyx0  okre�lone jest przez wektor R
�

, jak na rysunku 3. 

( )
zzz zyx R,R,RR

�
 (1) 

0

0

0

zz

zz

zz

zz

yy

xx

RR

RR

VtRR

=

=

+=

, 

gdzie:  

constRconstRconstR
zzz zyx === 000 ; 

V —  pr�dko�� okr�tu. 
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Rys. 3. Transformacja układu współrz�dnych xyz0  wzgl�dem układu współrz�dnych 

zzzz zyx0

�ródło: opracowanie własne. 

ZABURZENIA RUCHU PODSTAWOWEGO WYRZUTNI 

Liczba stopni swobody wynikaj�ca ze sformułowanej struktury modelu  

wyrzutni opisuj�cego zaburzenia ruchu podstawowego w przestrzeni wynosi sze��. 

Do wyznaczenia poło�e� wyrzutni o masie m , momentach bezwładno�ci 

xI , yI  i zI  oraz momentach dewiacyjnych xyI , yzI  i zxI  w dowolnej chwili  

przyj�to sze�� niezale�nych współrz�dnych uogólnionych [4]: 

1) x  — poziome przemieszczenie �rodka masy S  wyrzutni zgodnie z kierunkiem 

osi x0 ; 

2) y  — pionowe przemieszczenie �rodka masy S  wyrzutni zgodnie z kierunkiem 

osi y0 ; 

3) z  — poziome przemieszczenie �rodka masy S  wyrzutni zgodnie z kierunkiem 

osi z0 ; 

4) ψ  — k�t obrotu wyrzutni dookoła osi Sy ; 

5) ϑ  — k�t obrotu wyrzutni dookoła osi Sz ; 

6) ϕ  — k�t obrotu wyrzutni dookoła osi Sx . 
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Poło�enia wyrzutni o masie m , momentach bezwładno�ci xI , yI  i zI  oraz 

momentach dewiacyjnych xyI , yzI  i zxI  w dowolnej chwili wyznaczane s� w kar-

tezja�skich ortogonalnych prawoskr�tnych układach współrz�dnych. Układami od-

niesienia opisuj�cymi zaburzenia ruchu podstawowego w przestrzeni s� nast�puj�ce 

układy współrz�dnych (okre�laj�ce ruch drgaj�cy wyrzutni): 

Sxyz  — to układ współrz�dnych poruszaj�cy si� w ogólnym przypadku ruchem 

post�powym wzgl�dem układu współrz�dnych xyz0 . Pocz�tek układu współrz�d-

nych S  w ka�dym momencie pokrywa si� ze �rodkiem masy wyrzutni. Spełniony 

pozostaje zawsze warunek równoległo�ci odpowiadaj�cych sobie osi xSx 0|| , 

ySy 0||  i zSz 0|| . Pod wpływem zaburze� ruchu podstawowego �rodek masy wy-

rzutni S  przemieszcza si�, realizuj�c translacj� wzgl�dem osi x0 , y0  i z0 . 

ξηζS  — to układ współrz�dnych poruszaj�cy si� w ogólnym przypadku ruchem 

kulistym wzgl�dem układu współrz�dnych Sxyz . Osie ξS , ηS  i ζS  zwi�zane s�

sztywno z brył� platformy w ten sposób, �e s� jej głównymi centralnymi osiami 

bezwładno�ci. Pod wpływem zaburze� ruchu podstawowego wyrzutnia obraca si�

dookoła osi Sy  zgodnie ze zmian� k�ta odchylenia ψ , dookoła osi Sz  zgodnie ze 

zmian� k�ta pochylenia ϑ  oraz dookoła osi Sx  zgodnie ze zmian� k�ta przechyle-

nia ϕ . 

Je�eli wyrzutnia porusza si� bez zaburze� ruchu podstawowego, to układy 

współrz�dnych xyz0 , Sxyz  i ξηζS  w ka�dym momencie pokrywaj� si� ze sob�. 

Model wyrzutni jako przestrzenny układ drgaj�cy wykonuje wzgl�dem układu od-

niesienia xyz0  ruch zło�ony składaj�cy si� z ruchu translacyjnego �rodka masy S

zgodnie ze zmian� współrz�dnych x , y  i z  ruchu kulistego reprezentowanego 

przez obrót dookoła osi Sy  zgodnie ze zmian� k�ta odchylenia ψ , obrót dookoła 

osi Sz  zgodnie ze zmian� k�ta pochylenia ϑ  i ruchu obrotowego dookoła osi Sx

zgodnie ze zmian� k�ta przechylenia ϕ . 

Poło�enie układu współrz�dnych Sxyz  wzgl�dem układu współrz�dnych 

xyz0  okre�lone jest przez wektor r
�

: 
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( )zyx rrrr ,,
�

. (2) 

Rys. 4. Transformacja układu współrz�dnych Sxyz wzgl�dem układu współrz�dnych xyz0

�ródło: opracowanie własne. 

Poło�enie układu współrz�dnych ξηζS  wzgl�dem układu współrz�dnych 

Sxyz  okre�lone jest przez k�ty Bryanta ψ , ϑ , ϕ , jak na rysunku 5. Zastosowanie 

tych k�tów prowadzi do izometrycznej transformacji sekwencyjnej ψϑϕR , która jest 

zło�eniem trzech kolejnych obrotów ψ , ϑ , ϕ . Transformacja ψϑϕR  jako macierz 

przekształcenia ma posta� nast�puj�c�: 
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Rys. 5. Transformacja układu współrz�dnych ξηζS  wzgl�dem układu współrz�dnych Sxyz

�ródło: opracowanie własne. 

STEROWANY RUCH WYRZUTNI 

Liczba stopni swobody wynikaj�ca ze sformułowanej struktury modelu  

wyrzutni opisuj�cego ruch podstawowy realizuj�cy sterowanie w przestrzeni maj�ce 

na celu przechwycenie obiektu przeznaczonego do zestrzelenia rakiet� wynosi dwa. 

Do wyznaczenia poło�e� wyrzutni o masie m , momentach bezwładno�ci 

xI , yI  i zI  oraz momentach dewiacyjnych xyI , yzI  i zxI  w dowolnej chwili przy-

j�to jedn� niezale�n� współrz�dn� uogólnion�  

• vψ  — k�t obrotu wyrzutni dookoła osi Sy . 

Do wyznaczenia poło�e� prowadnicy o masie prm  i głównych centralnych 

momentach bezwładno�ci 
pprI ξ , 

pprI η , 
pprI ζ  w dowolnej chwili przyj�to jedn�

niezale�n� współrz�dn� uogólnion�

• vϑ  — k�t obrotu prowadnicy dookoła osi Sz . 

Układ elementów inercyjnych wyrzutni uzale�niony jest od poło�enia jej 

obiektów składowych w chwili przechwycenia celu. Do okre�lenia konfiguracji 
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wyrzutni w danej chwili niezb�dne jest okre�lenie poło�enia platformy i prowadnicy. 

Poło�enie bryły platformy o masie plm  i głównych centralnych momentach bez-

władno�ci 
pplI ξ ′ , 

pplI η′ , 
pplI ζ ′  oraz bryły prowadnicy o masie prm  i głównych 

centralnych momentach bezwładno�ci 
pprI ξ , 

pprI η , 
pprI ζ  wyznaczane jest w kar-

tezja�skich ortogonalnych prawoskr�tnych układach współrz�dnych. Układami od-

niesienia opisuj�cymi ruch podstawowy realizuj�cy sterowanie w przestrzeni s�

nast�puj�ce układy współrz�dnych: 

1. Układ współrz�dnych okre�laj�cy sterowany ruch podstawowy wyrzutni: 

pppS ζηξ  — to układ współrz�dnych poruszaj�cy si� w ogólnym przypadku ru-

chem kulistym wzgl�dem układu współrz�dnych ξηζS . Osie pSξ , pSη  i pSζ

zwi�zane s� sztywno z brył� prowadnicy w ten sposób, �e s� jej głównymi central-

nymi osiami bezwładno�ci. Pod wpływem ruchu podstawowego realizuj�cego ste-

rowanie w przestrzeni maj�ce na celu przechwycenie obiektu przeznaczonego do 

zestrzelenia rakiet� platforma wyrzutni obraca si� dookoła osi ηS  zgodnie ze zmia-

n� k�ta odchylenia vψ , jednocze�nie prowadnica wyrzutni obraca si� dookoła osi 

ζS  zgodnie ze zmian� k�ta pochylenia vϑ . 

Je�eli wyrzutnia nie wykonuje ruchu podstawowego realizuj�cego sterowa-

nie w przestrzeni maj�ce na celu przechwycenie obiektu przeznaczonego do zestrze-

lenia rakiet�, to układy współrz�dnych ξηζS  i pppS ζηξ w ka�dej chwili 

pokrywaj� si� ze sob�. Model wyrzutni jako przestrzenny układ realizuj�cy stero-

wany ruch podstawowy wykonuje wzgl�dem układu odniesienia ξηζS  dwa ruchy. 

Jeden ruch wykonuje platforma, a drugi prowadnica. Platforma realizuje ruch obro-

towy dookoła osi ηS  zgodnie ze zmian� k�ta odchylenia vψ . Wraz z platform�

ruch ten wykonuje równie� prowadnica umieszczona na platformie. Jednocze�nie 

prowadnica realizuje ruch obrotowy wzgl�dem platformy. Obrót odbywa si� dookoła 

osi ζS  zgodnie ze zmian� k�ta pochylenia vϑ . 
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2. Układ współrz�dnych okre�laj�cy sterowany ruch podstawowy platformy: 

pppS ζηξ ′′′  — to układ współrz�dnych obracaj�cy si� o k�t vψ  wzgl�dem układu 

współrz�dnych ξηζS . Osie pSξ ′ , pSη ′  i pSζ ′  zwi�zane s� sztywno z brył� plat-

formy w ten sposób, �e s� jej głównymi centralnymi osiami bezwładno�ci. Ze 

wzgl�du na poło�enie celu operator obraca platform� wzgl�dem pokładu okr�tu  

o k�t odchylenia vψ . 

3. Układ współrz�dnych okre�laj�cy sterowany ruch podstawowy prowadnicy: 

pppS ζηξ ′′′′′′  — to układ współrz�dnych obracaj�cy si� o k�t vϑ  wzgl�dem układu 

współrz�dnych ppppS ζηξ ′′′ . Osie pSξ ′′ , pSη ′′  i pSζ ′′  zwi�zane s� sztywno z brył�

prowadnicy w ten sposób, �e s� jej głównymi centralnymi osiami bezwładno�ci. Ze 

wzgl�du na poło�enie celu operator obraca prowadnic� wzgl�dem platformy o k�t 

pochylenia vϑ . 

Poło�enie układu współrz�dnych pppS ζηξ  wzgl�dem układu współrz�d-

nych ξηζS  okre�lone jest przez k�ty Bryanta vψ , vϑ , jak na rysunku 6. Zastoso-

wanie tych k�tów prowadzi do izometrycznej transformacji sekwencyjnej 
vv

R ϑψ , 

która jest zło�eniem dwóch kolejnych obrotów vψ , vϑ . Transformacja 
vv

R ϑψ  jako 

macierz przekształcenia ma posta� nast�puj�c�: 

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

−

−

=

vv

vvvvv

vvvvv

vv
R

ψψ

ϑψϑϑψ

ϑψϑϑψ

ϑψ

cos0sin

sinsincossincos

cossinsincoscos

. (4) 
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Rys. 6. Transformacja układu współrz�dnych pppS ζηξ wzgl�dem  

układu współrz�dnych ξηζS

�ródło: opracowanie własne. 

PODSUMOWANIE 

W artykule zaprezentowana jest metoda interpretacji mo�liwych ruchów  

wyrzutni rakietowej umieszczonej na pokładzie okr�tu. Przedstawione zagadnienia 

nie wyczerpuj� tematu szczegółowego opracowania modelu ruchu wyrzutni, s� je-

dynie prób� uogólnienia metody post�powania przy rozpatrywaniu mo�liwych 

przemieszcze�. Zdefiniowanie układów współrz�dnych pozwala na �cisły opis anali-

tyczny procesów dynamicznych zachodz�cych podczas działania wyrzutni [5].
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