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Streszczenie:   Analizuje się współzależność przepływów cieczy 
w pierwszym i w drugim etapie wysychania, tzn. kiedy prędkość 
suszenia jest stała i malejąca. Wykorzystując symetrię równań 
uzyskuje się ograniczenia na przepływy cieczy w przypowierzch-
niowych warstwach materiału porowatego. 

fizyka budowli, twierdzenie o wzajemności. 

1. WPROWADZENIE 

Przepływy przypowierzchniowe mają swoją specyfikę bę-
dącą następstwem różnych oddziaływań w częściach po-
wierzchniowych i objętościowych układu. W szczególności 
duże różnice przypowierzchniowych stężeń masy mogą być 
opisane przez uśrednione równania przepływów, które oka-
zują się prostymi równaniami zwyczajnymi. Takie ujęcie 
jest szczególnie przydatne przy szacowaniu współczynni-
ków określających kinetykę wysychania oraz przemian 
fazowych zachodzących w zasolonych warstwach przypo-
wierzchniowych. W artykule podjęto próbę oszacowania 
współczynników transportu wilgoci w trakcie suszenia w 
zależności od stopnia zasolenia oraz przedziału przejścio-
wego pomiędzy pierwszym i drugim etapem suszenia z 
wykorzystaniem twierdzenia o wzajemności. 

2. RÓWNANIA PRZEPŁYWÓW 

Bilans wilgoci przy podziale układu na jednorodne warstwy 
(rys. 1) w trakcie suszenia w wyróżnionej warstwie ξ  
przyjmuje postać [1, 2] 
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w którym kolejno ρ , wc )(ξ , wJ )(ξ , wR )(ξ  to gęstość mieszani-
ny, koncentracja, strumień oraz źródło masy wilgoci w 
warstwie ξ . 

 
Rys. 1. Model materiału. 
Fig. 1. The model of the material. 

Całkując równanie 1 po objętości wyróżnionej warstwy  
)(ξV , uwzględniając przy tym twierdzenie Ostrogradskiego-

Gaussa o zamianie całki powierzchniowej na objętościową, 
otrzymano 

+wJ )(ξ  −wJ )(ξ  

wR )(ξ  

wc )(ξ  

n  

x
mKK 111 +− ξξξ

0)( =+w
mJ

+
−

wJ )1(ξ  

)(ξ∆  )1( −∆ ξ  )1(∆  

−w
mJ )(  +wJ )1(

)(m∆  )1( +∆ ξ  

+
+

wJ )1(ξ  

symetria 
procesu 

wysychania



Kubik J., Kucharczyk A., Symetria równań przepływu cieczy w trakcie wysychania 

64 

 ∫∫∫ =
∂

∂
+

∂

∂

)()()(

)()()(
)(

)(
)(

ξξξ

ξξξ
ξ

ξ
ξ ρρ

V

w

A

w

V

w

VdRAdn
x

J
Vd

t
c

. (2) 

Wprowadzając granice całkowania 
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oraz uwzględniając twierdzenie o wartości średniej, bilans 
masy przyjmuje postać 
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gdzie wc )(ξ , wR )(ξ to średnie wartości koncentracji i źródła 
masy wilgoci w warstwie ξ . 

 
Rys. 2. Rozkłady wilgoci w przestrzeni i w czasie. 
Fig. 2. Rozkłady wilgoci w przestrzeni i w czasie. 

Całkowite zmiany koncentracji w analizowanym układzie 
uzyskano, sumując powyższe równanie dla wszystkich 
warstw (porównaj rys. 1) 
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Na styku każdej z warstw spełniony jest warunek równości 
strumieni 
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oraz dla przepływów symetrycznych w osi symetrii układu 
zachodzi  

 0)( =+w
mJ . (7) 

Uwzględniając powyższe zależności, uzyskano bilans masy 
dla układu warstwowego 
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Po uśrednieniach ogólne równanie wysychania przypo-
wierzchniowego przyjmuje postać 
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Na podstawie rów. 10 uzyskano bilans masy w pierwszym 
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i w drugim etapie suszenia 
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W przypadku symetrycznego układu dwuwarstwowego    
( 2,1=ξ ) przy liniowych rozkładach wilgoci w warstwie 
powierzchniowej (rys. 2) i braku gradientów zawartości 
wilgoci w warstwie środkowej, co przy spadających wsku-
tek wysychania ich wartościach oznacza, że przepływy w 
tej części muru muszą być dużo szybsze, w wyniku czego 
gradienty są pomijalnie małe równania fizyczne na stru-
mienie masy przyjmują postać (por. rys. 2) 
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3. TWIERDZENIE O WZAJEMNOŚCI 

Rozważa się parę przepływów występujących łącznie w 
otoczeniu czasu It  rozdzielającego pierwszy i drugi etap 
suszenia. Odpowiednio stężenie, źródło i strumienie masy 
w obu etapach suszenia oznaczono symbolami ( )tc wI , 

( )tR wI , wIc0 , ( ) ( )tJ wI −
1 , ( )tc wII , ( )tR wII , wIIc0 , ( ) ( )tJ wII −

1 . 

Przemnażając splotowo równanie (13) przez ( )tc wII  otrzy-
mano 
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i analogicznie przemnażając (14) przez  ( )tcwI  uzyskano 
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tδ  − zakres etapu przejściowego między pierwszym i dru-
gim etapem suszenia. 
 
Przy założeniu  
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i elementarnych przekształceniach uzyskano końcową po-
stać tożsamości 
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Jeżeli w otoczeniu czasu It  rozdzielającego pierwszy i 
drugi etap suszenia pominąć wpływ warunków początko-
wych oraz źródeł to zachodzi 
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Po podstawieniu wyrażeń na strumienie masy (rów. 15, 16), 
tj. 
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wyrażenie na współczynnik kinetyczny w drugim etapie 
suszenia przyjmuje postać 
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4. WSPÓŁCZYNNIK TRANSPORTU 

W celu określenia współczynników transportu wilgoci w 
trakcie suszenia wyznaczono funkcje suszenia dla próbek z 
cegły ceramicznej z badań eksperymentalnych dla wodnych 
roztworów soli o różnym zasoleniu. Próbki były moczone 
w czystej wodzie, w roztworach 0.1%, 0.3% oraz 
0.8%NaCl aż do osiągnięcia stałej masy w stałej temperatu-
rze otoczenia 20°C i wilgotności względnej równej 70%. 
Następnie na podstawie ubytków masy próbek wyznaczono 
koncentracje roztworów soli i zarazem koncentracje wilgo-
ci w funkcji zasolenia (rys. 2).  

 
Rys. 2. Kinetyka suszenia cegły ceramicznej. 
Fig. 2. Drying kinetics of ceramic brick.  
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Wyniki pomiarów wraz z rezultatami uzyskanymi w punk-
cie 2 i 3 pozwoliły uzyskać poszukiwane parametry mode-
lu, które umieszczono w tab. 1. 

Tabela 1. Współczynniki transportu. 
Tabel 1. The transport coefficients. 

 

Roztwór  

Czas końca 
pierwszego eta-

pu suszenia 
  

It  [h] 

Współczynnik 
transportu w 

pierwszym eta-
pie suszenia 

( )
wIk 1  [kg/(m·h)] 

0% NaCl 19.11 3.954 
1% NaCl 16.20 2.579 

3% NaCl 14.10 2.041 
8% NaCl 10.53 1.726 

 
Podstawiając te parametry do zależności 23, tj.: 
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uzyskano rozkłady współczynnika transportu w drugim 
etapie suszenia ( )

wIIk 1  w funkcji zakresu etapu przejściowego 
tδ  co zobrazowano na rys. 3. Pozwoliło to na wyznaczenie 

zakresu etapu przejściowego tδ , w zależności od zasole-
nia, zgodnie z poniższym kryterium 
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Rys. 3. Współczynnik transport ( ) ( )tk wII δ1 . 

Fig. 3. The transport coefficients ( ) ( )tk wII δ1 . 

5. PODSUMOWANIE 

Z porównania obu metod wynika duża zgodność wartości 
współczynnika transportu przy wyliczeniu z twierdzeniu o 
wzajemności oraz z wymogu, aby na granicy różnych form 
transportu wilgoci zachodziła równość strumieni. Wynika 
stąd, iż uśrednianie uzyskamy z twierdzenia o wzajemności 
prowadzi do wiarygodnego oszacowania współczynnika 
transportu oraz zakresu etapu przejściowego pomiędzy stałą 
i malejącą prędkością suszenia. 

SYMMETRY OF FLOW EQUATIONS FLUID DURING 
DRYING 

The relationship of the liquid flow in the first and second stages of 
drying, i.e. when the speed of drying is constant and decreasing 
was analyzed. Using the symmetry of the flow equations it was 
obtained a restriction for the flow of moisture in the layers of po-
rous material. 
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