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ZASTOSOWANIE METODY ESDIRK
(KENNEDY-CARPENTER) DO BADANIA
STANOW NIEUSTALONYCH W LINII DLUGIEJ

W pracy przedstawiono algorytm rozwigzania rownan telegrafistow dla linii dtugiej
niejednorodnej z automatycznym doborem kroku catkowania. Algorytm ten jest
potaczeniem metody réznic skonczonych z pétjawng metoda ESDIRK (Kennedy, C.A. -
Carpenter, M.H.) zastosowang do rozwigzywania bardzo rzadkiego uktadu réwnan linii
dhugiej, polegajacej na ograniczeniu si¢ tylko do niezerowych elementéw macierzy
Jacobiego w procesie iteracyjnym catkowania. Takie podejsScie skutecznie skraca czas
catkowania. Opisano konstrukcje programu w $rodowisku C# umozliwiajacego
rozwigzanie wielkich i rzadkich uktadéw réownan rézniczkowych dla potjawnej metody
ESDIRK. Skonstruowana bibliotecka posiada mozliwos¢ zadawania ukladow
nieliniowych rownan rozniczkowych rzadkich nie tylko w postaci funkcji wektorowej
zmiennej wektorowej lecz réowniez Jacobianu funkcji w postaci pelnej macierzy lub
tylko jej niezerowych elementéw. Zamieszczono przyklad ilustrujagcy mozliwosci
programu.

SEOWA KLUCZOWE: linia dluga, rownania rézniczkowe, metody potjawne ESDIRK
1. WPROWADZENIE

Numeryczne rozwigzywanie roéwnan rézniczkowych linii  dlugiej
niejednorodnej jest znanym problemem w literaturze [9]. Rozwiazania bazujg na
metodzie rozni¢ skonczonych ze wzgledu na zmienng przestrzenng y co pozwala
na sprowadzenie badania zmienno$ci w czasie fali napicciowe]j u(y,t) oraz
pradowej i(y,#) do problemu rozwigzywania wielkiego rzadkiego uktadu rownan
rozniczkowych  zwyczajnych.  Niejednorodno$¢  linii  wymaga  przy
rozwigzywaniu tych rownan automatycznego doboru kroku catkowania. Do
rozwigzania rownan rozniczkowych linii niejednorodnej mozna zastosowaé
metody jawne typu ERK (Explicit-Runge-Kutty) z automatycznym doborem
kroku catkowania wg. algorytmow par wlozonych Fehlberga Iub Dormanda —
Prince’a. Metody te maja ograniczony obszar stabilnosci nie mniej w wielu
stanach obcigzenia linii dtugiej nie wykazujg utraty stabilnosci rozwiazan ([9]).

* Politechnika Opolska.
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W niniejszym opracowaniu pokazane bedzie, ze mozliwe jest zastosowanie
metody potjawnej typu ESDIRK( Explicit, Singly Diagonal Implicit Runge-
Kutta) [2, 3, 5] dla dowolnych stanow obcigzenia linii dlugiej przy
poréwnywalnych kosztach obliczen numerycznych jak w metodach jawnych
typu ERK.

2. METODA POLJAWNA WLOZONA TYPU ESDIRK

W ostatnich latach pojawily si¢ liczne publikacje ([1 - 5]) dotyczace nowej
podklasy ESDIRK (Explicit, Singly Diagonal Implicit Runge-Kutta) klasy metod
SDIRK, w ktorej pierwszy etap jest jawny tj. a;; = 0 dla ¢; = 0. Tablica
Butchera tej metody m-etapowej wraz z metoda wtozong ma postac:

Tabela 1. Metoda ESDIRK m- etapowa

0 0 0 0 e 0 0
c, a, A 0 e 0 0
c; | ay as, A e 0 0
Cot | Gmrs Qg2 Gz 0 A 0
1 b, b, b, - b, 4
w b, b, b, - b, 4
w | b b, b; - b, b

Metoda potjawna ESDIRK m-etapowa ma og6lnie postac

Xi+1=Xi+z ijf) ()
j=1
w ktorej wspolczynniki b, stanowia przedostatni wiersz macierzy Butchera,
natomiast wektory Kj(” spetniajg nastepujace uktady rownan nieliniowych:

K =h¥[X, 1]

Jj—1
K =nFIX,+) a,;K{" + K 1, +¢c;h ], dla j=2..m (2)
I=1
W metodzie tej mozna estymowac blad catkowania co jest istotne w doborze kroku
calkowania zgodnie z ideg metod wlozonych.

E'(t, +h;h)=25: (b, b} )K" (3)

J=1
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gdzie bj* sg elementami ostatniego wiersza macierzy Butchera (Tabela 1).

W metodach péfjawnych ESDIRK realizuje si¢ obliczenia kolejno m-1
uktadow rownan nieliniowych (2) o N niewiadomych. Majac na uwadze
zastosowanie algorytmu Newtona do rozwigzywania roéwnan nieliniowych
zapisuje si¢ rownania (2) ze wzgledu na niewiadomy wektor Kj(i) W postaci
ogoblnej

HKY )=k - ¥/ x+KY g=0,da j=2..m @

gdzie podstawa obliczenia ma postaé
j—1
X=X, +) a,K{"; t=t+ch (4a)
I=1
W k-tej iteracji Newtona rozwigzywanie ukladu réwnan nieliniowych (4)
zachodzi potrzeba rozwigzywania liniowego uktadu rownan w postaci

(H) e VK) ) ne (k) _ (i)(k)
I Y )ak 7 = k™) (5)

i) (k+1 i) (k, i) (k,
Kg)(+)=K?)()_dK?)()) (6)

, J=1 , ,
T KOP )= 1-mad®) X+ Y auk” + 0K 1+ c
i=1
gdzie J®(X,1) jest macierza Jacobiego prawej strony rownania (1).
W pierwszym kroku tego procesu za warunek poczatkowy Kjﬁ) @ przyjmuje
si¢ rozwigzanie z poprzedniego kroku catkowania, co ze wzglgdu na bliskos¢
rozwigzania wymaga wykonania tylko dwoch krokow iteracji azeby osiggnac
doktadno$¢ rozwigzania odpowiadajacg zadanej doktadnosci catkowania. W
pierwszym kroku calkowania warunek poczatkowy iteracji Newtona
przyjmuje si¢ z warunku poczatkowego zagadnienia K" = K,”.
Rozwigzywanie w procesie iteracyjnym Newtona uktadu réwnan liniowych
spowalnia niewatpliwie proces calkowania w metodach ESDIRK. Dzigje si¢ tak
tym bardziej im wigkszy jest uktad rownan rézniczkowych. W praktyce
modelowania dynamiki r6znych ukltadow zauwaza sie, ze im wiekszy uktad
rownan rozniczkowych tym rzadsza jest macierz Jacobiego J™(X7) prawej
strony rownania (1) tj. funkcji F(X,?). Dlatego tez do rozwigzywania uktadu
rownan liniowych (5) w procesie iteracyjnym Newtona nalezy zastosowac
metode rozktadu LU dla macierzy rzadkich bazujaca tylko na niezerowych
elementach macierzy Jacobiego co znacznie skraca czas procesu catkowania.
Jest to mozliwe, gdy uktad rownan rozniczkowych zwyczajnych jest zadany
nie tylko w postaci funkcji wektorowej F(X,?) lecz rowniez w postaci funkcji
OF(X,t)
oX

jhi (7)

macierzowej JF )( X,t)= wyznaczajacej tylko niezerowe jej

elementy.
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W publikacji [5] (Kennedy, C.A. and Carpenter, M.H.) podano tablice
Butchera dla metod ESDIRK rzedu 3, 41 5.

Tabela 2. Metoda ESDIRK 6-ctapowa 4-rzgdu oraz metoda wtozona 3-rzedu
(Kennedy, C.A. - Carpenter, M.H.)

0 0
1 1 1
2 4 4
83 8611 -1743 1
250 62500 31250 n
31 5012029 —654441 174375 1
50 34652500 2922500 388108 4
17 15267082809 —71443401 730878875 2285395 1
20 155376265600 120774400 9021847668 8070912 4
1 82889 0 15625 69875 2260 1
524892 83664 102672 8211 4
w 82889 0 15625 69875 2260 1
524892 83664 102672 8211 4
w* 4586570599 0 178811875 814220225 3700637 61727
29645900160 945068544 102672 11593932 225920

Biorac pod uwage funkcje stabilno$ci

Ry@)=1+wl z(1-z4)"Te (8)

oraz wykonujac obliczenia komputerowe, przedstawiono obszary stabilnosci
metody na rys. 1.

Metoda rzedu 4
IRu(2) <1

Metoda wiozona
rzedu 3 N

[Rs(z)] <1 E

dhkmoNn&o e
T A

|

|Rs(z)] > 1

P [ A S AR Sl s e B
0 2 4 € 2 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

Re(z)

Rys. 1. Obszar stabilnosci metody ESDIRK 6-etapowej 4-rzedu z metoda wtozong 3-rzedu
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Wykazuje sig, ze metoda Kennedy’ego 4-rzedu jest A-stabilna tj. |Ry(z)| < 1
dla Re(z) < 0. Ponadto wykazuje si¢ ze jest ona réwniez L-stabilna czyli
dodatkowo spetnia warunek |R,(z)| < — 0 dla |z| — oo.

Metoda wlozona rzedu 3 jest A-stabilna tj. |[R;(z)| < 1 dla Re(z) <
doktadniej |R3(o0)| = 0,144 co gwarantuje wigksza stabilnos¢ procesu estymacji
btedu calkowania niz metody jawne.

3. PRZYKLAD SYMULACJI

W programie, ktérego interfejs podano na rys. 2, mozliwy jest wybor linii
dlugiej (ptaskiej lub koncentrycznej), rodzaju obcigzenia i zasilania (napigciowe
lub pragdowe) oraz metody rozwigzywania rzadkich ukladow réwnan
rozniczkowych z opcja zadania macierzy Jacobiego, rzadkiej lub pelne;.
Rozklady fal napigcia u(y,t) 1 pradu i(y,f) w linii sg opisane réwnaniami
roézniczkowymi czgstkowymi

_aua(yxt) R(y) (y,t)+L(y) l(y}t) (9)
Y
_diy) =GHu (y,z)+c(y)6u(y,t) "

oy
gdzie: R(y) - rezystancja jednostkowa, G(y) - konduktancja jednostkowa,
L(y) - indukcyjnosc¢ jednostkowa, C(y) - pojemnos¢ jednostkowa linii.

8.0
2.0
przewodéw [mml 100

Wybr obciazenia linii

Obciazenie rezystancyine  ~

llosé punkiw podziatu linii (500 2]  lloS¢ okreséw impulsu |10

~  llosé iteracii 23

ym puriecic linii

Rys. 2. Interfejs projektu do badania stanow dynamicznych linii dlugiej o réznych obciazeniach

W réwnaniach (9) i (10) pochodne czastkowe ze wzgledu na zmienng y
przybliza si¢ za pomocg réznic skonczonych. W tym celu lini¢ o dtugosci d
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dzieli si¢c na M elementow dla wezlow podzialu y, = kAy, Ay = d/M,
k=012,...M.
Stosujac iloraz roznicowy lewostronny i prawostronny otrzymuje si¢:

ou(y,t

i )= 0+ v 00| (1)
ou(y,t

v 9 =utvi.) - 4y LY (12)

Réznica rownan (11) i (12) daje przyblizenie pochodnej czastkowej fali
napigciowej w postaci ilorazu roznicowego centralnego:

514(%0‘ LUk 1) —u(yE—g.Y) 13
y=y; = (13)
ot k 2Ay
Analogiczne przyblizenie otrzymuje si¢ dla pochodnej fali pradowe;:
61’(%0‘ L0k 1) —i(Vk-1.Y) 14
y=y; = (14)
ot 2Ay

Niech uy(?) oznacza napigcie u(y,t) W wezle yi, natomiast iy(?) prad i(y,t) w
wezle i

up() =uy,t K@) =i(vg.1 (15)

W ten sposob zdefiniowano zmienne stanu napicciowe i pradowe dla

kazdego wezta podziatu linii. Problem rozwigzania rownan telegrafistow (8) i

(9), po podstawieniu (13) i (14) oraz wprowadzeniu oznaczenia (15), przybliza

si¢ nastepujgcym uktadem réwnan rézniczkowych zwyczajnych [9]:

dup(®) __GOk),, el =i_1(1

i (16)
dt Cly) COk)Vk+1=Yk—1)
dixg() __ ROk ), - U 1(8) —up—1 (1) 17)
dt L) Ly )Ok+1 = Vi-1)

gdzie: k= 2,3,...M-1.

Warunek brzegowy u(0,¢) lub i(0,#) (na poczatku linii - dla y = 0) dla uktadu
rownan rozniczkowych czgstkowych jest cztonem wymuszajagcym dla uktadu
réwnan rézniczkowych zwyczajnych (16) 1 (17):

g =10, uo(t) =u(0,1), (18)

Jesli wielko$cig wymuszajaca na wejsciu linii jest napigcie uy(?), to
wielkoScig poszukiwang jest prad wejsciowy linii iy(z). Warunki poczatkowe
i(y,0) oraz u(y,0) (dla chwili ¢ = 0) okres$lone dla uktadu réwnan rézniczkowych
czastkowych linii (zgodnie z oznaczeniami (15)) sg warunkami poczatkowymi

ik (0)=i(yg,0),  up(0)=u(yg,0) (19)
dla uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych (16) 1 (17).

Przy wymuszeniu napigciowym uy(?) oraz obcigzeniu rezystancyjnym linii

R,». wektor stanu linii przyjmuje postac:
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X() = [ip0.iy 0010).i2(0u3 (D3 (0)....

. . T
i -2 upg—2(0ipg— 1) upg—1(D)upg ()]
W rownaniu na pochodna pradu wejsciowego linii uzywa si¢ prawego ilorazu
roéznicowego (patrz wzor (11)):
digl) __R() ) _u10=tg()
dt L(vp) Lyo)i=yo)
Réwnanie na pochodna pradu w wezle numer 1 okresla rownanie typu (17)
dij(t R ) us(t)—up(t
1M _ (y])l](t)_ 2()—up(t) 22)
dt Liy;) Ly1)v2-y0)
Réwnanie na pochodna napigcia w wezle numer 1 opisuje rownanie typu (16)
z ilorazem réznicowym typu (14)
duj(t G iH(t)—ip(t
1M _ (yz)u](t)_ 20)—ip(?) 23)
dt Coy) Chi)v2-yo)

Roéwnania rézniczkowe typu (16) 1 (17) oraz (21)-(23) wraz z dwoma
roOwnaniami opisujacymi wspoétzaleznos¢ napigcia wuy () i pradu iy(?) na koncu
linii stanowia pelny uklad rownan rézniczkowych. Na podstawie prawa Ohma
dla ostatniego wezta linii zachodzi upm(?) = R,pim(t). ROwWnanie na pochodng
pradu w przedostatnim wezle linii:

(20)

21

dipg1(8) _ R()’M—])iM_ 4 _Robelig (V) =pr-2(Y (24)
dt Lyyp-1) Lpy-1)0m =ym-2)
oraz na pochodng pradu na koncu linii:
dipyg () __ Rom ), - Robeipg () —upr-1(0) (25)
dt Liypr ) Ly )M —Ym-1)

Zgodnie z oznaczeniem wektora stanu (20) otrzymuje si¢ postaé normalng
uktadu rownan rozniczkowych zwyczajnych

B0 Frxwy 26)
W przyktadzie symulacyjnym wybrano lini¢ ptaskg o dlugosci d = 10 [m/,
parametrach L = 2,12 [uH/m], C = 5,24 [pF/m], R =0,03 [m{¥Ym], G = 0 oraz
wymuszeniu napigciowym w postaci impulsu o amplitudzie 1 [V] i czasie
trwania Ty = 20 [nsek] przy zmiennym obcigzeniu rezystancyjnym R,p. = I + 50
[k€]. Linig t¢ podzielono na M = 500 elementow, otrzymujac N = 1000 rownan
rozniczkowych rzadkich. Czas catkowania ograniczono do 10 okresow trwania
impulsu #,,, = 10T,. Obliczenia zrealizowano dla dwdéch metod catkowania t;.
metody ESDIRK Kennedy - Carpenter 4 i 3 rzedu 6-etapowej przy zatozonym
bledzie wzglednym i absolutnym 7.0e™.
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Wyniki tej symulacji pokazuja, ze ze wzrostem rezystancji obcigzenia
problem rozwigzywania réwnan rozniczkowych staje si¢ coraz to bardziej
Sztywny.

Tabela 2. Porownanie ilosci iteracji oraz czasow obliczen dla metody jawnej ERK DP
i poljawnej ESDIRK KC

Rope Dormand — Prince Kennedy — Carpenter
[kQ] ]viteracii Tmax [Sé‘k] ]viteracii Tmax [Sé‘k]
1 905 3,0 209 10,9
2 1994 6,4 240 10,9

5 5150 16,1 254 8,7
10 10368 33,6 258 8,6
20 20818 52,8 258 8,9
50 52230 115.9 261 8,9

Metoda poljawna ESDIRK Kennedy — Carpenter 4 i 3 rzgdu 6-etapowa
realizuje catkowanie z takg samg iloscig iteracji okoto 250 z takim samym
czasem catkowania wynoszgcym okoto 9 sek.

Metoda jawna Dormanda — Prince’a 5 1 6 rzgdu 12 etapowa, aby zachowac
narzucona dokladno$¢ 1e® obliczen, gwaltownie zwieksza ilo§¢ krokow
catkowania co sygnalizuje utratg stabilnoSci rozwigzania.

4. PODSUMOWANIE

Metody niejawne IRK sa implementowane dla wysokich rzedow jednak koszt
obliczen gwaltownie rosnie co skutecznie ogranicza zastosowania. W metodach
péhjawnych (DIRK, SDIRK, ESDIRK) koszt obliczen jest znacznie mniejszy jednak
dla duzego uktadu réownan rozniczkowych napotykamy rowniez na barierg czasu
obliczen. Jak pokazano na przyktadzie zastosowania metody ESDIRK (Kennedy-
Carpenter) do rozwigzywania bardzo rzadkiego ukladu roéwnan linii dhugiej
ograniczenie si¢ tylko do niezerowych elementéw macierzy Jacobiego w procesie
iteracyjnym catkowania skutecznie skraca czas catkowania. Jest to mozliwe jezeli w
procesie tym zastosujemy metode rozktadu LU z minimalng iloScig dodatkowych
niezerowych elementow jakie powstang w procesie rozkladu.
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IMPLEMENTATION OF ESDIRK (KENNEDY-CARPENTER) METHOD

FOR THE PURPOSE OF TRANSIENT STATES IN LONG LINE
INVESTIGATION

In this work an algorithm for solution of telegraph equations for a heterogeneous

long line with an automatic selection of an integration step was presented. The proposed
algorithm is a combination of a finite difference method with a half-explicit ESDIRK
(Kennedy, C.A. - Carpenter, M.H.) method applied for the purpose of solving a very rare
long line equations. The implementation of the proposed method relied on limitation to
only non-zero elements of the Jacobi matrix in an iterative process of integration. Such
approach successfully shortens the integration time. Also the construction of the
application in C# was described, which enables to solve huge, rare differential equations
for a half-explicit ESDIRK method. Also the developed library enables to set rare non-
linear differential equations not only in form of vector variable function but also as a
Jacobian function in form of a full matrix or its non-zero elements. Also an example,
which illustrates the potential of the application was included.



