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Rozklad na ulamki proste

Streszczenie. Waznym elementem rozwigzywania catek z funkcji wymiernych jest rozktad wy-
razenia wymiernego na utamki proste. Do§wiadczenie dydaktyczne Autoréw podpowiada, ze stu-
denci czesto niepotrzebnie komplikuja sobie to zadanie poprzez tworzenie nadmiernie skomplikowa-
nego uktadu rownan. Autorow w tym przekonaniu utwierdza rowniez przeglad obecnej literatury
objasniajacej te metode catkowania, jak réwniez zapoznanie sie z najpopularniejszymi materiatami
e-learningowymi dostepnymi w polskim internecie. Niniejszy artykul ma na celu przyblizenie me-
tody, ktoéra czesto w znaczny sposob utatwia dokonanie rozkladu wyrazenia wymiernego na utamki
proste.

1. Wstep teoretyczny

Na wstepie rozpoczniemy od zdefiniowania funkcji wymiernej oraz utamkéw prostych pierwszego i dru-
giego rodzaju.

Definicja 1 (Funkcja wymierna). Niech N oznacza zbior liczb catkowitych nieujemnych, a R zbior
liczb rzeczywistych. Niech

9(x) = apa™ + an_12" .+ arz+ ag
oraz
h([]j) = bmﬂfm + bm,1$7rl_1 4.+ bll‘ + bO

bedqg wielomianami o wspotczynnikach rzeczywistych, odpowiednio stopnia n oraz m, gdzie n,m € N oraz

h(zx) # 0. Wowczas funkcje f dang wzorem f(x) = % nazywaé bedziemy funkcjg wymierng.

Definicja 2 (Ulamki proste). Utamkami prostymi pierwszego rodzaju nazywamy wyrazenia postaci:

A

G A,a € R, n € N\{0}.
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Utamkami prostymi drugiego rodzaju nazywamy wyrazenia postaci:

Axr+ B

— A, Bb R
(.’1;‘2—|—bx+c)”’ ) ? 706 Y nGN\{0}7

dla ktérych tréjmian kwadratowy x2 + bx + ¢ nie posiada pierwiastkow rzeczywistych (A < 0).

Majac dane powyzsze definicje mozemy przedstawic¢ twierdzenie o rozkltadzie na utamki proste.

Twierdzenie 1 (O rozkladzie na ulamki proste). Kazdq funkcje wymierng f(x) = Z%i)) takq, Ze

stopien wielomianu g jest mniejszy niz stopien wielomianu h, mozna jednoznacznie przedstawié w postaci

skonczonej sumy utamkow prostych, przyjmujgc, ze:

1. czynnikowi mianownika (x — a)™ odpowiadajq utamki proste pierwszego rodzaju

Al AQ An
(x—a) (x—ap’ "7 (z—a)"’

2. czynnikowi mianownika (2 + bz + ¢)™ odpowiadajq utamki proste drugiego rodzaju

Bll’ + Cl BQI’ + CQ Bme + Cm
(z24+bx+c) (22+br+c)2 7 (224 br+ )™’

gdzze Al,AQ,...,An,Bl,BQ,...,Bm,c’l,CQ,...,Cm € R.

Zatem cata trudno$¢ rozkladu polega na wyznaczeniu wspolczynnikéw pojawiajacych sie w liczni-
kach ulamkéw prostych. Przesledzmy klasyczne rozwigzanie tego zadania na konkretnym przyktadzie.
Rozt6zmy na utamki proste wyrazenie wymierne:

323 + 42% — 132 — 6
(z+3)(z+2)z(z—1) 1

7 twierdzenia o rozktadzie na utamki proste otrzymujemy:

323+ 42° — 132 — 6 A B C. D
(x+3)(z+2x(xz—1) z+3 z+2 2 x-—1

Po pomnozeniu obustronnie przez (x + 3)(z + 2)x(z — 1), powyzsze réwnianie przyjmuje postac:

322 + 422 — 132 — 6 =

=Alz+2)z(z— 1)+ B(z+3)z(x — 1)+ C(z+ 3)(z + 2)(x — 1) + D(z + 3)(z + 2)z. @

Nastepnie upraszczamy i porzadkujemy wzgledem z wielomian znajdujacy sie po prawej stronie:

323 + 42 — 132 — 6 = (A+ B+ C + D)2 + (A+ 2B + 4C + 5D)2* + (-2A — 3B + C + 6D)x — 6C.
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Aby zachodzita réwnosé, wspoltczynniki przy odpowiednich potegach zmiennej x muszg by¢ takie
same, wiec nalezy rozwigza¢ uktad réwnan:

3=A+B+C+D
4=A+2B+4C +5D
—13=-2A-3B+C+6D ’

-6 =-6C
co po obliczeniu daje:
A=1
B=2
C=1
D=-1
Zatem ostatecznie:
323 + 422 — 132 — 6 1 2 1 1

(z+3)(z+2)z(x — 1) 7x+3+x+2+;71;—1'

Wadami powyzszego rozwiazania jest czasochlonne przeksztalcanie wielomianu oraz rozwiazywanie
(czesto duzego) ukladu rownan - w obu przypadkach nietrudno o btad obliczeniowy.

Zauwazmy, ze szukamy takich wartosci liczb A, B, C, D dla ktorych réwnanie (2) bedzie spetnione
niezaleznie od wartosci x. W przedstawionym standardowym modelu rozwiazywania tego typu zadan
wystepuje etap grupowania wspotczynnikéw wielomianu wzgledem zmiennej x oraz poréwnywania odpo-
wiednich wspétczynnikow wielomiandéw po obu stronach otrzymanego réwnania. Caty ten proces mozna
zastapi¢ przez utworzenie z réwnania (2) odpowiedniej liczby réwnan liniowych poprzez dobieranie odpo-
wiednich wartosci liczbowych za . Oczywiscie najlepszy rezultat uzyskamy, gdy za x bedziemy podstawiac
pierwiastki mianownika wyrazenia (1). Pierwiastkami wyrazenia (z 4 3)(x + 2)x(x — 1) sa oczywiscie
liczby —3, —2, 0 oraz 1. Po podstawieniu z = —3 otrzymujemy

—12=-12-A+0-B+0-C+0-D,

wiec A = 1. Ogdlnie:

=-3: -12= -12-A+0-B+0-C+0-D
T =-2: 12= 0-A+6-B+0-C+0-D

=0: —-6= 0-A40-B—-6-C+0-D ’

=1: -12= 0-A4+0-B+0-C+12-D

zatem tym sposobem otrzymujemy o wiele prostszy uktad réwnain, niz w przypadku standardowego

rozwigzania.

W ogoélnym przypadku moze si¢ zdarzyé, ze liczba niewiadomych jest wieksza niz liczba miejsc ze-
rowych mianownika wyrazenia wymiernego. W takiej sytuacji, po wykorzystaniu wszystkich miejsc ze-
rowych, mozna za x podstawia¢ dowolne liczby rzeczywiste - czesto najwygodniejsze rozwigzania to te,
ktore sa konstruowane na liczbach catkowitych o mozliwie jak najmniejszym module. Otrzymane uktady
réwnan na ogol sg prostsze od tych, ktére otrzymujemy rozwigzujac zadanie standardowo.
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Warto podkresli¢, ze przedstawiona metoda jest tym efektywniejsza, im jest mniejsza wartos$¢ roznicy
miedzy stopniem mianownika, a jego liczba réznych miejsc zerowych.

2. Przyklady

Przyklad 1. Rozlozyé¢ na sume utamkéw prostych wyrazenie wymierne

42 — 187 + 24
z(r —2)(x —4)

Rozwigzanie
Zgodnie z twierdzeniem o rozkladzie na utamki proste

WP—18o+u _A B C
vz —2)(x—4) =z -2 2x-—4

Mnozac powyzsze rownanie obustronnie przez x(z — 2)(x — 4) otrzymujemy
42% — 18z +24 = A(z — 2)(z — 4) + Ba(x — 4) + Cx(x — 2).

Pierwiastkami mianownika danego wyrazenia wymiernego sa liczby 0, 2 i 4. Po podstawieniu ich do
powyzszego réwnania otrzymujemy

z=0: 24 =8A A=3

1=2: { 4=—4B ,wiec { B=-1

r=4: | 16=8C C=2
Odpowiedz

4r? —18x 424 3 1 2

z(x —2)(x —4) R R

Przyklad 2. Rozlozy¢ na sume ulamkéw prostych wyrazenie wymierne

22 —3x -2
(@2 +1)(z—1)

Rozwigzanie
Zgodnie 7z twierdzeniem o rozkladzie na utamki proste

22 —3x—2 Az +B C

(x24+1)(z—-1) a:2+1+x—1'

Mnozac powyzsze réwnanie obustronnie przez (z? + 1)(x — 1) otrzymujemy

2? =3z — 2= (Az + B)(z — 1) + C(2* + 1).
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Jedynym pierwiastkiem rzeczywistym' mianownika danego wyrazenia wymiernego jest 1. Poniewaz w roz-
ktadzie mamy trzy niewiadome, musimy w powyzszym wyrazeniu podstawi¢ za x jeszcze dwie liczby,

przyktadowo 0 i —1:

z=1: —4 =2C A=3
z=0: —-2=-B+C , wiec B=0
r=-1: 2=2A-2B+2C C=-2
Odpowiedz
2?2 -3z -2 3z 2

22+ 1)(x—1) 2241 2—1

Przyklad 3. Rozlozyé¢ na sume ulamkéw prostych wyrazenia wymierne

323 — 322+ 3z +4 b 1
a) x4 — 33 — 422 )x473x3+3x273x'

Rozwigzanie

a) Najpierw musimy okresli¢ posta¢ iloczynowa mianownika danego wyrazenia:

at — 32 —da? = 2%(2? — 32 — 4) = 2% (x + 1) (x — 4).
Zgodnie 7 twierdzeniem o rozkladzie na utamki proste

31’3731‘2+35E+47é E+ C D
x4 =323 — 422 22 x+1 x—4

Mnozac powyzsze réwnanie obustronnie przez z%(z + 1)(z — 4) otrzymujemy
32° —32° +3x +4=Azx(z+ 1)(x —4) + Bz + 1)(x — 4) + Cz*(x — 4) + Dz*(x + 1).

Pierwiastkami mianownika danego wyrazenia wymiernego sa —1, 0 i 4. Poniewaz w rozktadzie mamy
cztery niewiadome, dobieramy dodatkowa liczbe do podstawienia, przyktadowo 1:

r=-1: [ -5=-5C A=0
z=0: 4=—-4B . B=-1
r=4 160 = 80D Y o=
z=1: 7=-6A—-6B—3C+2D D=2
Odpowiedz
323 — 322 + 3z +4 1 1 2
x4 — 323 — 422 :_ﬁ+m+m—4'

b) Roéwniez w tym przypadku zaczynamy od okreslenia postaci iloczynowej mianownika:

at =323 +32% —2x = 2(2® - 327 + 3z — 1) = 2(x — 1),

1Za 2 mozna podstawiaé¢ réwniez pierwiastki zespolone, jednak bedziemy tego unikaé, gdyz czesto niepotrzebnie kom-
plikuja one obliczenia.
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Zatem zgodnie z twierdzeniem o rozkladzie na utamki proste

1 A, B C D
24 —323+322-3r z x-1 (z-1)2 (z-1)%

Mnozac powyzsze rownanie obustronnie przez x(z — 1)3 otrzymujemy
1=A(x—1)®+ Ba(x —1)* + Cz(x — 1) + Dax.

Pierwiastkami mianownika danego wyrazenia sg liczby 0 i 1. Poniewaz w rozkladzie mamy cztery
niewiadome, dobieramy dwie dodatkowe liczby do podstawienia, przyktadowo —1 i 2:

x=0: 1=-4 A=-1
r=1: 1=D . B=1
, wiec
x=-1 1=—-8A—-4B+2C—-D C=-1
T=2: 1=A+2B+2C+2D D=1
Odpowiedz
1 1 1 1 1

e 325 +322 -3z« :1771_(:1771)2—’_@71)3'

3. Zadania do samodzielnego rozwiazania

Zadanie 1. Rozlozy¢ na sume utamkéw prostych wyrazenie wymierne:

a) -2 ) 3z + 2
(z+1)(z—1) (z +4)(z —3)’
4% — 22 — 2 10x + 6

) G e —2) S PR P Y

) —222 4 £) —32% — bz +4
@+ 2@t D (@ -2)’ (x+ Dafe - (@ - 2)’

Zadanie 2. Rozlozy¢ na sume ulamkéw prostych wyrazenie wymierne:

2) 222 — 2x — 3 ) 223 +22% -8
(x—1)2(xz—2)’ (x4 2)a%(z —2)’
3z? + 2x 2 —6x+1
c) ——————, d) ——+——,
(224 2)(x —3) (22 4+ 1)(x —1)2
e) zt 4+ —4 ) 2% + 822+ +3
(22 4 2)x3’ (22 4+ 1)(z—1)(z—2)

Zadanie 3. Rozlozy¢ na sume ulamkéw prostych wyrazenie wymierne:

) Tr — 21 b) T2 4+ 4z — 12

a) T e

x2 —3x—10’ x3—4x

)2x3—4x2—3x—|—2 d)5x2—8x+28

c b —obT 20
xt— 23 4+ 22 x4 —-16

)4$3—6$2+2m—2 ) 33+ 22+ Tr—1

e .

xd — 223 + 22 — 22 P —z
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4. Odpowiedzi do zadan

Zad. 1:

1 1
a)m+1_z717

) 2 +1+ 1
c -

x+1 = -2

1 1 1 1

x+27x+1+m—1 x—2

e)

Zad. 2:
) 1 " 3 n 1
a
r—1 (z—12 z2-2’
) 2 4 3
) - L2
24+2 -3
) 1 1 2
© 2+2 x 23
Zad. 3:
) 5 n 2
a s
z+2 x-5
)l+ 2 n 1 3
C — E— —
r 22 -1 (-1

2x +1+ 1
2+1 z -2’

e)

2 1
Piritioy
3 1 2
D st
12 2 3
f) 7l‘+1+; r—1 -2
1 2 1
R "
3 2
) 2241 (z—1)2
20+1 1 2
£) xf——::l_a:—l—’_z—?

1 +3+ 3
r+2 x -2
r—1 2 1
2 - + )
>?+4 z+2 x-—2
2 2 +1+ 3
2241 z4+1 2z 2x2-1




